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前 言 

本书根据我多年来在纽约大学柯朗数学研究所教授二年级研究生泛函分析课 
程的讲义撰写 而成. 它不是论文集也不是专论，而是一本研究生教材.书中大多数 
章节都短小精辟，为的是易于读者消化所学内容.当然并非所有内容都可以用简短 
的语言描述出来，因此有些章节相对较长.在每章中，定理、引理和方程都是按照 
顺序连续标号的. 

前23章的内容对读者的要求不是很高，是很好的研究生阶段泛函分析入门课 
程的教材.余下的内容可以用于研究生泛函分析或者 Hilbert 空间理论髙级课程的 
教学. 

当我还是个学生的时候，当时仅有的泛函分析教材就是 Banach 在1932年所 
写的那本最早的经典 教材; Hille 所著的书直到我毕业的时候才面世，像是给我的毕 
业礼物.有关 Hilbert 空间理论的教材，有 Stone 于1932年出版的 Colloquium 和 
Sz .- Nagy 的 Ergebnisse . 从那以后，泛函分析的书籍越来越多，先是出现了 Riesz 
和 Sz .- Nagy 、 Dunford 和 Schwartz 以及 Yosida 所著的书；后来又出现了 Reed 和 
Simon 以及 Rudin 的书.对于 Hilbert 空间理论，出现了 Halmos 的优美而又简明的 
著作以及 Achiezer 和 Glazman 的教材，我十分欣赏这些书，它们让我受益匪浅.此 
后又出现了许许多多好的教材.但是我相信，本书还是给出了一些新 东西： 在内容 
编排顺序上，理论内容之后紧跟具体的应用，这使得抽象的内容变得有血 有肉； 同 
时，书中还包含了可以用泛函分析的观点澄清和解决的非常丰富的数学问题. 

在选择论题时,我听从了我的老师 Friedrichs 的警告 :“如 果你想把所知道的有 
关某论题的全部内容都放进去,那么写一本书是很容易的.”本书给出了泛函分析的 
基本内容以及数学中一些不可缺少的深刻论题，比如自伴算子的谱分解和谱表示、 
紧算子理论、 Krein - Milman 定理、 Gelfand 的交换 Banach 代数理论、不变子空间、 
强连续单参数半群.本书还涉及对于计算拓扑不变量十分重要的算子的指标，强有 
力的分析工具 Lidskii 迹 公式， 沉睡近百年的 Fredholm 行列式及其推广，还有源自 
物理的散射理论.与此同时，本书还包括了一些（但不是全部）与我的研究很接近的 
特殊论题. 

那么，哪些内容被省略了呢？非线性泛函分析，为此我推荐 Zeidler 的四卷本专 
著.除 Gelfand 的交换 Banach 代数理论以外的算子代数理论，还有 Banach 空间几 
何理论，让人髙兴的是，由 Bill Johnson 和 Joram Lindenstrauss 编著的有关此论题 
的一本手册己经由 North Holland 出版社出版. 



阅读本书需要哪些预备知识呢？每位二年级研究生以及许多本科生都应该了 
解如下知识. 

• 朴素集 合论.可 数集， 连续统假设， Zorn 引理. 

• 线性代数.线性映射，矩阵的迹和行列式，矩阵和对称矩阵的谱理论，矩阵函 
数 • 

• 点集拓扑. 完备度量空间， Baire 纲原理， Hausdorff 空间，紧集， Tychonov 定 
理. 

• 单复变函數的一般理论. 

• 实分析. Arzela - Ascoli 定理， R 上测度的 Lebesgue 分解，紧集上的 Borel 测 
度 • 

历史上，测度论比泛函分析出现得早.测度论中的通常表述没有用到泛函分析 
的概念和构造.在关于 Riesz - Kakutani 表示定理的附录中，本书说明了如何在测度 
论中应用泛函分析的工具.另一个附录总结了 Laurent Schwartz 的广义函数理论 
的基本内容. 

本书中的许多应用都是关于偏微分方程问题的.在这里，熟悉一点 Laplace 方 
程和波动方程理论将会有所帮助，对这些内容了解不多的读者也能够从这些应用中 
学到一些基本知识. 

像大多数数学家一样，我也不是历史学家.然而在某些章中，我还是给出了一 
些历史注记,主要是在我有第一手资料时，或者涉及1930〜1940年欧洲恐怖时期许 
多泛函分析鼻祖的悲慘命运的地方. 

我要感谢许许多多的人.从我的老师 Friedrichs 那里，我学习了泛函分析的基 
础以及如何应用它们.后来，我的观点受到 Tosio Kato 工作的影响，他应用泛函分 
析这一有力的工具解决了许多问题.还有与 Ralph Phillips 的长期而又愉快的合作 
给出了泛函分析中一些不寻常的应用.从 Israel Gohberg 那里，我学到了许多东西， 
特别是 Toeplitz 算子的指标理论；从 Bill Johnson 和 Bob Phelps 那里又分别学到了 
Banach 空间的几何知识和 Choquet 定理.感谢 Reuben Hersh 和 Louise Raphael , 
他们对涉及广义函数的附录提出了 意见； 感谢 Jerry Goldstein 对半群和散射理论的 
内容提出的中肯建议 . 我对上述所有人士以及 Gabor Rrancsics 表示衷心的感谢. 

Jerry Berkowitz 和我在柯朗数学研究所轮流讲授泛函分析课程.如果他还活 
着并能批阅本书的手稿,这本书将会更加完善. 

感谢 Jeff Rosenbluth 和 Paul ChemofF 仔细阅读了本书前面的一些 章节； 感谢 
Keisha Grady 用 TEX 打印了手稿并做出了最后的修改和订正. 

泛函分析课程讲义在柯朗所的研究生中非常受欢迎.我希望本书保留了原讲义 
的 精髓. 

Peter D . Lax 
2001年11月于纽约 
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第 1 章线性空间 


设 F 是一个数域，叉是一个非空集合.称 X 是数域 F 上的线性空间，是指在 
X 中定义了两种 运算： 加法和标量乘法. 

其中，加法运算用+ 表示： 任给 X 中的元素与2/,在 X 中存在唯一的元素 
n-^y ( 1 ) 

与之对应.加法满足交换律 

x + y = y + x, (2) 

和结合律 

x + (y + z) = (x + y) + z, (3) 

并且 X 按照加法构成一个群,其零元用0 表示： 

x + Q = x. (4) 

加法的逆运算记为 

x + (—x) = x — x = 0. (5) 

第二种运算是数域尸中的元素 k 与 x 中的元素 z 的标量 乘法： 
kx. 

kx 仍是 X 中的元素.标量乘法满足结合律 

k{ax) (ka)x, (6) 

和分配律 

k(x + y) = kx+ ky, (7) 

：(o + b)x = ax + bx. (8) 

而且数域 P 中的单位元 1 与 X 中元素的标量乘法是恒等 作用： 

lx = x. (9) 

以上规则是线性代数中的么 v 理.由此我们可以推导出一些结论. 

若在⑻式中取6 = 0,则对 X 中所有的 x , 

0 a ; = 0. (10) 

在⑻式中取0=1, 6^-1. 利用⑼式和 （10) 式，我们得到，对所有的 a ;, 

(― l ) a ; = —x. (11) 

线性代数课程中处理的空间都是有限维线性空间.在本书中，我们電 i 研究无 
限维线性空间，即不是有限维的线性空间.数域 P 是实数域 K 或复数域 C . 下面 
我们给出一些线性空间的例子. 
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例 1单个变量 s 的实系数多项式的全体 X 是数域 F = R 上的一个线性空间. 

例 2 n 个变量 Sl , …， s n 的实系数多项式的全体 X 是 P = R 上的一个线性空间. 

例 3设 G 是复平面上的一个区域，则 G 内的复解析函数的全体 X 是 F = C 上 
的一个线性空间. 

例 4带有无限多个实分量的向量 a : = ( ai , o 2 , - - •) 构成的集合 
X = {x - (ai,a 2 , • • •) : cij e M} 

是 F = R 上的一个线性空间. 

例 5设 Q 是一个 Hausdorff 空间，则 Q 上的实值连续函数的全体 X 是 P = R 
上的一个线性空间. 

例 6设 M 是一个微分流形，则 M 上可微函数的全体 X = 是一个 

线性空间. 

例 7设 Q 是一个测度空间， m 是 Q 上的测度，则 X = L \ Q , m ) 是一个线性寶 
间. 

例 8设 Q 是一个测度空间， m 是 Q 上的测度，则 X = LP ( Q , m ) 是一个线性驾 
间 • 

例 9上半平面内的调和函数的全体 X 是一个线性空间. 

例 10 —个线性偏微分方程在给定区域内的解的全体 X 是一个线性空间. 

例 11给定 Riemann 曲面上的亚纯函数的全体是 F = C 上的一个线性空间. 

我们从最基本 的构造和概念 开始发展线性空间的理论.给定线性空间 X 的两 
个子集和 r , 我们称集合 = + 为 S 和 T 的和,记为 S + T . 

称集合 { a ; = -y : y e <5} 为 S 的 负集, 记为 

给定同一数域上的两个线性空间 Z 和％它们的 直和是 由所有 有序对 匕吨 
Z € Z , U € U 构成的线性空间，记为 Z © 其加法和标量乘法分别按分量进行相 
加和标量相乘. 

定义设 F 是线性空间 X 的一个子集.若 F 中元素的加法和标量乘法仍 属于广 
则称 F 是 X 的^ 线性子空间. 

定理1 

( i ) 集合 {0} 和 X 都是 X 的线性子空间. 

( ii ) 任意一族子空间的和仍是线性子空间. 

( iii ) 任意一族子空间的交仍是线性子空间. 
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( iv ) 若线性空间 X 的一族子空间按照由集合的包含关系定义的偏序是一个全 
序子集，则它们的并仍是 X 的线性子空间. 

习题1 证明定理 1. 

设 s 是线性空间 x 的一个子集. { yj 是由 x 的所有包含 s 的线性子空间构 
成的集族.由于叉属于此集族，因此它是非空的. 

定义 称所有包含集合 s 的线性子空间匕的交为 s 的线性张. 

定理2 

| i ) 集合 *9 的线性张是包含 S 的最小线性子空间. 

( ii ) S 的线性张由所有形如 

x = y ^ ajXj , Xi e S , at e F , n 是任意的自然数 (12) 

1 

的元素 a ; 构成. 

证明 ( i ) 只是线性张定义的重新描述.为了证明 （ ii ), 一方面，我们注意到形 
如 （12) 的元素构成了一个线性空间；另一方面，形如 （12) 的元素 a ; 包含于任一包 
含 S 的子空间 y 中. 口 

注 1形如 （12) 的元素 a ; 称为点 Xl ,---, x n 的线性组合.因此定理2可以重新叙 
述为： 

子集 S 的线性张是由 *9 中元素的所有线性组合构成的线性空间. 

定义 设 X 是一个线性空间， F 是 X 的线性子空间.若 X 中的两个点&和奶 
满足 xx- x 2 € Y, 则称和別是模 F 等价的，记为 e 的 (mod Y). 

由加法的性质可知 , mod F 等价是一个等价关系，即它是对称的、自反的和传 
递的.在这种情况下，我们可以把 X 分解为 mod Y 的不同的等价类.我们用 X/Y 
表示所有等价类的集合,在其上有一个自然的线性结构.两个等价类的和定义为从 
每个等价类中任取一个元素相加的和所在的等价类.容易证明，等价类的和与代表 
元的选取无关，即若 a；i E 句， a；2 E 勿，则 Xi + X2 = Zi + Z2 mody . 类似地，我们 
把数与等价类中任意元素的标量乘法所在的等价类定义为等价类的标量乘法.由 
于町三化故 fcn 三私 mod ' 因此标量乘法也与代表元的选取 无关. 当商集合 
X/Y 赋以这个自然的线性结构时，我们称 X / y 为 X 模 y 的商空间.我们定义 
codim Y = dim X/Y. 

习题 2验证上述结论. 

和所有代数结构一样,对线性空间我们有同构的概念. 

定义 设 X 和 F 是同一数域上的两个线性空间.如果存在从 X 到 F 上的一对一 
的映射 r 把元素的和映为象的和，把元素的标量乘法映为象的标量乘法，即 
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T ( X ! + x 2 ) = T { xx ) + T { x 2 ), 

T ( kx ) = kT ( x ), (13) 

则称 X 和 y 是同构的. 

类似地,我们可以定义同态的概念.在本书中我们称同态为线性映射. 

定义 设 X 和? 7是同一数域上的线性空间.若映射 M : X — U 把元素的和映为 
象的和，元素的标量乘法映为象的标量乘法；即对 X 中所有的 F 中所有的 fc , 
都有 

M{x + y ) = M ( y ), 

M ( kx ) = kM ( x ), (14) 

则称 M 是一个线性映射, X 为 M 的定义域, U 为 M 的终点. 

注 2线性空间的同构是一个一对一的映到上的线性映射. 

定理 3 

( i ) 若 M : 叉 — 是一个线性映射，则 X 的线性子空间 F 在 M 下的象是 
U 的一个线性子空间. 

( ii ) U 的线性子空间 V 在 M 下的原象是 X 的一个线性子空间. 

习题 3证明定理 3. 

凸性是实线性空间中一个非常重要的概念. 

定义设 X 是一个实线性空间， K 是 X 的一个聲集.如果对 K 中任意的元素 x 
和 y , 以 a ; 和 y 为端点的线段 

aa : 屮 (1 a ) y , 0 < a < 1 (15) 

上的点都属于欠,则称 K 是一个凸集. 

平菌上凸集的例子有圆盘、三角形和半圆盘.凸集的下列性质是其定义的直接 
推论. 

定理 4设 K 是实线性空间 X 的一个凸子集.若 x lr --, x n 属于则形如 

X ^ QjjCCj , Ctj ^ 0 ? 0 /j 1 j (16) 

1 

的每个 a ; 都属于 
习题 4证明定理 4. 

形如（ I 6 )的 a ; 称为 xi , x 2 . ■■■ - x n 的一个凸组合. 

定理 5设叉是一个实线性空间，则 
⑴空集为凸集. 

( ii ) 单点集为凸集. 

( iii ) X 的每个线性子空间都是凸集. 
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(iv) 两个凸子集的和为凸集. 

(v) 若尺是 凸集， 则-尺 也是凸集. 

(vi) 任意一族凸集的交仍是凸集. 

(vii) 若 { Kj } 按照由集合的包含关系定义的偏序是一个全序子集，则它们的并 
集 U & 是凸集. 

(viii) 凸集在线性映射下的象是凸集. 

(ix) 凸集在线性映射下的逆象是凸集. 

习题5 证明定理 5. 

定义设 S 是实线性空间 X 的一个子集.称包含 S 的所有凸集的交为 S 的凸包. 
S 的凸包记为安. 

定理6 

(i) <9 的凸包是包含的最小凸集. 

( ii ) S 的凸包由 S 中的点的形如 （16) 的凸组合构成. 

习题6 证明定理 6. 

定义如果凸集 K 的子集五 满足： 

( i ) E 是非空 凸集； 

( ii ) 当五中的点 a ; 可以表示为 a ; = ^ (2/^ e 欠）时, 2/和 z 都属于尽则称 
E 是 K 的一个极子集. 

只包含一个点的极子集称为 K 的极值点. 

例1设 K 是 K : 间 { a ;:0<^< l }. 匿闽的两个端点是五的极值点. 

例2设 K 是闭圆盘 

{{ x , y ) ： x 2 + y 2 ^ 1}. 

圆周 {( x , y ) : x 2 + y 2 = l} 上的每一个点都是 K 的极值点. 

例3开圆盘 

{{ x , y ) ： x 2 + y 2 <1} 

没有极值点. 

例4设 K 是多面体（包含所有的面) . K 的面、边、顶点和 K 自身都是 K 的极 
子集. 

定理7 设尺 是一个凸集， E AK 的极子集且 F 是 £ 的极子集，则 F 是尺的 
极子集. 


习题7证明定理 7. 




6 第 1 章线性空间 


定理8 设是从线性空间 X 到线性空间 [/ 的一个线性映射. 苦 K 良 U 的一 
个凸子集 ， E AK 的极子集，则五的逆象是空集 或是尺 的逆象的一个极子集. 

习题8 证明定理 8. 

习题9举例说明极子集在线性映射下的象未必是象的极子集. 

当线性空间 f / 是一维的时候,我们得到如下推论. 

推论^设丑是线性空间 X 的一个凸子集,€是从 X 到 R 的一个线性映射, H min 
和 // max 分别表示孖中使得€达到最小值和最大值的点构成的集合. 

断言当丑 min 和 F max 非空时，它们都是 F 的极子集. 
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2.1 线性映射生成的代数 

由第1章我们知道,如果从线性空间 X 到同一个数域上的另一个线性空间 [/ 
的映射 M : X 4 是一个代数同态，即 

M(x + y ) = M ( x ) 4 - M ( y ), 

M ( kx ) = kM ( x ), (1) 

则称 M 是从 X 到 [/ 内的线性映射.本节只考虑由纯代数结构 （1) 所决定的线性 
映射的性质,而对线性空间 X 和 [/ 不加任何拓扑上的限制. 

从 X 到 [/ 内的两个线性映射 M 和 JV 的和与 标量乘 法分别定义为 

(M+ N )( x ) = M ( x ) + N ( x ), (2) 

( kM )( x ) = kM ( x ). (3) 

这使得从 X 到内的所有线性映射构成了一个线性空间.我们把这个空间记 
为 C ( X , U ). 给定两个线性映射 — [/和 我们定义这两个映射 
的复合 

( NM ){ xj ^ N ( M { x )) (4) 

为它们的 乘积. 由于映射的复合满足结 合律， 线性映射的复合也满足结合律.我们 
将会看到，映射的复合不满足交换律. 

从现在开始,我们省略括号而把线性映射 M 在 a ; 上的作用表示为 
M { x ) = Mx . 

这个符号表明映射 M 在 a : 上的作用是一种乘法.事实上 J 1) 和 （2) 说明这种乘法 
满足分配律. 

习题 1验证两个线性映射的复合仍是线性映射而且满足分 配律： 

M { N + K ) = MN + MK , 

( M + K ) N = MN + KN . 

定义 若从 X 到的映射 M 把 X —对一地映到 上， 则称 M 是可 逆的. 

若 M 可逆,则它的逆 AT 1 满足 

M ~ 1 M = I x , MAT 1 = I v , 

这里 / x 和而分别表示 X 和 [7 上的恒 等映射 .若 M 是线性映射，则 MT 1 也是 
线性映射. 
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定义被 M 映为零的点构成的集合称为 M 的零空间，记为 N m . X 在映射 
的象称为 M 的值域,记为 R m . 

定理1设 M : X — f / 是一个线性映射. 

( i ) 零空间 N M IX 的线性子空间，值域 R M IU 的线性子空间. 

( ii ) M 是可逆的当且仅当 N m = {0 } 且 R m = U. 

( iii ) M 把商空间 X / N m 一对一地映到上. 

( iv ) 若 — [/和 都是可逆的，则它们的乘积也是可逆的，并 


( V ) 若 KM 是可逆的，则 N m = {0}, R k = W . 

习题2证明定理 1. 

我们注意到 X = U = W 均为有限维时,乘积 NM 的可逆性意味着 iV 和 
M 都是可逆的.但是在无限维的情形下此结论不成立.例如，设 X 是由所有无穷 
序列 


x = (ai,a 2 , • • -1 

构成的线性空间，定义 丑和 £分别为右平移和左 平移： = (0, a !, a 2 ,---), Lx = 
( a 2 , a 3 ,---)- 显然， i 只是恒等映射，但是 只和 i 都不可逆，而且也不是恒等 
映射. 

我们现在给出与线性空间 X 到自身内的映射 
M-.X^X 


有关的一些有用的记号和结果. 

记％•是 M 的 j 次幂的零 空间： 

Nj = N Mj . (5) 

定理2 由 （5) 式定义的子空间％ 满足： 

对所有的 M C N j+1 (6) 

且 

对所有的 dim ( AT 7 / iV 7 _ 1 ) > (7) 

证明 （6) 是 （5) 的直接 推论. 为证 （7), 我们首先证明 M 把 N m /Nj 一对一 
地映到 Nj / N ^ ^3. 为此，注意到 N ^/ Nj 的一个非零元由属于 N j+1 但不属于 
Nj 的〜 •命点 2 表示.显然 ， Mz 属于 Nj 但不属于 h , 这证明了 M 把 Nj+i/Nj 
一对一地映到 NJNw 內 . 由此可知, AT i +1 / i \^ 和 Nj/Nj^ 的一个子空间同构，从 
而⑺式成立.当 N j+1 /Nj 是无限维时, Nj/Nj^ 也是无限维的. 口 

T 面的结论是⑺式的直接推论. 
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定理/若存在 i 使得 

Ni = N i+1 , (8) 

则对所有 的 k > i ， 

Ni = N k . (80 

定义设 y 是线性空间 X 的一个线性子空间.若线性映射 M : X — X 把 F 映 
到 y 中，则称 y 是 M 的一个不变子空间. 

定理3设 Y 是线性映射 M : X ^ X 的一个不变子空间.则 
|i) M 可以自然地视为 X/Y ^ X/Y 的一个 映射； 

(ii) 若映射 

— K 和 M : X / Y ^ X/Y 
均是可逆的，则 M : X — X 也是可逆的. 

证明我们把 （ i) 的证明留给读者.在 （ ii) 中，我们首先证明 M: X — X 的 
零空间是平凡的.为此,假设 

Mz = 0. 

由于假设 M : X!Y 一 X/Y 的零空间是平凡的，故2属于 Y . 但是: Y F 的 
零空间也是平凡的，故 z = 0. 

T 面我们证明 M -. X ^ X 是映到上的，即对 X 中每个 w 0 , 

Mx 0 = u 0 (9) 

都有一个解^为此,我们分两步解方程 （9). 首先我们解同余式 
Mx = « o(mod y ), 

由于 M 把 X / Y 映到 X / F 上这是可解的.设&是解所在等价类中的一个元素, 
SP XI 满足 

Mx \ = uo + z , z GY . 

因此⑼的解吻是 


x 0 = X !- y , 

这里 , 2 /是方程 


My = z 

在 Y 中的解.由于假设 M 把 Y 映到 Y 上，这样的解 y 是存在的. 


□ 


我们注意到，虽然 M 在 F 和 X / Y 上的可逆性保证了 M 在 X 上的可逆性, 
但是此命题的逆_:无限维空间的情形下不成立.例如，设 X 是由 R 上所有的有界 
连续函数构成的线性空间， S 是移位算子 

( Sx )( t ) = x(t — 1), 

F 是由在负实轴上为零的函数 a ； ⑷构成的子空间.显然， F 在移位算子作用下是 
不变的，同样很明显， S 在 X 上是可逆的，其逆为左单位移位.但是 S 在 F 上和 
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X / Y 上都不是可逆 的：在 y 上它的值域由所有当 * < 1时取值为零的函数 a ： ⑷构 
成，在 X / Y 上它有非平凡的零空间. 

习题 3 S 在 X / Y 上的零空间是什么？ 

第25章将会构造不变子空间.这里，我们把下列有用的事实放在一起. 

定理 4设 M : X — X 是一个线性映射. 

( i ) 对 X 中 任意的扒集合 { p ( M)y : p 是任意的多项式 } 是 M 的不变子空间. 

( ii ) 设 T : X — X 是线性映射且 r 与 M 可交换 ： TM = M T , 则 T 的零空 
间是 M 的不变子空间. 

证明 ( i ) 的证明基于如下事 实：若 p ( M ) 是多项式，则 Mp ( M ) 也是多项 
式， （ ii ) 由以下事实得 出：若 M 和 T 可交换且 z 在 T 的零空间中，即 h = 0,则 
TMz = MTz = MO = 0. □ 


2.2 线性映射的指标 

面一组定理描述了一类重要的特殊映射. 

定义 若线性映射 G 的值域是有限维的，即 

dim Rg < oo , (10) 

则称 G 是退化的. 

定理 5 退化映射在如下意义下构成了一个理想. 

( i ) 两个退化映射的和还是退化的. 

( ii ) 在退化映射的左端或右端乘以任意线性映射所得到的映射仍是退化的，即 
若 G 是退化的，则当 MG 和 iVG 有意义时， MG 和 NG 都是退化的. 


习题 4证明定理 5. 

定义 设 M : X — [/和 L : t / — X 是线性映射，和而分别是 X 上和 C / 上 
的恒等映射.如果存在退化映射 Gi : X — X 和 G 2 : — f /, 使得 

LM = I X + G U ML = Iu + G 2 , (11) 

则称 M 和 i 互为伪逆. 

习题 5证明定理1后面描述的右移位和左移位在所有序列构成的空间上互为伪 
逆. 

定理6 

( i ) 若 i 和 M 互为伪逆,则对任意的退化映射 Gi 和 G 2 , i+ Gi 和 M + G 2 
也互为伪逆. 
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( ii ) 若 — [/和 分别有伪逆 i 和 B , 则 AM 和互为 
伪逆. 

习题6 证明定理 6. 

菌忆一下，线性空间[/的线性子空间 i ? 的余维数定义为 
codim R = dim(U/R). 

定理 7 线性映射有伪逆，当且仅当 

dim Nm < oo , codim Rm < oo . (12) 

证明 为了证明“必要性”，我们需要下面的引理. 口 

引理 8若 — X 是退化映射，则 

dim Ni + g < oo , codim Ri+g < oo - (13) 

证明 对 7 V J + C ? 中的每个; r , 有 

x + Gx = 0. 

这说明 

n i+g C Rg ', 

结合 （10) 式,这证明了 （13) 式的第一部分. 

拿定理 l ( iii ), G 把 Z / N g 一对一地映到上，故 

codim Ng = dim Rg - (14) 

显然 ， J + G 把 TVg 中的每个 a : 映到 7 V G 中； 这说明 R i+g D N g , 由此可知 

codim Ri+g ^ codim Ng- (14 ’） 

ft (14) 式和 （ 14') 式,我们断定 codim i? J+G < dim iZ G .由 （ 10) 式，我们得到 （ 13) 
式的第二部分. 口 

现在假设 M 有一个伪逆，则 （11) 式成立.#|11)中的第一个关系式，我们推 
出 iV_M C N i + g , 从而 dim < dim N I + G ; 结合 （13) 的第一部分,我们得到 （12) 
式的第一部分.由中的第二个关系式,3 Ri+g- 因此 

codim Rm ^ codim Ri + g - 

结合 （13) 中的第二个关系式即得 （12) 式的第二部分. 

为了证明“充分性”，我们需要下面的引理. 

引理 9线性空间 X 的每个子空间 7 V 都有一个补子空间 y , 即存在 X 的子空间 
Y 使得 X = N ® Y . 这意味着叉中的每个 a ; 都可以唯一地分解为 

x = n + y , n e N , y GY . (15) 

证明 考虑 x 的所有与 tv 的交为 {0} 的子空间 y 构成的集族多•，在多中 
用集合的包含关系定义偏序.多的每一个全序子集 m 均以所有的并为上界. 
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Zorn 引理说明，在多中存在一个最大元 F ; y 显然满足引理中的性质.如果某个 
z 不能表示成 （15) 的形式，我们可以把 a ; 加到 y 中，遂与 F 的最大性攀癘. □ 

注意， 补子空间 y 不是唯一确定的.在确定了 7 V 的一个特殊的补子空间 F 
. ft 通过 （15) 我们定义从叉到 iV 上的投影 
Px = n . 


习题7证明 P 是线性映射. 

习题 8 证明当 7 V 的余维数有限时, dim y = codim AT . 

现在我们回到定理 7 中“充分性”的证明 . _ (15) 式可知， X 的每个 modTV 
的等价类都恰好包含 F 中的一个元素，而且这个对应是一个 同构： 

X / N . 

假设 M : X — [7 满足条件 (12). 选取 M 的零空间的补子空间 F 和 M 的值 
域的补子空间 V : 

X = N m ® Y , U = R m ® V . (16) 

根据定理 l(iii), M 把 X / N m 一对一地映到 iZjvr 上.由于 X / N m MT 同槪故 


M : Y ^ R m 


是可逆的.记其逆为 M - 1 并定义映射 if 如下: 


Kx 



AT 、 

0 , 


x € Rm , 
xeV. 


利用 （16) 式,我们可以把反延拓到整个上.显然, 


KM = 


I ,在 

0,在 A / jvi ■上, 


MK 


I , 在上, 
0,在 F 上. 


把 （17') 重新写为 


(17) 


(170 


KM = I - P , MK = 1- Q , 

这里， P 是 X 到 TV 上的投影， Q 是 [/到 F 上的投影.由此可知，反和 M 在 （11) 
式意义下互为伪逆.由于 P 和 Q 是退化的，这就完成了定理7的证明. 口 


定义设 M : X — 是有伪逆的线性映射.称 

ind M = dim N M — codim R M (18) 

为映射 M 的指标. 

由定理 7, 这个定义是有意义的. 

定理10 设 — 和 — W 是两个有伪逆的线性映射，则乘积 LM 
有伪逆且 
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md ( LM ) = ind L + ind M . (19) 

证明 由 定理 6( ii ；| 15 知， LM 有伪逆.为证 （19) 式，我们以正合列作为计数 
手段. Q 


定义 给定线性空间 ■■； V n 和线性映射 Tj : % 4 % +1 .若 h 的值域是 
T j+1 的零空间，则称 

Vo I^ Vl I^... T -^V n 

是一个正合列 

引理11 假设 在上面的正合列中，每个％都是有限维的，而且 



dim Vo = 0 = dim V n , 

(20) 

则 

E (- l) j dim % = 0. 

(200 

证明 

把％分解为 3 



V ^ N ^ Yj , 


这里均是 L 的零空间， K 是 M 的补子空间.正合的条件说明 
之间的同构.由于 dim Vj = dim Nj + dim K ， 故 

h 是 & 和 N j+1 


dim Vj = dim Nj + dim Nj +1 , 0 j < n — 1. 

(21) 

根据 (20), 

dim Nq = 0, dim V n -\ — dim N n _[ 

(210 


将（ 2 1)和 (210 代入 (200 的左边就证明了交错和为零. 口 


为了证明定理10,我们构途下面的正 合列： 

O ^ N m ^ N lm U / R m W / R L m W / R l ^ 0. (22) 

映射 io 把 iV M 等同为 N lm 的一个子空间. Q 是把 C / 中的点映到包含它们的 
U mod R m 的等价类的自然映射. E 是把 W mod R LM 的等价类映到 mod 也的 
等价类的映射. 


习题 9验证 （22) 是一个正合列. 

我们把关系 （20') 应用到正合列 (22) Jb , 此时 

Vo = 0, V ! = N m , V 2 = N lm , V 3 = N l , 

= U / R m , V 5 = W / R lm , V 6 = W / R l , V 7 = 0. 

利用余维数的定义,我们把 （2 O 0 写为 

dim Nm — dim Nlm + dim Nl — codim Rm + codim Rlm — codim Rl = 0. 

利用指标的定义 （18), 我们得到了指标的乘积公式 (19). 轉 

下面的结果称为指标的稳定性. 
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定理12设 M : X — [/ 是有伪逆的线性映射 ， G .. X — U 是退化的线性映射，则 
M + G 有伪逆 ，且 

ind ( M + G ) = ind M . (23) 

证明 我们首先验证 （23) 式当[7 =叉和财=/时成立.为此，我们需要下 
面的引理. 

引理13设 X 是一个线性空间 , K ，. X — U 是从 X 到 [/内 的有伪逆的线性映射. 
设是 X 的一个余维数有限的线性子空间，则 X 在不) 上 的限制 私 ： X 0 ^ W 
有伪逆 ，且 

ind K 0 = ind K - codim X 0 . (24) 

证明 把反0分解为 

K 0 = KI 0 , 

这里 io : X 。 — 叉是黏合映射.显然， M 。 = {0}, i ? j 。 = X 。，于是 
ind Jq = —codim X 0 . 

现在对 （ 24') 应用乘积公式 （ 19) 即得 (24). 

设 G : X — X 是一个退化的 映射 ; 令 K •• X — X 为 

K = 1+ G . (26) 

显然， J 是反的伪逆.设 Xo 为 G 的零 空间： 

X 0 = N g . (27) 

根据 （14), &的余维数有限.因为 G 在 Xo 上为零, K 在&上的限制私是黏合 
映射 2 o 因此，由 （25) 式， 

ind Kq = ind Jo = —codim Xq . 

对 if 应用引理 13 .由 (24), 

ind Kq = ind K — codim Xq 
由上述最后两个关系式可知，对形如 （26) 的每个 X , 
ind K =0. 

这在 M = I 的情形下证明了 （23) 式. 

现在取 M 为有伪逆的任意映射,用£ : C / — X 表 
LM = K = I + G ', 

这里 G ' 是一个退化的映射.由 （28) 式， 

ind ( LM ) = ind (I + G ') = 0. 

利用乘积公式 （19), 由 （29) 知 

ind L = —ind M . 

正如我们在定理 6( i ) 中看到的，对退化的 G , i 也是 M 
利用 （30) 式，我们得到 


(29) 

(30) 

G 的伪逆.因此,.苒次 



(24，) 

(25) 
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ind X = -ind { M + G ). (30。 

结合 （30) 和 (300, 我们得到了 （23) 式. 口 

注记 

本章的第一部分是标准的.非标准的内容如下. 

( i ) 有伪逆的线性映射的指标的概念,定理 7. 

( ii ) 指标的乘积公式，定理 10. 

( iii ) 指标在退化映射摄动下的不变性，定理 12. 

奇怪的是，这些线性代数的结果最早来源于赋范线性空间上的有界线性映射. 
它们的成立不依赖于拓扑结构的存在,所以很具有普遍性 . Donald Sarason 第一次 
在论文中给出了可乘性的结论及其证明.这里利用正合列给出的证明属于 Sergiu 
Klainerman . 


参考文献 

Sarason, D., The multiplication theorem for Fredholm operators. Am. Math. Monthly, 
94(1987): 68-70. 
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3.1 延拓定理 

Hahn-Banach 定理由于它的简单性及由其导出的意义深远的结果而著名.它 
处理线性泛函的延拓. 

定义设£是数域 P 上的线性空间 X 到 _ F 的映射.如果对 X 中任 意的; c , y , 
£(x + y ) = £( x ) + £( y )-, 

对任意的 fee 

£( kx ) = M ( x ), 

则称彳是 X 上的一个线性泛函. 

在本节中，我们主要研究实线性空间和实数值的线性泛函. 

定理 1 ( Hahn-Banach 定理） 设 X 是实线性空间， p 是 X 上的一个实值函数且 
p 满足下列性质. 

；( i ) 正齐 性：对 X 中的每个 a :, 

Va > 0, p ( ax ) = ap ( x ). (1) 

( ii ) 次可加性•■对 X 中所有的 x 和 y , 

p{x + y ) ^ p ( x ) + p ( y ). (2) 

设 Y 是 X 的线性子空间，£是 F 上定义的受 p 控制的一个线性 泛函： 

对 y 中所有的 y , e ( y )^ p ( y ). (3) 

断言/ 可以延拓为 X 上的受 p 控制的线性泛函（仍 记为作 

对 X 中所有的 a ;, £( x ) < p ( x )_ (30 

证明 不妨设 F 不是整个 X ,则在 X 申存在 z 不属于 F . 用 Z 表示 F 和 z 
的线性张，即由形如 

y + az , y GY , a e M 

的点构成的集合.我们的目标是把《延拓为 Z 上的一个线性泛函，使得 （30 对 Z 
中的 a ; 都成立，即对 F 中所有的 y 和所有的实数 a 都有 
£(y + az ) = t { y ) + a £{ z ) < p{y + az ). 

，由 （3) 知，上述不等式对 a = 0成立.由于 p 是正齐性的，我们只需证明上面 的不: 
等式对 a = ±1 成立： 

£( y )+£( z )^ p ( y + z ), £( y ') - £( z ) ^ p ( y ' - z ). 
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这等价于对 F 中所有的2/和2/,均有 


^y') - p(y' -z)^ l{z) < p(y + z)~ i { y ) 
成立.这样的存在，当且仅当对 y 中任意的?/和 〆 ， 
%') - p(y' -z)^ p(y + z)~ i { y ). 


此即 


⑷ 


(5) 


Ky’}.-bKy) = Ky’ + y) < p(y + z)+p(y' - z ). (s') 

由于 y + y' 属于⑶式成立： 

Ky' + v) <p(y+y')- ( 6 ) 

由 p 的次可加性， 

p{y + y') =p(y + z + y' - z ) < p(y -\- z ) + p(y' - z ). (7) 

⑼和⑺合在一起给出了 （50 式，这证明了我们可以把€延拓到艺上，所以 （3') 
仍然成立. 


考虑集族 

莎= {( Z ,£) : Z 是包含 y 的线性空间, 


t 在 Z 上的延拓（仍记为 幻满足 不等式⑼)}. 


在多上定簾 幢州 

意味着 Z ' 包含 Z , f 在 Z 上的限制与4相等. 

设 {4,4} 是多的一个全序 子集. 我们在 z = UA 上定义 A € 在厶 上的 
限制与4相等.显然,^在 Z 上满足（3') ; 同样显然,对所有的 A { Z v , i v ) < ( Z ,£). 
这说明多的每个全序子集都 f 上界.因此根据 Zorn 引理，多中存在最大的 
延拓.但是根据前面的证明，最大的延拓所对应的线性空间 Z —定是整个空间 I 
这就完成了定理的证明. 口 


3.2 Hahn-Banach 定理的几何形式 

尽管 Hahn-Banach 定理的证明是非构造性的, HB 定理仍有大量非常具体的应 
用.其中最重要的应用之一是美警凸集的分离定理，有时也称为 Hahn-Banadi 定理 
的几何形式 . 

定义设 X 是实线性空间， S 是 X 的子集.如果对 X 中任意的％存在 
依赖于 y 的£，使得 

对所有满足 M < e 的实数 xo + tye S , 

则称点 ar 0 是的一个内点. 

设 K 是有一个内点的凸集，不妨设此内点为原点.用 Pk 表示 K 关于原点的 
度规： 
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Pk{x) = in£{a | a > 0, f e K }. ⑻ 

由于假设原点是 K 的一个内点，对 每个; r , 

Pk{x) < oo. 

定理 2 在实线性空间叉中，凸集 K 的度规满足正齐性和次可加性. 

证明 由定义 （8), 即使 K 不是凸的，正齐性也成立.为证次可加性，设 a : 和 
y 是 X 中的任意两点， a 和&是正数,使得 


~€ K , 1& K . (9) 

a b 

正如第1章定义的那样， k 的凸性意味着 K 中点的任意凸组合属于我们取 
z / a 和 y /& 的凸组合,权分别是 < xy ^:+&) 和 b/(a + b). 它们是和为1的非负数.故 


■ + U 


+ b, 


a + bb 


€ K . 


由于 (x + y)/(a + b) 属于 JT , 根据定义 （8), p K {x + y) ^a + b. 由于这对满足 （9) 的 
所有$数 a 和& 均成立,故有 


Pk(^+ y ) < inf (a + 6) = inf a + inf b = Pk{x) + Pk{v), 


在最后一步我们又一次用到 （8). 这就证明了 的次可加性. 口 

定理 3设尺是凸集. 

x € K , I'J Pk{x) ^ 1- (10) 

Pk{x) < 1公 a ; 是的一个内点. （10') 

证明 （10) 是的定义⑻的直接结论. 口 


习题 1 证明（扯). 

定理3的逆命题也是对的. 

定理 4设 p 是实线性空间叉上的一个满足正齐性的次可加函数. 

| i ) 满足 

P(x) < 1 

的点 a ; 构成的集合是 X 的凸子集且0为其内点. 

( ii ) 满足 

p{x) 1 

的点2；构成的集合是 X 的凸子集. 

习题 2证明定理 4. 

现在我们给出超平面的定义.假设彳是一个不恒等于0的线性泛函，对任意实 
数 c , X 中所有的点 a ; 属于且只属于下列3个集合中的一个:. 
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{x : i{x) < c }, {x : £(x) ~ c}, {x : t{x) > c}. 


的点 a ： 构成的集合称为超 平面； 满足 < c (或 > c ) 的点; r 构成的集合称为 
开的半平面.满足 

£( x ) 彡 c 或 i { x ) < c 
的点构成的集合称为闭的半平面. 

定理 5( 超平面分离定理） 设 K 是实线性空间 X 的一个非空凸子集且 K 中的每 
个点都是内点.则不属于数域尺的任意点 y 都可以通过超平面 f ( a ;) = c 与 K 分 
离，即存在依赖于 y 的线性泛函使得 

Va ； e K , i ( x ) < ef t { y ) = e . (11) 

证明 不妨假设 0 e 夂,是尺 的度规. 由于尺 中的点均为内点,_定理3 
可知，对 K 中的每个 a ;, p K ( x ) < 1.令 


办 ） = 1， 

(12) 

则 Z 对所有形如 ay 的元素 z 有定义， 


£(ay) = a. 

(12。 

我们断定,对所有这样的^ 


(-{z) < Pk(z). 



对 a < 0, 由于办） < 0 而 pk 彡 0, 故这是显然的.由于 y 不在尺中，由⑻知 
Pk(v) > 1- 由正齐性可知，对 a > 0, PK(ay) ^ a. 

于是我们证明了，在一维子空间 { ay : a € M } 上定义的{受时控制.由 HB 
定理,£可以延拓到整个 X 上且仍受控制.由此以及 （10') 可知，对 K 中任意 


((x) < Pk(x) < 1 . 

取 c = 1,这就证明了 （ li ) 的第一 部分； （11) 的第二部分就是 （12) 式. a 

推论 5 /设尺 是至少有一个内点的凸集.则对不属于尺 的任意 y , 存在一个非零 
线性泛函&使得 

对 / S ： 中所 有的; r , /( a ;) < %). (13) 

定理 6( 广义超平面分离定理） 设 X 是一个实线性空间，丑和 M 是 X 的两个不 
交的凸子集，且其中至少有一个有内点，则丑和 M 可以 被一个超平面 c 分 
离，即存在非零线性泛函€和数 c , 使得对丑中所有的 w 和 M 中所 有的％ 

£( u ) £( v ), (14): 

证明 根据第 1 章定理5,差集丑 -M =尺是凸的.由于丑或者 M 包含一 
个内点， K 也包含一个内点. 
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由于丑和 M 是不交的， O ^ K . My = 0 应用推论 V 的 (13), 存在一个线性 
泛函£,使得 

对 K 中所有的 a ;, 啦）< €(0) = 0. (15) 

由于 K = 中的所有元素 a ; 均形如 = 在 F 中， r 在 M 中)， (15) 

意味着 

£( u ) < £( v ), 

取 c ; = sup ueif £( u ) 即得到 （14) 式. 

3.3 Hahn-Banach 定理的延拓 

下面的 HB 定理的延拓既实用又漂亮,此结果属于 R . P . Agnew 和 A . P . Morse . 
定理7 设 X 是一个实线性空间，4是由一族互相交换的线性映射 A r : X^X 
构成的集族，即对4中任意两个映射戽和 A ” 均有 

= A ^ A V . (16) 

设 p 是 X 上一个实值的、正齐性的、次可加（参考⑴和 （2)) 函数并且在每个 
作用下不变： 


p { A v x ) = p ( x ). (17) 

设 F 是 X 的一个线性子空间 ，彳是 Y 上的线性泛函且满足下列3条性质. 

| i ) •^受 p 控制，即对 Y 中每个 y , 

%) ^p(y)- (18) 

( ii ) Y 在每个映射下不变，即 

对 F 中的仏 A v y e F . (19) 

( iii ) l 在每个映射下不变，即 

对 K 中的 y , e ( A v y ) = e ( y ). (190 

断言 t 可以延拓到整个 X 上使得/受 p 控制（在 （18) 式意义下)，且在每个映射 
A v 下不变. 

证明 若 （17) 对集族欠中的两个映射4和 B 成立,则对它们的乘积(定 
义为它们的复合）也成立.类似地，若 （19) 和 (190 对4和 B 成立,则对它们的乘 
积也成立.同样，若4和 B 与所 有的先 ^交换，它们的乘积也与所有的 
交换.因此我们可以把恒等元 i ■和4中元素的有限乘积加入到4中.这个扩充的 
集合构成 1"— 个半群.于是，若4和 B 属于这个半群，则它们的乘积也属于 
这个半群.从现在开始,我们假设 >4是一个乘法半群. 

我们在 X 上定义一个新的函数5为 

g ( x ) = inf p ( Cx ), 


(20) 
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这里 C 是4中映射的一个凸组合，即形如 

C = aj > 0, = 1,义』.属于>1 

的映射.由于 >4是半群, 4中映射的凸组合的乘积仍是 >4中元素的凸组合. 


由次可加性、齐性和不变性 (17), 我们得到 

p ( Cx ) = p (^2 a i A i x ) ^ X ! a oP ^ A 3 x ) = P ㈤ . ( 21 ) 

由于在 （20) 中我们可以取 <7为恒等元，故 

g { x ) ^ p { x ). (21’) 

因为 P 是正齐性的，由 （20) 知 s 也是正齐性的面证明 g 是次可加的. 

设 a ; 和 y 是 X 中的任意元素.由定义 (20), 对任意 e > 0,在映射4的凸包中 
存在映射 C 和£>,使得 

p ( Cx ) < g ( x ) + e , p ( Dy ) < g { y ) + e . (22) 

对映射 C _ D 应用 （20) 式，由于 <7和 D 交换,我们得到 

g{x + y ) ^ p ( CD ( x + y )) = p(DCx + CDy ). (23) 

利用次可加性和 <21)式,可以看到 （23) 卖右端满足 

p ( DCx )+ p ( CDy ) < p ( Cx )+ p ( Dy ). (24) 

利用 （22) 式去估计 （24) 式,我们断定 

g(x + y ) < g { x ) + g { y ) + 2 s , 

由于 e 是任意的的次可加性成立. 


根据 (190, ^上的^在每个烏的作用下是不变的，因此，对4中映射的任意 
凸组合 C 和 F 中的任意元素 y , 

i { Cy ) = I (^ajAjyj = ^ aj ^ Ajy ) = = %)• 

由 （ 19) 式知，若 y 属于 F, 则 Cy 也属于 F. 对 C7j/ 应用 (18), 我们得到，对 Y 中 
的 y ， 

t { Cy )^ p { Cy ). 

由于已经证明了 t { Cy ) = i ( y ), 故有 

认 V) <p{Cy). 

kg 的定义（ 2 0),对 y 中所有的 y , 

Kv) < 9 (y)- ( 25 ) 

现在应用 Hahn - Banach 定理证明 ，彳 可以延拓到整个叉上使得 （ 25) 式成立. 
我们断言，在 （19) 式意义下，这样延拓的彳在4中所有映射4作用下是不变的. 
对4中任意盔和任意自然数 n , 我们定义 C n =\ Eo ' 1 Aj - 由于欠是半群，故 
C n 属于欠的凸包.根据几何级数的基本公式， C n ( I - A ) = i ( J - A n ). 

设 x 是 X 中任意点，由3的定义 ㈤ ）式可知， 
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g(x — Ax ) < p ( C n (x — Ax )) = p ( C n ( I — A ) x ) = — — A n x ). (26) 

在最后一歩中我们用到了几何级数的公式以及 p 的正齐性.由次可加性和 （17), 我 
们推出 

- p(x - A n x ) < ~\ p ( x ) -\- p {- A n x )} = - [ p ( a ;| + p (- a ;)]. 
n n n 

结合 ㈤ ）式,我们得到 

g(x - Ax ) < - \ p { x ) + p {- x )\. (26') 

n 

令 n -> oo , ft 于 (2&) 右端趋于 0, 

g ( x - Ax ) < 0. (27) 

由于 3 控制 & 由 （27) 可知， 

l{x — Ax ) < 0. 

e 的线性意味着对所 有的: r , 

e ( x ) < £( Ax ). (270 

以 - or 代替 a ;, 我们得到 

i (— x ) < £(~ Ax ), 

这正好是不等式 (270 相反的不等式.故 （27') 中等号成立 ，即彳 在每个4 下 不变. 
由上面的构遣可知 {受 3控制，从而由 （210 知/受 p 控制. & 


习题 3 证明： 若条件 （17) 改为 p ( Ax ) < p ( x ), 定理 7 仍成立. 

我们最后给出 HB 定理在复线性空间情形下的一种形式，它来自于 Bohnen - 
blust 和 Sobczyk , 以及 Soukhomlinoff . 

定理 8设 X 是复数域 C 上的线性空间， p 是 X 上的实值函数，它满足下列性质. 

( i ) 对所有的复数 a 和 X 中任意的 a :, 

P(ax) = \a\p(x)-, (28) 

( ii ) 次可加性， 

p(x + j/) < p(x)+p(y). 

设 F 是 X 的一个复线性子空间 J 是 F 上的一个线性泛函且€满足 

刚 KP ( y )， yeY . (29) 

断言/ 可以延拓到整个 X 上，使得 （29) 在 X 上仍成立. 

证明 把€分解为实部和 虚部： 

%)=4( j /) + i ^(2/). (30) 

显然, 4 和心 是实线性的且 

^i(iy) = -Hv)- 

反过来，若 h 是实线性泛函，则 


(31) 
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^ x ) = tx { x )- ih ( ix ) (310 

是复线性的. 

现在我们延拓£由 （29) 和 （30) 可知， 

h{y) <p(y)- (32) 

根据实 HB 定理,&可以延拓到整个 X 上使得 （ 32) 成立.在 X 上用 （ 30) 定义£ 
显然,《是复线性的，我们断定 （29) 也成立.为此，记 

£( x ) = ar , r 是实数， |a|,« 1, 

则 

\(-{ x )\ = r = a _1 ^( a ;) = £( a _1 x ) ^ £ i ( a ~ 1 x ) < p ( a ~ x x ) = p ( x ). 

这完成了复 HB 定理的证明. 口 

Gerard Buskes 在他的综述性文章中给出了 HB 定理的历史回顾和现代形式. 
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第 4 章 Hahn-Banach 定理的应用 
4.1 正线性泛函的延拓 

设 S 是任意抽象的集合 ， B = SOS ) 是 S 上所有有 界的实 值函数 a ; 构成的集 
合，即满足 

| a ;( s )| < c , \/s G S (1) 

的函数构成的集合 . B 是一个实线性空间. 

B 中元素之间存在一个自然的 偏序： x ^ y 意味着对 S 中所有 s 均有 # S ；K 
y { s ). 若 a : > 0,则称 a ; 为非负函数 • 

设 F 是 B 的包含某些非负函数的线性子空间， £ 是 y 上 的线性泛函. 如果对 
F 中所有的非负函数 2/, 均有 > 0, 则称 £ 是 正线性泛函. 每个正线性泛函 {都 
是单 调的： 

yi < 2 / 2 意味着 £( yi ) < i [ y2 ) ‘ ⑶ 

定理1 设 F 是 B 的一个线性子空间且包含一个大于某正常数（不妨设为 1) 的 
函数2/0: 

Vse 5, 1< y 0 ( s ). (3) 

设/是 F 上的1个正线性泛函. 

断言£可以延拓为整个 B 上的一个正线性泛函. 

证明 在 B 上定义函数 p 如下： 对5中的 任意； r , 

p { x ) = inf £( y ). ⑷ 

x ^ y',yeY 

因为由⑴和 （3) 臂知 

-cyo < x < cy Q , (5) 

这说明⑷式中 in £ 是定义在一个非空集合上的，从而函数 p 是良定义的；而 
且 Kx ) < ct { y 0 ), 这里 c 是满足⑴的任意常数.最小的这样的常数是 c = 
sup seS | a ;( s )| .由（ 5 )可知，任意 y ^ x 满足 - cy 0 ^ x ^ y . 由于1是线性的且 
是正的，对这样的 y , 由 （2) 可知 - d { m ) ^ %) 5 从而由⑷， 

- c £( yo }< p ( x ). ⑹ 

引理2 由⑷定义的函数 p 是 

( i ) 正齐性的. 

( ii ) 次可加的. 
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( iii ) 负的，对 a; < 0, p ( x ) < 0. 

( iv ) 对 y 中的 a:, p ( x ) = £( x ). 

证明 

( i ) 由定义, x ^ y 意味着对 a > 0, ax 彡 ay . 正齐性由定义⑷可得. 

( ii ) 设 a 和&是 B 中任意两个函数, yi 和? / 2 是 F 中满足 

Xl < Vi , X 2 < V 2 

的任意两个函数.此两式相加得到的+ & <奶+ y 2 .由; p 的定义 （4), 
p ( x ! + x 2 ) = inf £( y ) < inf %i + 2 / 2 ) 

Xi+x 2 ^2 / Xi^yi,x 2 < ： y2 

=inf %：)-'+ inf % 2 ) = p (^ i ) + p ( x 2 ) ■ ff ) 

xi^yi x 2 彡 y2 

这证明了 p 是次可加的. 

( iii ) 假设① < 0,则在 (4) 式右端取 inf 时让 y = 0是容许的，故^⑷彡玖0) = 0. 
这证明了 （ iii ). 

( iv ) 假设 a ; 属于 F ， 由 （2) 知 ，: r < ^/意味着 <($) < M y = x 时取等号. 


代入⑷给出 p(a:) = £( x ), (iv) 得证. □ 

由引理 2 知，我们可以应用 Hahn-Banach 定理将/延拓到整个 B 上， 使得/ 
仍受 p 控制： 

Mx G £( x ) ^ p ( x ). ( 8 ) 

假设 ar _ 0. 由 （iii)，p(a?) < 0,故由 （8)， 

对； r < 0， i { x ) < 0. (9) 

这证 明了/ 是正的，定理1证毕. □ 


定理1是 Mark Krein 的一个非常一般的定理的特殊情形，参看 Kelley 和 
Namioka 的书第20页. 


4.2 Banach 极限 

设 B 是由有 界无穷实数列 

x = ( ai , a 2 ,---) (10) 

构成的空间.中的向量的加法和标量乘法按分量定义时， S 是斤+实线性突 
间.我们在 B 上定义函数 p 如下： 对由 （10) 给出的 a ;, 

p ( x ) = limsupa „. (11) 

由定义可知 p 是 a ; 的正齐性的 函数，我们把 p 是次可加的证 明留给读者. 

定义4为 左平移，即 


Ax = (a 2 ,a 3 , …）. 


(12) 
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由定义（1.直接推出 p 是平移不变的，即 

p ( Ax ) = p ( x ). (13) 

设 F 是由所有收敛的实数列构成的线性空间.显然, y 是 S 的一个线性 f : 翁 
间.在 Y 上,我们定义线性泛函£为 


(■{ y ) = lim b n , 


这里 


V = 

显然 , 《 是线性的.比较定义 （ 11) 和定义 （ 14), 我们得到 


Vy e Y , £( y ) = p { y ). 

显然，平移映射把 y 映到 y 中；同样显然,《在 f 上的作用是平移不 变的: 


(14) 


(14') 


(15) 


VyeF , e ( Ay )= i ( y )_ (16) 

现在应用第3章定理7,我们可以把彳延拓到 B 中所有有界数列 re 上,使得 
fi ) t 是线性的. 

( ii ) i 是平移不变的. 

( iii ) i 受 p 控制. 

定理 3 对每个有界数列 (10), 可以定义一个广义极限（或 Banach 极限)，记为 

LIMo „, 使得 

^°° ( i ) 对收敛数列，广义极限与通常的极限一样， 

( ii ) 


( iii ) 对任意的 fc , 


LI ] VI ( a n + 6 n ) = LI]VI + LI]VI b n . 

n—^oo n—^oo n—^oo 


(iv) 


LIM a n+ /b = LIM 

n—^oo n—^oo 


(Z n . 


lim inf a n ^ LIMa n ^ lim sup a n . 

n—^oo n—^oo n ^, 00 

证明 对 ; r = ( ai , a 2 ，…)，我们令 

LIM a n = £( x ). 

( i ) 由 （14) 和 （14^ 可得； （ ii ) 表示的线 性； （ iii ) 是/的平移不 变性； （ iv ) 表示了 
£ 受由 （11) 定义的 p 控制，并虜虐到和玖 -$) 上： 


- p (- x ) < £( x ) < p ( x ). 


□ 


习题 1 证明： 若在 4.1 节中取 S = { 正整数 Y 是收敛数列构成的空间，€由 
(14) 式定义，则由⑷给出的 p 和由 （11) 定义的; p 相等. 


习题 2 证明： 我们可以选择一个 Banach 极限,使得对任意的 Cesaro 可加和的有 
界数列匕^，…)，均有 
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LIM c „ = c , 

即其部分和的算术平均收敛到 c .— 

习题 3证明，存在 i — oo 卞的一个广义极限,使得对定义在 0 e M : t > 0} 上的 
所有有界函数 a ; ⑷， 该广义极限满足定理 3 中的性质 （ i ) 到 （ iv ). 


4.3 有限可加的不变集函数 


单位圆上的 Lebesgue 测度在旋转下是不变的.这个测度可以扩充到比单位圆 
上的 Lebesgue 可测集更大的 a 代数上并保持旋转不变.但是，众所周知且容易证 
明的是，如果我们承 认选择公理， 那么在单位圆的 所有子 集上， 不存在 旋转不变的 
可数 可加的测度. 

定理 4 我们可以在单位圆的所有子集 P 上定义一个非负的有限可加的集函数 
m ( P ), 使得它是旋转不变的. 

证明 我们取 S 为单位圆， S 是 S 上所有有界实值函数构成的集合.取 F 为 
S 上有界的 Lebesgue 可测函数构成的有界空间，并取为？/的 Lebesgue 积分： 

m = jmde . (17) 

療间 Y 包含函数 y 0 E 1,故 4.1 节定理1的条件 （3) 满足.因此，由⑷式定 
义的函数 P 是良定义的. 

我们用 {^ p } 表示对圆周上的函数旋转 p 的作用.正如上丽注意到的，彳是旋 
转不 变的： 


( A p y )(6) = y (6 + p ), £( A p y ) = i { y ). (18) 

由于关系 x ^ y 也是旋转不变的，故由 （4) 式定义的 p 是旋转不 变的： 

p ( Apx ) = p ( x ). (180 

圆周上的旋转是互相交换的，从而线性映射 {^ p } 构成了一个映射的交换群. 
由第3章的定理7, /可以延拓到整个 B 使得 f 是 


( i ) 线性的. 

( ii ) 旋转不变的. 

( iii ) 受 p 控制的. 

设 P 是圆周 S 的任意一个 点集 ; M cp 表示它的特征 函数: 

" 1, 0在 P 中， 


c P (6>) 


0. 其他. 


(19) 


定义集函数 m 为 


<P)= ^cp). 


(190 




28 第 4 章 Hahn-Banach 定理的应用 


与隹理1中的证明一样，由 02；) < 可知/ 是正的.由于 c P 是非负函数，由 m 
的定义 （19 Q 知， m 是非 负的： 

m(P) > 0. 

设 p 是任意旋转，用 P + p 表示集合户 旋转 p 得到的集合.由 c P 的定义 （19) 

可知 

cp+p = -^pCp- (20) 

由于€是旋转不变的，由 m 的定义 （19') 知 

m(P + p ) = m ( P ), 

即 m 是旋转不变的. 

设 巧和丹 是不交的子集.由定义 （19), 

Ci^yfb = C-P% + c iv 

代入 m 的定义 (190, 并利用£的线性,可知 

m(Pi U P 2 ) = m(Pi) + m(P 2 ) - 

这证明了 m 是有限可加的. Q 

注记单位圆上的旋转是 S 相交换的，从而算子4/互相交换,这在应用第3章定 
理7时是需要的.三维球面的旋转不是交换的，从而对应的算子^^也不是交换的. 
因此上述证明不能用来将定理4推广到三维的情形.事实上 Hausdorff 证明了在 
三维 情形下 :索理4是错误的；在2球面上不存在旋转不变的有限可加的集函数.证 
明基于2球面的一个有限分解,有时也称为 Banach - Tarski 脖论. 

总之，我们指出， Banach 空间的对偶理论构成了 Hahn - Banach 定理最丰富的 
应用.这将在第8章和第9章中给出. 


历史注记 Hausdorff 的名字深深地嵌入了现代分析, Hausdorff 空间、 Hausdorff 最 
大原理和 Hausdorff 测度都是家喻户晓的概念.他是一位德国数学家，出生于1868 
年.年轻时，他出版了多卷诗集和格言.他职业生涯的大部分时间是作为教授在波 
恩度过的. ft 于他是犹太人，在1942年被驱逐出境,这其实是德国纳粹为杀死欧洲 
所有犹太人的“最后解决方案”的一部分. Hausdorff , 其妻子和妻子的妹妹知道等 
待他们的是什么，于是一起自杀身亡. 
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第 5 章赋范线性空间 


5.1 范 数 

设 X 是 R 或者 C 上的一个线性空间 . X 上的范数,记为 ㈤ ，是叉 — R 的满 
足以下性质的实值函数. 


審 正性， 

对 a ;_0, | a ;| >0; |0| =0. 

⑴ 

( ii ) 次可加性， 

k + y | < kl + \ y \- 

(2) 

( iii ) 齐性.对所有的标量 a ， 



\ ax \ = | a || a :|. 

⑶ 

借助于范数,我们可以通过定义两点间的距离 



d ( x , y ) = \ x - y \ 

⑷ 


在 X 上引入\个度量.容易验证， d 具有度量的所有性质.反之，容易证明线性鸳 
间上具有平移不变性和齐性的 度量： 

d(x + g,y + z ) = d ( x , y ), d ( ax , ay ) = \ a \ d ( x , y ) (4') 

都可以由聲范数通过⑷给出. 

有了度量 （4), 我们可以引入诸如收敛级数、开集、闭集和紧集等拓扑概念.这 
些概念是非常关键的. 

定义假设在线性空间 X 上定义了两个不同的范数和 |; r | 2 . 如果存在常数 c , 
使得对 X 中所有的 a ;, 

c | a;|i < | a ;| 2 < c _1 | a ;| i , (5) 

则称和问 2 是等价的. 

这个概念的重要性在于等价的范数诱导出相同的拓扑. 

在第1章中我们考虑了构造新线性空间的不同方法，同样的方法可以用来构 
造新的赋范线性空间.特别地,我们注意到以下几点. 

( i ) 赋范线性空间 X 的线性 子空间 Y 也是一个赋范线性空间. 

( ii ) 给定两个线性空间 Z 和 C 7, 用直和 = {( z ， u ) : ^ e e [/} 表示它 
们的笛卡儿积.当 Z 和 [/ 都是赋范线性空间时 5 Z ® U 也可以赋范，比如令 
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\( z , u )\ = \ z \ + \ u \, Km ) 卜麵例， M } v 或 ㈣ [勢_矿+ M 2 ) 1 ， 2 . ⑹ 

习题1 

( a ) 证明⑹定义了范数. 

( b ) 证明它们在（ 5 )式意义下是等价的. 


设 X 是一个赋范线性空间， F 是其子空间.在第1章中我们定义了它们的商 
空间 x / y , 它是线性空间.现在我 们问： 在商空间中是否有引入范数的自然的方 
法？答案是肯定的，只需假设 F 是闭的子 空间： 

定理1设 Y 是赋范线性空间叉的一个闭子空间.设{^}是 X mod F 的一个 
等价类.我们定义 


|{^}| = in f kjl- W 

断言 （ 7 ) 定义了商空间 X / Y 上的一个范数. 

证明 性质⑶ 一 齐性 一 是显然成立的.为证明次可加性，设和 
是两个等价类.由定义（7)，对任意 e > o /域 以选取代表元，使得 

kjl < |{^-}|+£, |^'| < \{Zj}\+£. ⑻ 

% X / Y 中加法的定义 ，礙 + %属于 { Xj } + { Zj }. 因此由定义⑺， 

|{^} + {^}| < \ x o+ z il 
由 X 中范数的次可加性和 （8), 

\{ x j} + i z j}\ ^ kjl + \ z j\ < K^jll + 1{^'}| + 2e - 
这对任意的 e > 0都成立,从而有范数 （7) 的次可加性. 

显然⑺是非负的.为证正性，设|{^}|=0,由定义 （7), . 存在{%}中 元素〜 
的序列，使得 

= 0. (9)； 

由等价的定义,等价的元素相 S 胃于 F 中的元素.特别是,我们可以记 
= 2-1 — Vni = 2, 3, • • • ,如在 Y 中 • 

代入⑼式,我们有 

\xi - y n \ = 0, 

由 （4) 可知，在度量空间的语言 

lim y n = xi. (9') 

在度量空间中,子集 y 中一列 点¥1 限属于 F 的闭包.由于假设 Y 为闭的， （9') 
意味着&属于 y . 但是由此可知，整个等价类由 y 中的元素构成，从而是 
X / F 中的零元. ^ '"：£!； 


定理2设 X 是一个赋范线性空间， y 是 X 的线性子空间.则 Y 的闭包是 X 的 
线性子空间. 
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习题2证明定理 2. 


为了分析方便，在通过极限过程构造具有所需性质的对象时，我们需要度量驾 
间是完备的，即每个 Cauchy 列都有一个极限.在赋范线性空间的情况下也是如此. 
定义 Banadi 空间是完备的赋范线性空间. 

我们回忆一下度量空间完备化的过程.每个度量空间 S 都可以嵌入到一个完 
备的度量空间及中，没由 S 中的 Cauchy 列的等价类构成. S 在5中是稠密的，即 
S 的闭包是孓 

定理 3赋范线性空间 X 在度量 （4) 下的完备化 X 有一个自然的线性结构，使得 
Z 是一个完备的赋范线性空间. 

证明 注意到度量空间的完备化中的点是 Cauchy 列的等价类.两个 Cauchy 
列逐项相加的和仍是一个 Cauchy 列，等价的 Cauchy 列的和仍是等价的. 口 

习题 3证 明：若 X 是一个 Banach 空间， Y 是 X 的闭子空间，则商空间是 
完备的.（提示：利用 X / Y 中满足|如 - q n + i \ < 1/ n 2 的 Cauchy 列 { g „}.) 

赋范线性空间的完备化过程是得到完备赋范线性空间的主要方法之一.这在泛 
函分析中是至关重要的.下面我们给出一些重要的赋范线性空间的例子.这些是现 
代分析中大家都熟知的内容. 

( a ) 满足 sup | d )| < oo 的所有向量 

x = { ai , a 2 ,-"}, aj eC 
构成一个线性空间.在其上定义范数为 

| | oo = SUp | | • (10) 

此赋范线性空间记为它是完备的 . 2 

( b ) 设 p > 1,是一个固定的数.满足 E < 0 O 的向量 a : = ( ai , a 2 , • - •) 构成 
f — 个线性空间.在其上定义范数为 

\ x \v = • ( 11 ) 

此赋范线性空间记为斤，它是完备的. 

( cO 设 S 是一个抽象集合, X 是由 S 上所有有界复值函数/构成的线性空间. 
在 X 上定义范数为 

l/loo = sup |/( s )|. (12) 

此赋范线性空间是完备的. ' 

( d ) 设0是拓扑空间， X 是由 Q 上所有连续的有界复值函数/构成的线 
性空间.在 X 上定义范数为 

I/I = sup |/( g )|. 

Q 


(13) 
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这个赋范线性空间是完备的. 

㈦ 设0是一个拓扑空间， X 是由 Q 上所有具有紧支撑的复值连续函数/构 
成的线性空间.在 X 上定义范数为 

|/|max = max |/( 9 )|. (13’): 

这个赋范线性空间不是完备的，除非 Q 是紧的. 

⑺设£>是中的一平.区域, X 是由£>龙萬有紧支撑的连续函数构成的线 
性空间.在 X 上定义范数为 

\ f \ p = ( J D \ f( x )\ Pdx ) 1/P ^ (14) 

这个赋范线性空间不是完备的，它的完备化记为 

( g ) 设£»是，中的一峰租域, fc 參1为整数, p > 1.设 X 是 D 上满足下列性 
质的(7°°函数构成的集合， 

对所有 | a | ( k , [ \ d a f\ p dx < oo , 

JD 

这里沪是任意偏 导数： 

沪=% 1 … d ^, dj = | a | = ai + ••• + «„, 

则 X 是线性空间.在 X 上定义范数为 

\ f \ k , P = I E / 1^/1^) • (15) 

此赋范线性空间不是完备的， 它 的完备化记为 W k ^, 称为 Sobolev 空间. 

定理4 例⑷至例 （ g ) 中定义的范数满足范数定义中的性质 （1) 至性质 （3). 

证明 性质 （1) 和性质正性和齐性 一 是容易验证的.下面我们证 
明性质 （2), 次可加性.为简单起见,我们只考虑例（岣和例 （ b ). 注意到例 （ a ) 可以 
视为例 （ b ) 当 p = 00时的极限情形. 

设 

x = {ai,a 2 ,-**} ? 2/ = {H"}, 

则 

x-\- y = {ai + bi,a2 + 62, •. 

我们首先取 p = 00 .由 （10)， 

\x-\ry\oo = snp\aj-\-bj\ < supl^l + \bj\ 

3 3 

彡 sup | aj | + sup |6 j | = | a:|oo + | y | oo - 
3 3 

下面我们证明 P =1 的情形.由 （11)， 
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\x + y\i = IM = 吨 + Ij /卜 

对 1 < p < oo 的情形,我们需要 Holder 不等式.为了叙述它，我们引入具有有 
限 g 范数的向量 w : 

{ ci , C2 ,-"}, (^2\ C j\ q ) 9 = \ u \q < °°> (16) 

这里 g 和 p 在如下意义下 共轭： 

- + - = 1. (17) 

p q 

我们现在定义 p 和巧的向量之间 的内积 如_^ 


(3?, W ) == ( ljCj . (18) 

Holder 不等式对奸中的 a : 和 P 中的 w , 定义内积 （18) 的级数收敛且 

|( a :, u )| < | a ;| p | u | g , (19) 

假设 p 和 g 在 （17) 式意义: P 歡轭. 

对此的证明，可以参考 Courant 的《微积分》第2卷 .（19) 式中等号成立> ft 
且仅当 

arg ajCj fP | am 表宁是独立的. （20) 

_ 于对# 中给定的 a ;, 我们总是可以选取 P 中的％使得 (20) 成立且卜| 9 = 1， 
因此我们可以把 Holder 不等式重新叙述如下. 

定理5 对 P 中任意 a ;, 

\ x\ p = max |( cc , u )|. (21) 

Mg=i 

注意到内积 （18) 作为 : r 和 w 的函数是双 线性的 .在 （21) 式中以 x + y 代替 
x 并利用线性独立性,我们得到 

\x + y\ p = max |(® + y , u )\ < max |( x , u ||；' f < \( y , u )\. (22) 

14=1 l«U=i 

根据 Holder 不等式 （ I 9 ), 对 | w| g = 1, 

|( a ：, u )| < \ x \ p , |( y , w )| < \y\ P . 

代入 （ 22 ) 得到 

\x + y\ P < \ x\ p + \ y \ p , 

这证明了定理 4 . : ii 


自共轭情形，即 p = g = 2的情形，是范数的一个及其重要的例子,将会在第6 
章讨论. 

例 （ f ) 和例 （ g ) 中定义的范数满足属于 Sobolev 的重要不等 式：若 

且 p Q - — - (23) 

n — kp 

JftQ 是一个立方体，则 

l/l^ c|/| feiP , (23') 
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这里常数 c 只依赖于 p , q , k , n . 这些不等式对所有立方体在光滑映射下的象 Q 当 
然也成立.更一般地，这些不等式对满足锥条件的所有区域 D 也成立.证明参考 
Adams 或 Mazya 的书. 

由于空间和 W k ^ 是光滑函数构成的空间在适当范数下完备化得到的，故 
若条件 （ 23) 满足，则 W m ' P 包含在 P 中 . 

我们在分析中研究和应用的赋范线性空间都是无限维的.根据 Cantor 的集合 
论,在无限中也有分次,它们中最小的是可数集. 

定义 赋范线性空间 X 称为是可分的，如果它包含着一 f 霄数的稠密的子集，即 
闭包是整个空间 X 的点集. 

分析中用到的空间大多数（但不是全部）都是可分的.下面是一个不可分空间 
的重要例子. 

( h ) 设 X 是由区阆 [0,1] 上的所有全质量有限的带号测度 m 构成的线性空间. 
我们定义 m 的范数为 m 的全 质量： 

\ m \ = / | dm |. 

Jo 

用 r % 表示在 y 点有单位质量的测度.显然，对 y _ < 2 , |77!^ - m z | = 2 . 由于在 
Ef§I [0,1] 中有不可数个点 y , 所以 X 是不可分的. 

5.2 单位球的非紧性 

有限维空间中的许多存在性定理都基于闭单位球 

B 1 = { x : | a ;| < 1} (24) 

是紧的这一事实，也就是说,中的任意点列都有一个收敛的子列 . F . Riesz 证明 
了此性质刻化了有限维空间. 

定理 6设叉是一个无限维的赋范线性空间，则由 （24) 定义的闭单位球执不是 
紧的. 

证明 我们首先需要1争引理. 

引理7 若 Y 是赋范线性空间 X 的一个闭的真子空间，则在 X 中存在长度为1 
的向量 z , 

|z| = 1, (25) 

使得 

VyeF, \z~y\> 1 -. (25 。 

证明 由于 Y 是 X 的真子空间，在 X 中存在点 a ; 不属于 K 由于 y 是闭 
的， a : 到 F 的距离是 正的： 
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inf \x — y\ = d > 0. 
yeY 

于是在 F 中存在点％使得 

(26) 

1* - Vo\ < 2d - 

记 z ' = a : — y Q ; 于是我们可以把 （27) 式写为 

(27) 

|^| < 2d. 

由 1 (26) 式可知 

(270 

My e Y, \z' -y\^d. 

令 

Z = V\ 

(28) 

(25) 显然成立，结合 （ 2 7) 和 （ 2 8) 得到 (250 • 

□ 


注 显然， （250 右端的数！可以换成任意小于1的数. 

现在证明定理 6. 我们如下递归地构造一列单位向量 { y n }. 任选 yi . 假设 
已经 选好 ； i K 表示它们张成的线性空间.由于是有限维的，它 
是闭的；因为 X 是无限维的，故是 X 的一个真子空间.因此由引理7,存在 z 
满足性质（ 2 5)和（ 2 5')_取 

y n = z . 

由于％ (j < 属于 K , 

IVn-Vjl > 2 ' <n _ 

这说明两个不同的 ％. 之间的距离超过从而没有子序列是 Cauchy 列.由 
于所 有的％ 都属于单位球氏，故执不是紧的. 口 

习题 4 证明赋范线性空间的每个有限维子空间都是闭的.（提 示： 利用有限维空 
间上的所有范数都是等价的这一事实，证明每个有限维子空间都是完备的 .） 

f 面我们给出单位球中所缺少的紧性的一种替代. 

定义 如果除了 z 和 y 中一个是另一个的非负常数倍的情形以外， （2) 式中的不 
等式严格成立,则称赋范线性空间 X 上的范数是严格次可加的. 

习题 5 证明例⑷、例 （ c )、 例 （ d) 和例 （ e) 中的上确界范数不是严格次可加的. 
习题 6 证明例 （ b) 和例 （ f) 中的上确界范数当 p = l 时不是严格次可加的. 

当 1 < p < oo 时，例 （ b) 和例 （£) 中的所有范数都是严格次可加的.而且对每 
一个这样的范数,在下述意义下是一致成立的. 

对每对单位向量 z 和 y , (x + y )/ 2 的范数严格小于 l ^ ji 与1之间只相差一# 
依赖于 | a : - y | 的常数.更确切地,存在正数 r 的单调增函数 e ( r ), 
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e ( r ) > 0, lim e ( r ) = 0, (29) 

使得对单位球 |a;| < 1 , |y| < 1 中所有 Sfa;, y 不等式 

I ~ y -^| < 1 — s(\x — y \) (30) 

成立. 

定义 如果对赋范线性空间 X 中的所有单位向量 z 和 y , 范数满足 （30) 式，则称 
赋范线性空间 X 为一致凸的，这里 e ( r ) 是满足 （29) 的函数. 

定理8设叉是一致凸的 Banach 空间 ，尺是 X 的一个闭凸子集， z 是 X 中任一 
点，则在 K 中存在唯一点 y , 它到 z 的距离比尺中其他点到 z 的距离更近. 

证明 如果假设0不在 K 内，则我们可以取 z = 0. 用 s 表示 0 到 K 的距 
离，即 


S = yeK^' ( 31 ) 

由于 0 不属于 X 且 K 是闭的 ， S > 0.令 { yj 是 （31) 的^乎极小化序列，即 



y n ^ y , 

\Vn\ = — S. 

(31。 

定义单位向量为 

X , 

_ Vn 
「 s n ’ 

(31") 

我们有 

x n + 


1 1 

= ^-2/n+ 2/m 


2 

(32) 

=( 忐 O ^ yn +^ ym )- 

显然， c n 和 c m 是正的，且+ c m = 

=1. 由于夂是 : s 的， c n y n + c m y m 

, 属于因 

此由 （31) 式知 





| c n2/ n + c m2/ m | ^ 5 - 


代入 （3 2 ) 式,我们得到 

,X n + Xrr, 

【 1 > 5 _1_ 5 

(33) 


1 2 


由于是 （31) 的一个极小化序列， s n — s , 因此 （33) 式右端趋向于1.由 (33), 
(30) 和 （29) 可知 n lirn o \ x n - x m \=0. 于是由（31')，^ Um ^ | y n - y m | = 0,这说明 
极小化序列 { y n } i ^ Cauchy 列.由于 X 是完备的且 K 是闭的,序列 { y n } 收敛到 
K 中的点 y . 显然， | y | = s . 类似地可以证明 y 的唯一性. 口 

定理8的作用在于,它保证了当我们想最小化的集合 K 不是紧集时最小范数 
元的存在性.根据定理6, —个 Banach 空间有许多闭的但非紧的有界集 

一致凸的概念是由 Clarkson 弓|入的，同时他证明了当1 < p < oo 时,炉是一 
致凸的. 
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现在我们给出一个例子，说明在不是一致凸的空间 <7中（事实上,最大值范数 
甚至不是严格次可加的 )， 定理8的结论不成立. 

取 (7 为由闭区间 [-1,1] 上的所有实值连续函数构成的空间 C [- l , l ], 设 K 是 
满足 , 

J kdt = Q , J kdt = Q (34) 

的所有函数 fc ⑷构成的集合是一个性子空间，因此是凸的，而且尺明显是 
闭的. 


设是 C 中任意满足 

j zdt = 1, ^ zdt = -1 

的函数.由（3句可知，对 K 中 _ 任意的 fc , 

r° r 1 



J (z — k)dt = 1, y (z — k)dt = —1. 


由此可知 

_ maxj2：W - k ( t )] > 1, 

(35) 

等式成立当且仅当 



对 _ 1 < i < 0， 2( t ) - k ( t ) = 1. 

(35') 

类似地， 

g # ⑷-啡)] < ― 1 ， 

(36) 

等式成立当且仅当 

对 0 < f < 1， z ( t ) — k (€) = — 1. 

(36') 


条件 （35') 和 (360 在力= 0点_哥能同时成立，因此 （35) 和 （36) 中至少有 Mf * 赛 
等式成立.这证明了对欠中任意 fc , 

N-fc| max >l. (37) 

另一方面，我们能够选取 K 中的 fc , 使得 （35) 和 （36) 中的最大值和最小值分别与 I 
1 和 -1 靠的要多近就多近.故 

涅 - fc | 讎 c = 1. (37') 

此式与 （37) 式合在一起证明了在 K 中没有和 z 距离最近的点. 口 

5.3 等 距 

我们现在研究 Banach 空间 X 到自身上的等距，即从 X 到 X 上的保持任意 
两点间的距离的映射 M : 

对 X 中所有 a ;,% \ M ( x )- M ( y )\ = \x - y \. (38) 
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显然,对固定的％平移 M ( x ) =x + u 是等距,而且 X 上的所有等距构成了一 
个群.我们想研究那些把0映为0的等距,其他的等距可以通过这些等距与平移的 
复合得到. 

定理9设 X 是一个有严格次可加范数的实线性空间.若 M 是 X 到自身的把0 
映为0的等距，则 Af 是线性的. 

证明为简便起见，记 M ( aO 为，任取 两点; r 和 y , 定义 


利用等距的定义 （38) 和 z 的定义,我们有 


\ Z '- y '\ = \ Z - y \ = ^ l , (40) 

1^ - y'l = \ x - y \. (40') 

这意味着 

\ x '- y '\ = \ x ' - Z ' + Z ' - y '\ = \ X ' - Z '\^\ Z ' - y '\. 

由于范数是严格次可加的， a / - /和/ - 〆 一定互为对方的正的常倍数.儀 (40) 
式知它们的范数相同，故它们一定 相等： x '- z ' = z >- y '. 因此 

2 z ' = x ' + y '. 111(41) 


习题 7 由 （41) 推出 M 是线性的. 

事实羞，:有些 Banach 空间有很多的等距，而有些则几乎没有等距.存在很多 
等距的 Banach 空间中包括了在第6章中将要讨论的 Hilbert 空间，几乎没有等距 
的 Banach 空间包括赋以极大值范数的函数空间.下是由 Schur 给出的一个例子. 
记 X 为所有复数的零序列构成的 空间： 


x = | a n |, lim a n = 0, 


(42) 

赋以范数 

| a :| = max \ a n \. 


(420 

习题 8 证明 X 是完备的. 

设 {&} 是任意一列绝对值为1的复数： i?g = ] 

L . 定义映射 U 为 


Ux = { b n a n }. 


(43) 

显然， U 是 X 到叉上的线性映射,且满足 | Kr | = |a 

'1， 因此 C / 是一个等足 

巨. 


设 p 是正整数集的^置换.定义映射 P 为 

Px = a n = a p ( n ) - 

显然， P 是从 X 到 X 上的一个线性映射且是一个等距. 


(44) 
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定理 10 由 （ 42 ) 和 (42) 7 定义的 Banach 空间叉上的每个线性等距都是形如 （幻 ) 
和 （ 44) 的等距的复合. 

证明 设~是一个单位向量，其第 j 个分量的绝对值为1,其余分量全为 0. 
用 I ；表示 X 的由第 j 个分量为0的所有向量构成的子空间.显然， 

Tj 是闭的且 codim Tj = 1, (45) 

\uj + t | = 1 对乃中所有 t | t :|< 1_ (46) 

反之,我们有下面的引理. 

引理 11 设 u AX 中的向量， |w| = 1, r 是 X 的一个余维数是1的满足 （45) 和 
(46) 的子空间，则 w 是一个单位向量且 r 是对应的子空间 7}. 

证明 由范数的定义(42%存在指标 m , 使得 
1 = 卜 | = |u TO |. 

由 （46), 在 r 中不存在第 m 个分量# 0的向量 t . 由于假设: T 的余维数为1, T 由 
第 m 个分量为0的所有零序列构成 .. _此，根据 （46) 可知 u 除了第 m 个分量以 
外的所有分量均为 0. 'EI 

设 M 是 X 到 X 上的线性等距, 并设％ 是任意单位向量且乃是对应的子空 
间.農于 M 是线性的、到上的等距,％和 7} 在 M 下的象 < 和 Tj 满足 （45) 和 
(46). 由引理11, V 是一个单位向量，由此及等距的线性即证明了定理 10. O 

我们用下面的属于 Mazur 和 Ulam 的结果来结束本章. 

定理12 设叉和 f 是两个实的赋范线性空间， M 是从 X 到 V 上的把0映为 
0 的等距映射.则 M 是线性的. 

证明 范数是严格次可加的情形包含在定理9中.对一般的情形，和以前一 
样,我们任取两 个点; c 和 y 以及它们的中点^ 

•’ 一說 y 

之― T . 

和前面一样，在 （40) 中， z 在 a ; 和 y 的中间，但是当 X 上的范数不是严格次可加 
时,这不再刻画中点^可能有另外的点 u 也在 x 和 y 的 中间： 

\ x - u \= \ y - u \ (47) 

我们用 A 表示这样的点 U 构成的集合.我们断定这个集合 A 关于中点 z 是对称 
的，即翁奴属于 A , 贝 ！ J 

v = 2 z — u (48) 

也属于 A 为此，我们注意到 2 z = x + y , 从而 

v — x = y — u v — y = x — u . 

由 （47) 知 r 在 a : 和 y 的中间. 

我们定义4中两点间距离的最大值为4的直径 
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dA = sup \u — w\. (49) 

由于 A 关于 z 是对称的，对 A 中所有的 

卜-之 K \ d A- 

当然，可能有4中其他的点 P 也具有此 性质： 

对 A 中所有的 ％ \u-p\ < l -d A . (50) 

我们用央表示这样的点 p 构成的集合.我们断定也关于中点 z 也是对称的.即 
若 P 属于 4 i , 则 

q = 2z — p (51) 

也属于 Al 为了应用 （48), 对4中的任意 w , 我们有 

q — u = 2z — u — p = v— p. (51') 

ft (51/), 我们断定 \q-u\ = \v - p\. 因为当 m 属于 A 时 w 也属于 A , 由 （50) 可知 
|u - < \d A - 

由 （50) 可知，也的直径不超过 A 的直径的一半 : 

dA 1 ^ 2^ a ' (52) 

我们重复这一构造,得到了一个集合的嵌套序列每个都包含中 
点 A 每个都关于 Z 对称,_们的直径满足 

^A n+1 < 2^ An ' 

显然，趋于0,由此可知所有这些的交集只包含单点^这在 X 的度量结 
构中刻画了; E , 的中点 <2. 

设 M 是从 X 到 X '上的等距映射，则 M 的逆映射把 X '等距地映射到 X 上. 
用 〆 和2/分别表示 a ; 和 y 在 M 下的象，用尤< 表示和 X 中定义的 
集合类似的集合.注意到集合 A 由（ 4 7)定义,集 合木由 （ 4 9)和 （50) 定义. 由于 
这些不等式只和距离有关且 M 是等距,故 JV /把 中的每个点映到中.由于 
M 的逆映射是等距， 它把尤 中的每个点映到人内.因此 M 把人映到 < 上, 
从而把人的交映到 < 的交上由于它们的交分别是$和故有 

M (宁)=爭 (53 ) 

取 y = 0并利用假设 M (0) =y' = 0, 我们得到 M ( x /2) = a // 2 . 把这应用到方 
程 （53) 上我们得到 

M(x + y) = x' + y' = M(x) + M(y). 

这是线性的第一个性质，见第2章方程 （1). 由此我们推出，对所有的有理数 fc , 
M(kx) = kM(x). 由于 M 是等距，它是连续的，故对所有的实数 fc , 上述关系式都 
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成立 . 


纖 
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第 6 章 Hilbert 空间 


6.1 内 积 

设 X 是实 数域狀 上的线性空间.若 X 上的关于 a ; 和 y 的实值函数 （ ar ， y ) 满 
足如下性质： 

| i ) 双线性固定 y , ( x , y ) 的线性函数，固定 a ;, ( a ;, y ) 的线性函数； 

( ii ) 对称性 ( x , y ) = ( y , x )-, 

( iii ) 正性对 a ; # 0, ( a ;， a ;) > 0， 

则称 { x , y )^ X 上的一个内积，称叉是一个内积空间. 

当数域为 C 时， ( x , y ) 是复数值且性质⑴和 （ ii ) 替 换为： 

⑴半双线性固定 y , ( x , y ) ^ x 的线性函数，固定 a ;, ( x , y ) ^ y 的斜线性 


函数，即 


( ax , y ) = a ( x , y ), ( x , ay ) == 雖， y ); 

⑴ 

( ii ) 斜对称性 


(y, a ：) = { x , y ). 

(2) 

对于在 X 上定义的一个内积，我们可以定义 


Ikll = (^^) 172 - 

⑶ 


我们断定 || II 是一个 范数： 

正性由 （ iii ) 可知,齐性由 （1) 可知.为了证明次可加性,我们需要下面的定理. 
定理1 ( Schwartz 不等式）线性空间叉上满足 （ i ), ( ii ) 和 （ iii ) 的内积满足 

10^)1 < lklll | y || ⑷ 

对任意的 x , yeX 成立，这里 || || 由 （3) 定义.等式当 ；r = 邱或 y = 0 时成立. 
证明设 * 是任意实数 , y # 0. 由双线性和斜对称性， 

\\x + ty \\ 2 = \\ x \\ 2 + 2 tRe ( x , y )+ t 2 \\ y \\ 2 . (5) 

由 （ iii ), 这是非负的.取力=- Re0c , 2 /)/|| 2 /|| 2 ,.#; 且两边乘以 \\ y \\ 2 . 我们得到 
( Re ( a ;, y )) 2 < ||利| 2 關卩. 

选取 | a | = 1使得 a ( x , y ) 是实数，并用⑽代替 x , 我们得到了 （4). 注意，⑷中等 
式成且仅当 z 和 y 互为常数倍. 口 

推论 1' 对内积空间中的每个向量 

11*11 = max \{x,y)\. 
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现在我们可以证明 || || 是次可加的.在 （5) 中取 t = 1并用⑷式估计中间项 
的值,我们得到 

||x + y|| 2 < (Hxll+ ||y||) 2 , 

此即 || || 的次可加性 . 

我们在 （5) 式中取 f = M 并相加，得到平行四边形恒 等式： 

+ 11 ^ - v\\ 2 ( 6 ) 

习题1证明满足 （6) 的范数可以由一个内积诱导出来.这个结论属于 von Neu - 

mann . 

习题2证明内积连续地依赖于它的因子，即若〜 — or , 糾 — y (这意味着 II &- 
怎|| — 0, ||如 - 2 /|| — 0), 则 ( x n , y n ) ( x , y ). (利用 Schwartz 不等式 .） 

定义如果 { x , y ) = 0, 则称 a : 和 y 是正交的. 

定义 象管; 由内积诱导出来的范数是完备的内积空间称为是 Hilbert 空间. 

给定一个内积空间,它可以关于由内积诱导出来的范数完备化.由 Schwartz 不 
等式可知，内积是其因子的连续函数，因此它可以延拓到完备化后的空间上.故完:. 
备化后的空间是一个 Hilbert 空间. 

T 面给出一些内积空间的例子. 


例 1 设 X 是由区间 [0, 1] 上的所有连续函数构成的空间，在 X 上定义内积 
为 

( a ;, y )= [ x ( t ) y ( t ) dt . 

Jo 

X 是不完备的内积空间. 

例2设 

£ 2 = { x = ( ai , a 2 ,-"). 5 Zl %| 2 <°°}. 

对户中的向量 

x = (ai,,a2,---), y=(6i ， &2, …）， 

定义 


(^) y) = ^2, a j^j' 

习题3证明户是完备的内积空间. 


例3在 R " 的某一区域内关于 Lebesgue 测度平方可积的所有函数构成的空间记 
为 L 2 . 这个空间是完备的内积空间. 


其他的一些例子会在后面几章的应用中出现. 
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6.2 闭凸集中的最佳逼近点 


定理 2 设尺是 Hilbert 空间丑中的一个非空闭凸子集， a; e 丑，则在尺中存在 
唯一一点 y , 使得^/到: r 的距离比尺中其他点到 a ; 的距离近. 

证明记 

mf K \\x-z\\ = d. (f), 

设 if 中的 { y „} 是极小化 序列： 

lim d n = d, d n = ||x - y n \\. (8) 

对 a; = (a; — 如)/2 my= n (x-y m )/2 应用平行四边形恒等式 （ 6): 

II® _ Vn+ 2 Vm \\ 2 + ^\\yn- y m \\ 2 = ^(dn + d^). (9) 

•于 it 是凸的 ，（ 2M + y m )/ 2 属于欠，故由⑺式 ， ||x - ( y n + y m )/2|| > d . 把此式 
和 （8) 式代入⑼式,我们推出 { y „} 是 Cauchy 列. : 翁于 F 是完备的且 K 是闭的, 
y = lim y n 属于 1C. 由于 || a ; - ?/|| = lim ||x - y „|| = d ，故 y 到的距离最近.最小 
距离元 y 的唯一餘甫 H (6) 式 推出： 假设 〆 是 | 一个最小距离元, Mx - y , x - y ' 
应用⑹式. a 


定理2是第5章定理8的一个特殊情况. 


定义 设 F 是 Hilbert 空间丑的一个线性子空间.所有与 F 正交的向量（即满足 
{ v , y ) = 0 (Vy e F ) 的向量 t ;) 构成的集合称为 F 的正交补，记为 yi . 

定理 3 设 H 是一个 Hilbert 空间， F 是丑的闭子空间， F 丄是 F 的正交补，则 

(i) y 丄是孖 的闭线性子空间 . 

(ii) Y 和 y 丄 是互补的子空间，即每个 a ; 可以唯一的分解为 F 中的向量和 1 ^丄 
中的向量的和 . 

( iii ) ( y 丄)丄= 

证明 _内积的双线性可知,中的所有向量都正交的向量构成了 — 个 
线性空间.这证明了 是一个线性空间.设{巧}是中一列收敛的 向量： 

lim Vj = v . (10) 

我们断定属于1^,即 


VzeF , { v , z ) = 0. 

由于巧属于 Y - 1 , 

( w , z) = {v-Vj,z) + ( vj , z ) .= (v-v j; z). 
对右端用 Schwarz 不等式， 


I 卜-巧 II IWI ， 


(ii) 
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由 (10), lb - 巧 II 趋于零 .（11) 式说明 （ v , z ) = 0,即 y 丄是闭的，这证明了 （ i )_ 

下面证明 （ ii ). 任给丑中的 a ;, 由定理2,存在 F 中向量 y 到 a : 距离最近.令 
v = x ~ y. (12) 

y 的最小性意味着对 y 中任意 z 和任意实数 

| 卜|| 2 彡 ||w + fz || 2 . 

利用 （5), 我们可以把右端重新写为 \\ v \\ 2 + 2 tRe ( v , z )+ t 2 \\ z \\ 2 , 从而得到 

Mz e Y , Re ( v , z ) = 0. (13) 

这说明 v 属于: K ' (12) 把 a ; 分解为 Y 中向量 y 和1"丄中向量 z 的和 y + v . 

这个分解是唯一的，因为若 a ： = y + r = ?/ + V ,贝 IJ y - = z ' - z 既属于 F 
又属于 yi , 因此与自身正交.由内积的正性， y - # = z ' - z = 0,故 （ ii ) 得证 .（ iii ) 
是 ㈤ 的直接推论. ；% 

评述 論定理 3可知， Hilbert 空间的每个闭线性子空间都有一个闭的正交补.这 
对 Banach 空间来说一般是不对的，例子将在后面给出. 


6.3 线性泛函 

Hilbert 空间丑中的每个向量都可以确定 F 上的一个线性泛函.固定 y e 丑, 
i { x ) = ( a ;, y ) 是 a : 的一个线 性泛函 ，即 f 是从丑到 C 的一个线性 映射 . 根据 
Schwartz 不等式⑷，《 ㈤ 是有界的，界为 || a ;|| 的一个常数倍.反过来,我们有下面 
的定理. 

定理 4 设是 Hilbert 空间丑上的一个有界线性泛函，即存在常数 c, 使得 
\/ x € H , |^)|<4|2；||, (14) 

则存在唯一的 yeH , 使得 

Va ; e H , £( x ) = { x , y ). (15) 

证明 我们将要用到下面的事实. 

引理 5 

(i) 一个不恒等于 0 的线性泛函的零空间是一个余维数为 1 的线性子空间 . 

(ii) 如果两个线性泛函£和 m 有相同的零空间，则它们互为常 数倍： 即存在 


( iii ) 在 （ I 4 ) 式意义下的有界线性泛函的零空间是一个闭子空间 . 

习题 4 证明引理 5. 

注意引理5对任意的 Banach 空间都成立， （ i ) 和 （ ii ) 对任意的线性空间都成 


立- 
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现在假设纟不恒等于0,则彳的零空间是丑的一个余维数为1的闭子空间 y . 
f 的正交补见定理 3) 是一维的.设 p 是中任意一个非零向量，定义线性 
泛函 m 为 

m ( x ) = ( x , p ). 

显然, m 的零空间是 y . 由引理 5( ii ), 春在常数 c , 使得 

i ( x ) = cm { x ) = ( x , cp ). □ 


定理4称为 Riesz - Frechet 表示定理. 

I 面有用的推广是由 Milgram 和 Lax 给出的. 

定理 6 ( Lax-Milgram 引理） 设丑是 一 个 Hilbert 空间， B(x,y) 是 a : 和？/的函 
数，满足 

( i ) 对固定的％ B{x,y) Ax 的线性函数,对固定的 a ;, B(x,y) Ay 的斜线性 
函数； 

( ii ) B 是有界的，即存在常数 c , 使得对丑中所有的 a : 和 y , 

I ^^ KclHHMI ； (17) 

( iii ) 存在正数6, 使得 VyeH, 

\B(y,y)\^b\\y\\ 2 . (18) 

断言对 H 上每个在 （14) 式意义下有界的线性泛函在 F 中存在唯一的向量 y 
使得 

£(x)=B(x,y), 'iy&H. (19) 

证明 ft ( i ) 和 （ ii ), 对固定的 y , B{x,y)^x 的一个有界线性泛函.因此由定 
理4,存在唯一的 zeH 使得 


B(x,y) = (x,z). (20) 

由于 z 由 y 唯一确定，它是 y 的一个函数.由 (20), ^ 关于 y 是线性的.因此，当 
y 取遍 F 时， （20) 式中的 z 构成的集合是 F 的一个线性子空间.我们断定它是丑 
的闭线性子空间.为此，.雞 (20) 式中取 x = y： 

\B(y,y)\ = (y,z). (20’): 

对左端应用 （18) 式，对右端应用 Schwarz 不等式，除以 || y || 后我们得到 

• IKII 琳 (21) 

设 {z n } 是在 （20) 中出现的一列向量,是_ 对应的向量： 

B(x,y n ) = (x,z n ). (22) 

从而 B(x, y n - y m ) = (x, z n - z m ) •由 （21) 式， b\\y n - y m \\ < \\z n - z m \\. 由此可知， 
若 { U 收敛到&则对应的{如}是一个 Cauchy 列•由于丑是完备的， {?/„} 收敛 
到极限 y . 由 （ 17) 式知， （ 22 ) 的左端收敛到 Bhy ), 由⑷式知,右端收敛到 (x,z). 
故 
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B ( x , y ) = ( x , z ), 

这证明了 （20) 式中出现的 z 构成的的集合是 F 的一个闭子空间. 

我们断定这个闭子空间是整个丑;否则，_定理3可知，存在非零向量 . a ； 与所 
有的 z 正交.由 （20) 知,对所有的 y , a ; 满足 B { x , 2 /) = 0.令?/ = a ; 得到 ^,^)=0. 
利用（18)，我们得到 x = 0, Mx ^0 矛盾. 

根据定理 4 ,所有的线性泛函如）都能表示为 （ a^)b e 丑）的 形式. 结合 (20), 
这证明了 （19) •由 （18), y 是唯一确 定的. " 0, 


6.4 线性张 

錐第 1章知，点集 s = {%}的线性张是包含 s 的最小的线性乎空间.在 
Hilbert 空间丑中，点集 S 的闭线性张定义为包含 S 的最小的闭线性子空间，即包 
含 S 的所有闭线性子空间的交. 

习题 5 证明一个集合的闭线性张是它的线性张的闭包. 

定理 7 Hilbert 空间丑中的点 j /属于集合 {的 } 的闭线性张 F ,当且仅当与所有 
Uj 正交的向量2；也和^/正交： 

Vj , ( yj , z )=0 ( y , z )=0. (23) 

证明我们断^所有％都正交的向量 z 构成的集合 z 是 F 的正交补.由 
于和 所有％ 都正交的 z 也和所有％+的线性组合正交，再由连续性, z 和线性组合 
的极限正交,故 z c yi . 反之,中的每个向量都和每个坍祗交，故属于这 
证明了 Z = 由定理 3( iii ), Y = Z ± , 这证明了定理 7. 

我们在第5章中证明了 Banach 空间到自身上的把0映到0的满等距是线性 
的.我们现在给出此结论在 Hilbert 空间情形下的一个新证明. 

用 a ;— 〆 表示 Hilbert 空间上的把0映到0的等距.设是任意两个向 
量, a / 和 y ' 分别是它们的象.由于保持距离， rf (0, a ;) = d ( D , x ') d (0, y ) = d (0, y ') _ S . 
d ( x , y ) = d ( x ', y '), 这些关系式可以表示为 

N_MI，IMI = 112/11， (24) 

(24') 

把 （24') 两边展开并利用 (24), 我们得到 

{ x , y ) = { x \ i /). (25) 

记 a ; + j /为\设 u 是丑中任意向量.利用 (25), 我们载 

{ z ', u ') = ( z , u ) = ( x + y , u ) = ( x , u ) + ( y , u ) = { x ', u ') + { y ', u ') = ( x ' + y ', u '). 
于是对所有的 < 
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{z' -x' -i/,u')=Q. 

这只有当 z' = x' + y' 时才能成立. ' p . 

这个证明的好处 在于： 即使内积不是正的，只要内积是非退化的，即不存在和 
所有点都正交的 u 时也可以应用. 

现在我们讨论标准正交集. 

定义 若内积空间 X 中的一族向量满足 

对 (^, x fe )=0, 且对所有的 H^ll = 1, (26) 

则称 {xj } 是一个 标准正 交集. 

定义 若内积空间 X 中的一族向量 { Xj } 是标准正交的，且 { Xj } 的闭线性张是整 
个 X ,则称{%}是叉的一个 标准正交基. 

引理 8 设丑是 一个 Hilbert 空间， { cc )} 是丑的 一个标准正交集.则 { a :)} 的闭 
线性张由所有形如 

x -- ctjXj (27) 

的向量构成， 这里％ 是复数且满足 

5>/< oo . (27') 

和式 （27) 在 Hilbert 空间范数意义下收敛.进而有 

ll^i| a -EKI 2 > ( 28 ) 

aj = (x,Xj). (28’） 


习题6证明引理 8. 


定理 9 每个 Hilbert 空间都包含一个标准正交基. 

证明 设多是由丑中的所有标准正交集构成的集族.在多上按集合的包 
含关系定义偏序.给定多的一个全序子集族，此子集族中所有集合的并包含子集 
族中的每个子集且仍在多中.由: Zorn 引理,存在一个最大的标准正交集.我们断 
定，每个最大的标准正交集的闭线性张 X 是整个空间.我们采用反证 法：假 


设存在 y 不属于的闭线性张 X. 定义 


a j = ( y ? x j ) - 

(29) 

我们断定 Bessel 不等式 成立： 


Xllaj + I 2 < llyll 2 . 

(30) 

因为考虑 2 


y- 5>内 ， 

(31) 


F 

这里 P 是 j 的一个有限集合.利用 { Xj } 的标准正交性,我们发现 （31) 式等于 


llyll 2 - X^(y ， A) 

F F F 


根据 (29), 这等于 
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\\y\\ 2 ~^2\ a j\ 2 - 

由于 （31) 是非负的,对每个有限子集 (30) 都成立,从而对无限和也成立. 

由引理 8 , ( 27 )式定义 T— 个向量 a； = EajXj 且 a； 属于 X. 现在座爾(圳和 
(280, 我们有 

(y - x , Xj ) = ( y , Xj ) - ( x , ^ aj - aj = 0, 

这说明 y~x 与所有的％正交.由于假设 y 不属于 X ,而; r 属于 X , y-x 非零. 
故 

y - x 

\\y-x\\ 

育以 加到正交集{巧}中，从而得到了一个比{%}更大的集合，读与 { Xj } 的最大 
性矛盾. a 

假设丑是一个可分的 Hilbert 空间，即丑包含一个可数的稠密点集.此时，每 
个 IH 交基都是可数的，而且标准正交基可以直接构造出来，无需利用诸如 Zorn 引 
理之类的超越论证. 

定理 9' 若{%}是 Hilbert 空间 iJ 中的一列向量，其闭线性张为整个丑，则在丑 
中存在一个标准正交基 { xj }, 使得 { xi ,--- , x n } 的线性张包含 { y 1 , - - -, y n }. 

习题 7 证明定理 9'. 


在定理 9' 中构造标准正交基 { Xj } 的过程称为 Gram-Sclimidt 过程. 

习题 8 设 F 是一个 Hilbert 空间.证明丑的任意两个标准正交基的基数相同. 

定理 10 设 H 是一个 Hilbert 空间，和{^}是两个标准正交基.根据定理 
8,每个 a : 可以写成 

X == djXj ，^ Xj ) ， 

则映射 

x — y = ^2a j y j 

是丑到丑上的把0映到0的等距，而且 iJ ■到上的每个把0映到0的满等距 
都可以用此方法得到. 

习题 9 证明定理 10. 

习题 10 证明，每个可分的无限维 Hilbert 空间都同构于空间其中户是由满 
足 || x || 2 = Eh | 2 < oo 的向量* =(如，叱，…）构成的线性空间. 

注记本章中描述的 Hilbert 空间的抽象概念是由 von Neumann 在 1929 年给出的. 
在此之前， Hilbert 和他的学派已经应用了例 2 和例 3 中描述的具体空间， Hilbert 
空间也由此得名. 
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在一个具体的情形下，定理2在本质上来自于 Beppo Levi . 
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第 7 章 Hilbert 空间结果的应用 


7.1 Radon-Nikodym 定理 

设^和 M 是同—个 <7代数上的有限非负测度.如果每一个 M 测度为零的集合, 
其^测度也为零,则称 V 关于//是 绝对连续的. Radon - Nikyodym 定理断定这样的 
测度〃可以表示为 

V ( E 、= f 咖， ⑴ 

JE 

这里5是一个关于 M 可积的非负函数. 

Von Neumann 利用 Hilbert 空间上线性泛函的 Riesz 表示定理证明了这个结 
果. 

设丑为实 Hilbert 空间 L 2 (^ + u ), 其范数为 

|M| 2 = J xM^ + v). (2) 

为简单起见,我们假设全空间的 M 测度和 t / 测度都是有限的，于是根据 Schwarz ^ 
等式,每个平方可积的函数是可积的.线性泛函 

£( x ) = J xdfi (3) 

L 2 ( m ) 范数和 L 2 (m + u ) 范数都是有界的.于是根据第6章定理4,存在 
y e L 2 (fj, + v) 使得咖）念 { a ;， y ) : 

J xdfj , = J xyd(fi + P )', 

这里 2 /只依赖于测度 M 和〃.我们把上式重新写为 

j x(l — y)dfj, = J xydv. (4) 

我们断定，除了在一个 / x 测度为零的集合上外， 

0 < y < 1. (5) 

为此,我们用 F 表示使得 y < 0的点构成的集合并断定 
"(F) = 0. 

在 P 上令 x = 1，在 F 外令 x = 0, 这样⑷式化为 


⑹ 
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由于在 F 上 y < 0,⑺武右端 < 0,而 左端彡 MF ), 这证明了⑹式. 

用 G 表示使得 y > 1的点构成的集合,假设 / x ( G ) > 0.在 G 上令 a ; = 1,在 G 
外令 a ; = 0,则⑷式化为 

/ ( l - y ) d/iss / ydv . (8) 

Jg Jg 

由于在 G ^y > 1, (8) 式左端是负的，右端是正的,穿盾,这完成了 （5) 式的证明. 

如果有必要，我们可以改变 y 在4 #测度为零的集合上的函数值,使得⑹ 
式处处成立.由于^类于 M 是绝对连续的，这不影响 （4) 式. 

我们断定 （1) 式中的函数#由9'=(1-2/)/2/给出.为此，记《 =叩，把⑷式 


重新写为 



udu . 


设五是任意可 测集; 选取 a ; 使得 u 在 五上为 1,在五外为0.则 （9) 式给出 


此即关系式⑴. 




⑼ 

( 10 ) 

□ 


习题 1 对测度是 <7 有限的情形证明 Radon-Nikodym 定理. 


7.2 Dirichlet 问题 

首先,设 D 是 R " 中的一个有界区域.用 C ^( D ) 表示支撑包含在 D 的紧子集 
内的无限次可微的实值函数/构成的空间.在空间 C ^°{ D ) 上我们引入两个 内积： 

( f , g)o = /sdx 和 (/,5 )i = J d Y1 fj 9 jdx , (11) 

这里 /j = df / dxj , j 

习题 2 验证 CS °( D ) 关于上面的两个内积都是内积空间. 

联系这两个范数的下述不等式由 Zaremba 提出. 

引理1对 C 0 °°( L >) 内所有的/, 

ll/Ho<rf||/||i, (12) 

这里 d 是 D 的宽度. 

证明 虜于 f 在 D 的边界上为零，对 B 内每 H 个点: c, 
f ( x ) = [ fldX !, 

J X b 

这里 / 是 _ D 的边界上的点，它与 a : 有相同的 , x n 坐标.由 Schwarz 不等式， 

/ 2 ⑷ J |/i| 2 da ： i. 



7.2 Dirichlet 问题 53 


对此式在 £» 上积分即得 （12) 式. ：_ 

设埤为 C ^{ D ) 关于范数 || b 的完备化, flo 为 C ^{ D ) 关于范数 || || o 的完 
备化. 

引理 2 Hi 中的每个元素 i ; 属于丑0,而且其一阶偏导数巧也属于丑 o . 此外，对 
任意的函数&这些偏导数满足 

{z,Vj)o = -( dz / dxj , v ) 0 . (13) 

而且公式 （11) 对丑？中的所有 f 和 g 都成立. 

证明 设切(")}是在 || Ik 下收敛到〃的一列 cp 函数.这意味着一阶导数 
在 || || 0 下收敛,分别记它们的极限为％.由引理1, {^)} *|||| 0 下的极限属 
于珣，我们把这个极限等同于其在中的极限 I 分部积分给出以代替 r 
的情形下的关系式 （13); 令 n — oo 给出 （13); (11) 式类似可证. 口 

我们断 定：把 中的元素 u _ H 0 中的元素等同起来的映射是一对一的，即 
这个映射是 对到丑 0的一个嵌入.为此,我们只需 证明： 若^是珣的零元，则 r 
也是埤的零元.显然 ，: A (13|拿在丑。中 w = 0,则对所有的 j , 在 Hq 中％ = 0. 
这使得在丑^中 w = 0. 

关系式 （13) 表明： 在广义函数意义下，％是《的一阶偏导数（参考附录 B ). 

设/是珣中任意元素，定义线性泛函名为 

i { u ) = { u , f ) 0 . (14), 

根据 Schwarz 不等式和引理1中的不等式 （12) ，对埤 中的所有 

I ^ KII / llolHlo ^ dll / llolMl !. (15) 

根据 Riesz - Frechet 表示定理和第6章定理4,泛函 （14) 可 以表示成内积的形式，即 
存在 r e F ?, 使得 Vue 埤, 

( u , f)o = ( w , f ) i - (16) 

由定义 （11) 和引理2,对巧= du / dxj , 

( w , w ) 右_ '^2( Uj ， v j ) 0 . (17) 

现在取 U 为函数.根据广义函数理论,我们可以把 （17) 式右端重新写为 

-^2( u , v ji)o = ~( u , Av ) 0 , (170 

这里是 r 的二阶偏导数，△是 Laplace 算子（在广义函数意义下 ：). 结合 (17), 
(170 m (16), 我们推出，对所有的 u e Q °, 

( n , f)o = ~{ u , Av ) 0 . 

由此可知，在广义函数意义下， 

/ = - Aw . (18) 

故 r 是非齐次方程 （18) 的广义函数解. 
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面我们 证明： 当 a ; 趋于 D 的边界时，用 1 中的函数 在平均值意义下趋 

于零.具体的结论是下面的引理 3. 

引理 3假设£>是 M 2 中的一个区域,其边界 aD 是一条(7 1 曲线.对 D 的边界上 
的任意一点 p , 选择一个坐标系 a ： i , a ；2, 使得 p 是原点， a ； i 轴的正向与 _ D 的边界垂 
直且指向内侧.用 R ( p , d ) 表示由£>中 ; n < d 和 | x 2 | < d 的所有点 ( a ； i , a ；2) 构成 
的集合.若 t ; 是对 中任一函数，则当 d 趋于零时， | 叫在 R ( p , d ) 上的平均值也趋 
于零. 


证明 由于丑 ( p , 岣的面积与 d 2 成比例，我们只需证明 

f | i ；| da ; < o ( d 2 ). (19) 

Jr 

为此,我们对 C 『( D ) 中的函数/估计 

J \ f \ dx . 

对 A 分部积分： 

[\ f\dx = f |/| i ( d - a ； i)dx < f |/ i||d - a ； i|dx 
Jr Jr Jr 

< (/ (d-x^dx J f^dx^j <d 2 (/ ffdx^j , (20) 

在上面的第二步中我们利用了 Schwarz 不等式.现在在1范数下用函数列 V ") 
逼近认对/ =«("), (20) 式的极限是 

J | v | da ; < d 2 (/ gda ;) • (21) 

由于当 d 趋于零时 , 4 在 R ( d ) 上的积分趋于零，由 （21) 式知 （19) 式成立. □ 


这样我们就通过构造一个广义函数％在广义函数理论意义下成功地给出了微 
分方程 （18) 的解，而且在平均值意义下,在边界上为零. 

在广义函数意义下，上述证明可以推广到自伴的正的二阶偏微分方程的 Dirich - 
let 问题上.现在我们说明如何应用 Lax - Milgram 引理把上面的证明推广到非自伴 
偏微分算子上.例如，对丑？中任意两个元素％ %考虑由下式定义的泛函 

B(u, v) = J UjVj + ^2 uv j + uv ^j dxdy. ( 22 ) 

显然， B 是双线 性的； 由引理 1, 它是有界的 . M Schwarz 不等式估计中间项，我 
们看到 S 在第6章定理6意义下是正的.由该定理可知线性泛函 （14) 以用 B 
表示，即存在 r e 埤,使得对埤中所有的％ 

(乜 ， /)o = "^(乜， w ). (23) 

在 （23) 式右端分部积分，我们得到，在广义函数意义下， 

/ = —Av + Vj + v. 


(24) 







7.2 Dirichlet 问题 55 


现在我们给出另一种方法来解齐次 Laplace 方程 

在 £) 内 ， Au = 0 (25) 

的 Dirichlet 问题,其边界值是预先给定的.这种方法利用了调和函数的某些特殊性 
质,且给出了在通常意义下满足边界条件的真解.我们假设犯？是一次可微的并且 
v 的边界值也是一次可微的.于是我们可以在£» USD 上构造一个在上有预先 
给定值的 C 1 函数/,并把边界条件叙述 如下： 

在 v = f . (26) 

我们重新描述边值问题 （25) 和 （26): 把/分解为 


邮 

电 


(27) 


这里《是调和的， z 在上为零.当 r 和 z 在真到边界上有连续的一阶偏导数 
时,我们可以詹苗 Green 公式： 


{ v , z )\ = J VjZjdxdy = — J {\v)zdxdy f*. ! 


dn 


zds . 


由 (25), 在内 At ; = 0; 由 （26), 在 aD 上 z = 0, 从而上式右端 = 0. 换言之，调 
和函数空间与在边界上为 0 的函数构成的空间在内积 （， ； h 下是互相正交的 . 

于是分解 （27) 变成了把/分成两个正交函数空间中函数的和的任务.我们下? 
面说明如何应用第6章定理3来解决这个问题.对 C °°( D ) 中的所有/,由 （11) 式 
定义的内积不是正的，因为不仅对/ = 0,而且对所有常数函数/均有 (/,/)i =0. 
我们通过考虑两个函数等价来克服这个不足.如果两个函数相差一个常数,则称这 
两个函数是等价的. 


用丑 i 表示上的所有0 1 函数构成的空间在范数 || || i 下的完备化；交 
间 丑 5> 是丑 i 的闭子空间.由第 6 章定理 3, 即正交分解定理 ，丑 i 中的每个; f 可以 
唯一地形如 （ 27) 分解，这里^ 属于丑赞 4 丑 条件 丄丑 ？表明对 丑？ 中所有 
的 w , 


(it,w)i = 〉： ( 〜 + ， ^j)o = 0. 

取 w e 在广义函数意义下分部积分,我们可以得到 

0 = y ' 人 Uj ， Vj)o =— 〉 : ( 乜， v jj)o = ~{ U J △”)0 ， 

这意味着在广义函数意义下， 

Av = 0. 

Hermann Weyl 的一个众 所周知 的结果 表明： 广义函数意义下的调和函数在经典意 
义下也是调和的；附录 B 的第4节给出了这个结果的一个证明. 

我们断定，当/在直到边界上是连续时，随着 g 逼近边界，趋于零.用 d 
表示 g 到⑽的距离， (7 表示以 g 为中心、以 r = d /2 为半径的圆盘，并用表 
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示在 C 上的平均 值：对 （27) 取平均值,我们得到 

'7( g );: a ^( g )+.©(§).. (28) 

由于/在直到边界上是连续的，它在 C 上的平均值与它在 C 的中心 g 的值只差一 
个数当 d 趋于零时也趋于零).根据偏微分方程的基本理论，调和函数在 
圆盘 ( t 玉的平均值等于它在 C 的中心的值.故 （28) 式可以重新写为 
f{q) =Ma) + ^(Q)- 

从上式减去 (27), 我们得到 

w = 2( g ) - z(q). (29) 

由引理3可知，随着 g 到⑽的距离 d 趋于零 ，埤 中函数 z 的绝对值在 R ( p , d )± 
的平均值也趋于零.故 H 在 C 1 上的平均值趋于 0. 结合 (29), 我们断定，当 g 趋于 
边界时，自己也趋于零.应用 (27), 我们看到调和函数 r 在直到边界上是连续 
的，且边界值等于 /. 这样我们就成功地构造了 Dirichlet 边值问题的一个真解，而 
不是广义解. 


对于 （27) 式,我们还有另外一种看法.我们已经看到 Laplace 方程的边值问题 
(25) 和 （26) 相当于把/分解为一个调和函数和一个在边界上为0的函数的和，并 
且证明了这些空间在内积 （，： h 下是互相正交的.这个分解可以通过利用第6章 
定理3,即正交分解定理来完成.在这里我们说明，如何对由 一阶偏导数在 D 内平 
方可积的调和函数构成的子空间 V 进行正交分解.调和函数理论的一个简单事实 
是, V 在 || Ik 范数下是完 备的. 因此，由第6章定理3,我们能够把拓中的任意/ 
分解为 


/ = « + (30) 

这里属于由一阶偏导数平方可积的调和函数构成的空间 F 中^与 F 正交.我 
们的目标是证明 z 在边界上为 0. 

设 D 包含在 K 2 中，并假设乃的边界是二次可微的.我们假设/也是二次戒 
微的. 对乎 面内任意两点 p 和 gs 我们定义 是 Laplace 方程的基本奇异解： 

k ( p , q ) = - ^ ln lp -9 l - (31) 

假设 g 属于 D . 如果我们知道函数 z 在 D 的边界上为0,则根据 Green 公式（见 
附录 B 第4节： )， 可以推出 

z(q) = J {z x k x + z y ky)dxdy, 

这里 ( x ， y ) 是 p 的坐标.然而此时羞们并不知道 z 在上为0,因此我们把上面 
积分定义的函数记为 u : 

u(g) = ^tJ D dxdy, (32) 

这里 （ a /, 〆 ）是 g 的坐标. 
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引理 4 若 dD 是二次可微的，则由 （32) 式定义的 w ⑷直到边界上都是连续的且 
在边界上为 0. 

证明容易证明 u 在乃内是连续的.设 g 是 D 内靠近边界的一点;用&表示 
距 g 最近的边界点.由于假设沉）是二次可微的，于是存在两个有相同半径 d 的圆 
盘 S 和昃在6蕉与如相切， S 包含在 D 内，没在£> 外部. 用:|= 義表示 g 
点在穿过圆周 S 的边界的反演下的象.对与况）充分接近的1 $在5内. 

由于3在£>外部， k(p,q)^D 内是正则的调和函数.特別地， k(p,q) 属于 V , 
因此在内积 （ ， h 下与^ 正交. 因此 w ⑻= 0且我们有 

咖= U ⑷-嘲 = U dZx (^ - 

随着 g 逼近边界点6, 5也逼近边界歲 &. 因此在£>内到？)的距离超过任意 M 
数 r " 的那些点上， （33) 式右端的被积函数一致地趋于 0. 可证（详细证明参考 Lax ) 
它在£>内余下部分上的积分也趋于 0. 这就完成了引理4的证明. 口 

引理5 由 （32) 定义的函数 u 扛 D 内是二次可微的且 

Au = Az . (34) 

证明由于假设/是二次可微的，且根据（30)， z 和/相差一个调和函数％ 
故 z 在 D 内是二次可微的且 Az = A /. 设以是 B 的包含 g 的一个子区域，且其 
闭包包含在乃内.把 （32) 右端的积分分开并在以上分部 积分： 

u ( q ) = z ( q ) + [ z -^- kds - {- [ { z x k x + z y k y ) dxdy . (35) 

JdD , Jd-d , 

右端两个积分是乃'内的调和函数，因此由以的任意性可知 

u = z h , (36) 

这里 ft 是调和函数.这证明了引理 5. □ 

由 （36) 把2：表示成 u — h 并代入 (30): 

f = v — h -\- u . 

由于 v-h 是调和的，且在 ao 上 w = 0, 故 t;-/i 是边值问题 （25) 和 （26) 的解. 
上面给出的证明是 Garabedian 和 Schiffer 的一个论证的重新加工. 
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第 8 章赋范线性空间的对偶 


8.1 有界线性泛函 

本章讨论 实数域或复数 域上的赋范线性空间 x . 我们将要研究 x 上的 连续线 
性泛函，即从 X 到 R 或 C 的满足 

(■{ax) = ai(x), £(x + y) = i{x) + i{y) (1) 

的连续映射 1 映射彳连续是指 

当 lim |3；„ — = 0时 ， lim i{x n ) = (,{x). (2) 

定义由 X 上的所线性泛函构成的为 X 的对偶, 记为 X ，. 

显然，连续线性泛函的和与常数倍仍然是连续线性泛函，故 X '是一个线性空 
间. 

定义设纟是 X 上的一个线性泛函.若存在正数 c , 使得 

Vx € X , 陶|<啦|, (3) 

则称/是有界的，其， fc 端的 | | 表示绝对值. 

定理 1 X 上的线性泛函€是连续的，当且仅当€是有界的. 

证明在 （2) 中令 ar n - or = ?/„• 翁 （1) 和 （3), 我们得到 
\^{x n ) - ^)| = \((y n )\ < c\y n \. 

这证明 了由/ 的有界性可以推出 f 的连续性. 

若£ 无界，则对任意的 c = n, 存在〜，使得⑶式不 成立： 

^(x n ) > n\x n \. 

显然 ，〜 可以用〜的任意常数倍代替.如果我们正规化〜使得 

W =去， 

则； 4 0但是 £( x n ) ^ oo . 这证明了若有界性不成立则连续性也不成立. G : 

定理2 赋范线性空间上的有界线性泛函/的零空间是一个闭线性子空间.对非 
平 凡的冬 即不恒等于0的冬零空间的余维数为 1. 

证明任意线性映射的零空间都是线性子空间.由于有界线性泛函是连续的, 
故0的逆象集是闭的.显然当£不恒等于0时,其零空间的余维数为 1. □ 

定义有界线性泛函€的 范数叫 等于使得 （3) 成立的最小的常数 c , 即 
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KI-' 


K ㈤I 


根据齐性,我们可以取 z 的范数等于 1. 


⑷ 


定理3 在 （4) 定义的范数下，赋范线性空间 X 的对偶 JT 是一个完备的赋范线 
性空间. 


证明 齐性和正性是明显的.为证次可加性,考虑两个有界线性泛函〖和 m : 


\i + m \= sup |(f + m )( x )\ < sup (|^( a ；5| + | m ( a ;)|) 

M =1 

< sup \ i ( x )\ + sup \ m ( x )\ = |£| + | m |. 

| x|=i kl=i 

我们现在证明完备性.设 {4 J 是 f 中的一个柯 西列： 

当 n , m ―> oo 时，心 —Cl —> 0. (5) 

根据线性泛函范数的定义 （4) 以及 （5), 对 X 中的每个 x , 

当 n，m — oo 时， KC-OWI = \ L ( x ) -£ m ( x )\ < |4 -4»N — 0. 

由于数域 R 或 C 都是完备的，故 

lim £ n ( x ) = £( x ) 

存在.易证^0是线性、有界的，而且由 （5) 不难 推出： 若对 m > n 有 \£ n -^ m \< e , 
则|4 -£\^ e . 因此 

lim |4 -^|=0. □ 


8.2 有界线性泛函的延拓 


到现在为止，我们还没有证明非零线性泛函的存在性.当然在 Hilbert 空间中 
有很多线性泛函.我们现在证明，在 Banach 空间中也有很多线性泛函.我们需要 
的工具是在 


p ( x ) = c \ x \ 

这一特殊情形下的 Hahn - Banach 定理. 

定理4 设 X 是实数域或复数域上的赋范线性空间， Y 是 X 的子空间，{是 Y 上 
的线性泛函且在 F 上有界： 


Vyey, 陶|<藝 

则€可以延拓为 X 上的有界线性泛函，而且使得它在 X 上的界与在 F 上的界相 
同. 

这个定理是第3章定理8的一个特殊情形.现在我们给出一些应用. 

定理5 设 yi ， .. 、 y N 是赋范线性空间 X _ N 个线性无关的向量， ai ，…， ajv 是 
任意的复数，则存在 X 上的有界线性泛函使得 
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e (Vj) = 3 = (6) 

证明用 F 表示 yi ，…， y ^ v 张成的线性空间，它由形如 

y = ^ l h 3 Vr 

的向量构成.由于~是线性无关的，: y 的表达式是唯一的.在 F 上定义 e 为 
^(y) = bj a j- 

显然八在 F 上是线性、， . 有界的，并且满足 （6) 式.由定理4,它可以有界地延拓到 
整个叉上. "M 

推论 4' 赋范线性空间 x 的每个有限维子空间 y 都有一个闭的补. 

证明选定 y 的一组基 { yi ,---, y N }- 根据定理5,存在 w 个有界线性泛函 
^ j{j = 1，… . ,^0,使得 

^jiVk) = ^jk- 

根据定理2, &的零空间是闭的.于是它们的交 

z = Zi n • • • n Zjv 

也是闭的.容易验证 Z 和 F 是互补的，即 X = □ 

定理6对实数域或复数域上的赋范线性空间 X 中的每个向量 y , 

\ y \ = max |%)|- ⑺ 

证明 \ i \ 的定义⑷， |£( y )| < |^|| y |. 因此⑺式 右端彡 左端.要证结论成 
立,我们只需证明对 X 中每个 y , 存在彳 e X '使得 
%) = \ y \, 1^1 = i - 

为此，我们在 y 的所有常数倍构成的空间 F 上定义& i { ay ) = a \ y \. 明显地，■^在 
一维空间 F 上的范数等于 1. 由定理4, £可以延拓到整个 X 上使得|€| = 1. □ 

推论 V 当数域为实数域 R 时，对 X 中的每个 x , 

\ x \ = max ^( cc ). (8) 

mi 

下面是定理6的一个意义深远的推广. 

定理7设 X 是 C 上的赋范线性空间， y 是 X 的线性子空间.对 X 中任意 z ， 用 


m(z) 表示 z 到 Y 的 距离： 


m(z)^ in^\z - y\. 

⑼ 

可以断定，对 X 中每个 Z, 


m(z) = M(z), 

(10) 

其中 


M (:)H 陶 . 

(11) 
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证明 由于在最大值问题 （11) 中出现的泛函 /在 F 上为0,且凶< 1,对 F 
中所有 y , f %)| %彻 - z )< | z - y | 都 成立； 因此 

陶 K inf |z-y| =m(z). 

yeY 

由此及 （11) 式，， 

M ( z ) < m ( z ). (12) 

为证等式成立，考察由所有形如 y + az(y 在 F 中， <x 是复数）的向量构成的线性空 
间％,并在％上定义线性泛函 

4(?/ + az ) = am ( z ). (13) 

由 （9), 4 在於 上以1 为界; 故由定理4,它可以延拓到整个 X 上使得|£ 0 | = 1.在 
(13) 中取 y = 0, a = 1,则有 

^ o ( z ) = m ( z ). 

结合（I 2 )式,这证明了 是最大值问题 fits ) 的解 ( 10) 成立. 13 


注 当 F 是由 {0} 构成的平凡子空间时,定理7简化为定理 6. 

定理7 是对偶变分 问题，即极 值相等 的一对最小值和最大值问题的一个例子. 
定义 在赋范线性空间 X 的子空间 F 上取值为0的线性泛函构成的集合称为 F 
的零化子,记为 1^1. 

习题 1 证明是的闭线性子空间 . 

习题 2 设 F 是赋范线性空间 X 的闭子空间 . 证明 （ X/F) 的对偶与 Fi 等距同 
构 . 

定理穴 设 X 是 C 上的赋范线性空间， F 是 X 的子空间 . 对任意 f e 定义 
l^lr = sup |%)|. (14) 

yeY,\ y \=i 

我们断定 

\ i\y = min 丄 |豸— m |. 

证明对中的任意 m 以中范数为1的任意 y , 

陶 I = \^~ m ){v)\ < 

由此知|€卜< min me y 丄 - m |. 

根据定理4,彳在 F 上的限制在 X 上有一个延拓，记为 4, 

等于它在 F 上的 范数： 

141 = l ^ lr - (17) 

由于知和 f 在 y 上相等, e - e 0 = m 属于 yi ; 商旦由 ( i 7), 

\i-m\ = | 4 | = \f-W- 
结合 (16), 这证明了 （15) 式成立 • 


(15) 

(16) 

它在 X 上的范数 


(17。 

' 滅 



定理 7' 是对偶变分问题的另一个例子. 
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习题 3 证明 W 与 X '/ Y 1 - 等距同构. 

定义赋范线性空间 X 中的子集的闭线性张是包含所有％的最小闭线性子 
空间，即包含{%}的所有闭线性子$间的交. 

习题 4证明{ % }的闭线性张是{%}的线性张 y 的闭包 . F 由％的所有有限 
线性组合 构成： 

V = ^2 a jVj - (18) 

F 

下面的结果,称为生成准则，是泛函分析中常用的工具. 

定理 8赋范线性空间 X 中的点2属于叉的子集 { Vj } 的闭线性张，当且仅当每 
一个在子集{%}上为0的有界线性泛函 {在 z 处也为0,即由 

^yj) = % % ( 19 ) 

可以推出 e ( z ) = o . 

证明由于/是线性的， （19) 式表明，对所有形如 （18) 的2/, ^/) = 0. 由于/ 
是连续的，奮在形如 （18) 的点的极限处也为 0. 反过来，若 z 不属于{%•}的闭线性 
张 y , 则 

inf ^ \z — y \ = d > Q . (20) 

定义 Z 为由所有形如 

y + az , yeY (21) 

的点构成的子空闻 s: 上定义线性泛函4为 

£ 0 (y + az ) = a . 

處 (20) 知 

\y + az \ > rf | o |. 

把此式与 A 的定义结合,可推出，隹 Z 上,&以 d - 1 为界.故由定理4, &可以有 
界地延拓到整个 X 上.由定义， 

Vj/j, 4(%) = o, i 0 (z) = i. □ 


注记定理8是第6章定理7在 Banach 空间上的推广. 


8.3 自反空间 

赋范线性空间 X 的对偶 f 也有自己的对偶,记为 X 〃. 翁于 £( a ;) 是和 a ; 的 
双线性函数，在定义⑷ T 是有界的，因此对固定的％ 是£的有界线性泛函. 
由定理6,这个线性泛函的范数是|斗因此空间 X 可以按照这种自然方式等距地 
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嵌入到 X 〃中.有限维线性空间理论的一个基本结果是 X 〃三 X ,. ®这个结果对一 
般的 Banach 空间不一定是正确的. 

定义设 X 是 Banach 空间.如果 X 〃 = X ，即叉是整个 X "，则称 X 是自廬的. 
定理9 每个 Hilbert 空间都是自反的. 

证明这是第6章定理4的直接推论. # 

下面的结果由 Milman 得出. 

定理 10 — 致凸的 Banach 空间是自反的. 

证明参见 Milman . 

在第5章我们证明了 LP (1 < p < oo ) 空间是一致凸的.结合 Clarkson 的这个 
结果与 Milman 的上述结果,我们得到 LP {1 <p < oo ) 是自反的. 

定理 11 P 的对偶是这里 

1 + 1 = 1. 

P Q 

证明在第5章中我们看到，对 P 中任意的 u , 可以在 P 上定义一乎有界 
线性泛函 f 为 

#/) = (/,«) = J f { s ) u ( s ) dm . 

而旦在第5章定理5中我们证明了这个线性泛函的范数是 M g . 因此 P 可以等距 
地嵌入到 （ i p y 中.我们断定^是整个 { Lpy . 若非如此,则存在 { Lpy 中的^不属 
于 L 、 貪于 P 是闭的，根据定理 8( 生成准则)，存在 ( LP )" 中的£ # 0,使得对 P 
中所有的 w , = 0. 由于 P 是自反的,/属于故对中所有的 u , (£, u )=0. 

由第 5 章定理5,这推出€=0, mm . □ 

，面，不利用一致凸性,给出 p < 2时 P 的对偶是 P 的第二个证明. 

为简便起见，我们假设诱导范数的全测度为 1. 于是，对 〆 = 2/ p , 〆 = 
2/(2 - p ), 根据 Holder 不等式,我们有 

11/11^ = / l /| p dm <|| l|[ 2/# ^||/^|| 2/p = ||/||^. 

故对 i 2 中所有的/, ||/|| p < ||/|| 2 . 

设€是线性泛函，定义在由所有在范数下有界的 L 2 函数构成的集合上: 
IA /) Kc ||/|| p , 

其中 c 是常数.由于 p 范数小于2范数 J 在 i 2 范数下也有界.根据第6章定理 
4( 表示定理)，存在 w e L 2 , 使得 

Kf ) = j fudm . (22) 

我们断定 u 属于 iA 为此,我们选择 f = f k 如下： 

fk { x ) = |« fc | 9_1 ( a：)sgn w ( a ;), 
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这里 

\uk\{x) = min{|u(a;)|,fc}, 
k 是常数.在 （22) 式中令/ =九，我们得到 

(■{fk) = J fkudm = J |Ufc _ 1 ||u|dm> J \uk\ q dm. 

另一方面， 

\\h\\l = J \u k \^- 1 ^dm= j \u k \^m. 

由于根据假设， m k )\ ^ c\\f k \\ p , 所以上面两个不等式意味着 
J \uk\ q dm c^J \uk\ q drnj • 

两边同时除以右边,得到 

Wg < C. 

令 j 60 ,则得到 w 属于这完成了定理的证明. 


□ 


习题 5 证明： 若全测度为1,则 ||/|| p 是 p 的增函数. 

定理 12当赋以最大值范数时，不是自反的. 

证明若 C [- l , l ] 是自反的，则 C 是 C ' 的对偶.对 X = C 座用定理6可知, 
对中的每个&存在 f & C ' = C , 使得 

1^1 = A/)，|/|max = 1- (23) 

现在定义 ( 

H .9 Y - [ 9 { t ) dt - f g ( t ) dt . 

显然, V 9 eC [- i ， i ], 

m \ < 2|"| max , (230 

但是任给 t > 0, 我们可以选取 0 使得 

K(ff)l > ( 2 .- e )lflimax. 

这证明了 Kl = 2. 结合 （23'), 对= /,这_ (23) 矛盾. □ 

定理 13设 Z 是 C 上的赋范线性空间.若 Z 是可分的，则 Z 也是可分的. 

证明 窗分性意味着 Z 包含一个稠密的可数集 {4}. 由 Z 中范数的定义, 
霧在 z n ez 使得 

kn | =1, ln { z n ) > \\ l n \. (24) 

我们证明可数集 { z n } 的闭线性张是又根据定理8,这等价于在每个“处为0的 
线性泛函处处为 0. 用反证法，假设存在一个彳使得 

对所有的 n ， i { z n ) = 0;_ ⑷= 1. (25) 
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由于 { M 在 z 中稠密*可以找到一个4使得 

K _ ^n\ < 2 - 

由于⑷=1,故有 

141 >■_ 

因为 i { z n ) = 0,由 （26) 及 (24), 

■ > |(^-4)(^n)| = 14( 〜 )1 > ^141- 
'■与 (260 矛盾，从而证明了不存在€满足 (25). 由定理8,这证明了〜的所有有 
限线性组合构成的集合在 Z 中稠密. 进而& 的所有有理系数的有限线性组合构成 
的集合在 Z 中也 稠密； 由于这个集合是可数的，所以 Z 是可分的. 口 


( 26 ) 

(260 


定理13可以给出定理12的另一个证明.首先 q - i , i ] 是可 分的： 每个连续函 
数可以用有理结点和有理坐标的分段线性函数逼近.另一方面, C ' 不是 可分 的：由 
4 (/) = f{s), -l^s%l 
所定义的线性泛函4显然1为界. 同 样显然的是， 

|4-4| = 2. 

由于 {4} 构成了一个不可数的集合, c 没有可数的稠密子集.因此 C 〃 # C . 这是 
因为，如果 C " = C,M z = C ' 应用定理13,由于 (7〃 = (7 是可分的， C ' 也是可分 
的，但是 C 是不可分的，矛盾. □ 


对至少包含一个离散点集的任意 Hausdorff 空间我们可以对空间 C ( Q ) M 
用定理12的结论.下面是具体的表述. 

定理14设 Q 是紧 Hausdorff 空间， C { Q ) 是 Q 上的实值连续函数构成的空间，赋 
以最大值范数. 


(i) 


{ C { Q ))' 由定义在所有 Borel 集上的全质量有限的带号测度 m 构成，即 


C { Q ) 上的每个有界线性泛函 f 都可以表示为 


£的范数是 

测度 to 由€唯一确定. 


■ = //-• 



(27) 

(28) 


( ii ) { C { Q ))" 是由 Q 上所有有界 Borel 可测函数构成的空间 L °°{ Q ). 

这个基本结果的雏形由 F . Riesz 得出；一般结果则由 Kakutani 得出.附录 A 
给出了 Q 是度量空间情形的泛函分析证明. 

注记 当 Q 非紧时， C ( Q ) 是 Q 上所有 有界连 续函数构成的空间并赋以上确界范 
数时，定理14 不成立. 这是由警下面的原因. 
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取 g 为实直线 M , {4} 是一列趋于无穷的数.取 y 为 C -( M ) 的子空间，由使得 
/( 4 ) = foo 

存在的所有函数/构成.对 F 中定义泛函£为 

A/) = foo- 

显然,€是线性的且在 Y 上有界：1仏雀 1. 根据 Hahn - Banach 定理,^可以延拓为 
整个 C ( R | 上的有界线性泛函. 

我们 断定/ 不可能被表示成 （27) 的形式.若非如此，则 £(/) 的值依赖于/在 
任意满足 

J |dm| ^ 0 

的紧区间=1’上的值.但是,我们显然可以改变 Y 中的函数 f 在 I ±的值而不改变 
£(/) 的值，因此不存在这样的依赖性. 

下面的结果是很有趣的. 

定理 15 自反 Banach 空间 X 的闭线性子空间 Y 也是自反的. 

证明 X 上的每个有界线性泛函£在 F 上的限制是 y 上的有界线性泛函, 
记为 4. 根据 Hahn - Banach 定理， F 上的每个有界线性泛函都可以延拓到 X 上， 
X 7 ^ Y ' 上的这个限制映射£ — 4把 f 映到上它导出了下面的从 F 〃到 
X " 的映射. 

对 y 〃 中的任意 r ?, 我们定义 x 〃 中的 g 对 f 中任意冬令 

CW = 吣 oX (29) 

这里 A 是{在 f 上的限制. 由于 x 是自反的, fST 以等同于 x 中的某个元素 a 
CW =办)； 

代入（ 29 )得到 

e ( z ) = v {£ 0 ). (290 

我们断定 Z 属于 F . 为此，注意到 ，若/ 属于 yi , 即它在 y 上为0,则4 = 0,故 
龜 （29') 知= 0. 由定理8, z 属于 Y 的闭包.但是 Y 是闭的，故 z 属于 F . 因 
此我们可以把 （29') 重写为 

4 W = ?7(4)- (30) 

4于 F ' 中的每个泛函必为 X '中某个线性泛函的限制， （30) 表明 F 〃 中的每个77 
都可以等同于 y 中的某个^ .# 


8.4 集合的支撑函数 

根据第1章,实线性空间 X 的点集 M 的 凸包是 X 中包含 M 的 最小的 凸集, 
即包含 M 的所有凸集的交 . M 的凸包记为 
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正如第1章定理6指出的， P 由 M 中点的所有凸组合构成 . G 中的点形如 


X = a j X ji X j ^ M ， 

(31) 

a j .彡0， ctj = 1. 

(31') 


定义 赋范线性空间 X 的子集 M 的凸包是包含 M 的最小的闭凸集，即所有包 
含 M 的闭凸集的交.我们把这个集合记为汾. 

习题 6 证明 M 的闭凸包是 M 的凸包的闭包. 

定义对 R 上的赋范线性空间 X 中的任意有界子集我们定义其支撑函数 *9 m 
为 X 1 上的函数 


S M {t) = sup t{y). (32) 

y£M 

定理 16 支撑函数具有下列 性质： 

(i) 次可加性， S M (^ + m) < S M {t) + S M (m). 

(ii) ⑼ = 0. 

(iii) 正齐性，对 a > 0, S M (ae) = aS M {e). 

( iv ) 单调性 ,对 M CN, SmW < S n (£). 

( v ) 可加性， S m +n = S m + S n . 

(vi) 5 _mW = S m (-£). 

( vii ) S w = S M - 
( viii ) 5- = S M - 

习题 7 证明定理 16. 

现在我们给出一些例子. 

( a ) : 当 M 为单点集{抑}时， 

% 0 }W =啦0). 

( b ) 当 M 是以0为球心、以丑为半径的球 B r = {x: | a ;| < R} 0 t , 

S BR (£) = R\e\. 

( c ) 设 M 是球 B r (x 0 ) = { a ; e X : | a : - xoK R}- 由例⑷和例 （ b ) 以及定理 
16( v ), 得到 

S BR ^ o ){i)^t(x 0 ) + R\i\. (33) 

定理 17 设 X 是 R 上的赋范线性空间， MAX 的一个有界子集 . X 中的点之 
属于的闭凸包侖，当且仅当对中所有的冬 

l{z) < S m (£). (34) 

证明 根据支撑函数的定义 （ 32), 对 X' 中所有的£和汾中所有的^均有 
£(z) « S M (e ), 由定理 I 6 的 （ vii) 和 (viii), = S M , ^ (34) 对所有 M 中的 z 都 
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成立. 

反之，假设 z 不属于欣由于 M 是闭的，故以 z 为中心的某个开球 B r (^ 
M 不交.根据第3章定理 6( 广义超平面分离定理)，存在非零线性泛函&和实数 
c , 使得 Vu € M,Vve B r (z), 

4 ㈤ < c 彡 4( v ). (35) 

由不等式（35|翁端知,&是一个有界线性泛函. 

Br(z) 中的屬 S 形如 t ; =者+ i ? x , | a ;| < 1. 由不等式 （35) 的右端， 

C < 4 (- 2 ) + BIo{x). 

由线性泛函范数的定义， 

inf 4㈤= -|4|- 

|x|<l 

爾； i : 面的不等式可知 

C 4 £ 0 {z) - R \ e 0 \- (36) 

由不等式 （35) 左端和的定义 (32), 我们得出 

S M ( io ) < c . (36') 

结合 （36) 和 （36'), 我们得到 

5 M (4) + i ?|4 K 4(^). (37) 

由于4不恒等于0,故|4| > 0. 因此 （37) 说明，若 z 不属于釔则存在4使得 
(34) 不成立.这正是定理17所要证明的. 13 , 


定理18 设 K 是实赋范线性空间 X 的一个闭凸子集， z 良 X 中不属于尺的一 
个点.则 


inf \z — u \= sup [ i { z ) — S K {^)]- (38) 

U ^ K Kl=i • 

证明.由支撑函数的定义 （32), 

对所有的€和 K 中所有的 w , S K {(-) > t { u ). 

故对 I 參1， 

S K {() ^ (-{ u ) = t { z ) + i(u - z )^ £( z ) - \ u - z \, 

即 \ u - z \^ t { z )~ S K ( i ). 由此可知 


inf \u — z \^ sup [£( z ) — S K (^)]- 

U ^ K K|=i 


(39) 


为证相反方向的不等式，设丑是比 （38) 左端的下确界小的任意正数.用表示: 
以原点为中心、以 i ? 为半径的球，则集合 K + 到^的距离为正数.故在定理 
17中，以 K 代替 M , 可知存在 A e V 使得 

Sk + bM < W . (40) 


由可加性和例 （ b ), 


s k+ bM = s K (e 0 ) + R\iol 


(400 
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由于可以选取 A 使得其范数等于1,从而由（ 4 0)和 (400, 存在 4, N = 1,使得 
R< 4 (^) - S k (£o). 

故 （38) 式右端的上确界不小于丑.由于 i ? 是比 （38) 式左端下确界小的任意数，故 

inf |u — < sup [£(z) — SW ⑷]. 

U ^ K K|=i ' 

结合 （39) 式,这证明了 （38) 式. O ： 


定理18给出了对偶变分问题的又一个例子.如果我们把支撑函数的定义延拓 


到线性空间 F 


Sy {() = 


0 , 

oo, 


e&Y ± , 

心丄， 


则定理7是定理18的特殊情形. 
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第 9 章对偶性的应用 

9.1 加权幂的完备性 


设 《；(() 是定义在 R 上的正函数，且当 | t | — oo 时呈指数 衰减： 

0 < w ( t ) < c > 0. (1) 

，.康 (7 表示 R 上在 oo 处为 0 的连续函数的 集合： 

lim x ( t ) = 0. (2) 

| t|—OO 

当赋以最大值范数时, C 是一个 Banach 空间. 

定理 1 函数 ⑷ (n = 0, l ,2, …）属于 C ; 它们的闭线性张是整个 C , 即 C 中的 
每个函数在 R 上都可以用加权多项式一致逼近. 

证明 利用第8章定理8证明.设《是 C 上的任意有界线性泛函，且在函数 
t n w 上为0: 

i { t n w ) = 0, n = 0, l ,---. (3) 

设 C 是一个复变量且 |Irn Cl < C, 则 w { t ) e ^ 属于 C , 故 

/(C) = 咖 〆 *) ⑷ 

在区域 K : |Im (I < c } 上有定义.我们断定/(4在此区域上是解析的.因为在 C 
的范数下,的复微商趋于 koteU , 故 

則十 。 /(C + ” C ) 十=作士吖 
对高阶导数也有类似的结果,特别地,利用 （3)， 

祭 S = i ， 申。，化 0 ， 1 ，…. 

由于/是解析的，在 C = 0 &的所有导数为 0 意味着在区域仪 ： |Im (I < 4 M 
/( C ) 三0;特别地， 

VC e R ，/( C ) = e ( we ^) = 0. 

由第8章定理8,所有函数 we ^ 都属于尸的闭线性张. 

根据 Weierstrass 逼近定理，每个连续的周期函数/^)是三角多项式的一致 
极限.由此可知滅在函数 we^(C 是实数）的闭线性张内，因此也在 { t n w : n = 
0 , 1 , 2 ,的闭线性张内 .设？ /是有紧支撑的任意连续函数，定义 
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设 ft 是一个以办为周期的函数,且满足 

对 | i |< p ， x ( t ) = h ( t ), (5’） 

选取 P 充分大,使得; c 的支撑包含在匿:卸0 : | t | < p } 内.则 

| 尤 _ ^|max ^ |^|max) 

故由 （5), (5') 和⑴， 

\ y ~ wh \ < ae _ cp | a ;| max . 

这证明了当 p ^ oo H , wh y . 由于滅属于所有函数 { t n w : n = 0,1,2,…}的 
闭线性张，所以2/也属于 { t n w:n = 0,1,2, ■■■} 的闭线性张.由于有紧支撑的连续 
函数构成的集合在 C 内稠密，故完成了定理的证明. 

9.2 Miintz 逼近定理 


根据 Weierstrass 逼近定理，区间 [0,1] 上的任意连续函数 a ; ⑷都可以用 i 的 
多项式一致逼近.设 n 是任意整数.若 4*) 是 [0,1] Jk 的连续函数，则 

y(s) = x(sn) 

也是连续函数 . y ( s ) 在最大值范数下可以用多项式 p ( s ) 任意逼近 . ♦ S = t ' 我们 
断定; r ⑷司"以用 t jn (j = 0,1, • • •) 的线性组合任意逼近.因此在 Weierstrass 逼近定 
理中， 不是 t 的所有幂次都需要. 

Serge Bernstein 提出了下列 问题： 什么样的收敛到 oo 的正数列 { A ,} 能够使 
得函数 

1, {^}. j = l,2,-- ⑹ 

的闭线性张是 [0,1] 上的所有连续函数构成的空间 C ? 在 Berstein 得到一些初步的 
结果后， Miintz 证明了下面的定理. 

定理2 设 { Aj } 是趋于 oo 的正数列 . （ 6 )中的函数张成 [0,1] 上在 * = 0处为0 
的连续函数构成的空间，当且仅当 



证明我们利用第8章定理 8( 生成准则).设 《是 (7 上的在 （6) 中所有的非常 
值函数上取值都为0的有界线性 泛函： 

妒）= 0, j = l ，2,. … （8) 

令 C 是一个复变量 , Re C > 0. 对这样的 〆 属于 C 且在下述意义下解析地依赖 
于在 (7 的最大值范数 

+C+« _ +C 

lim ---= (In t)t( 

“o ^ 、 ' 


荐在. 定义 
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/( C ) = 納， ⑼ 

则/是 C 的解析函数.由于当 0< f<l 且 ReC >0 时， KI < 1,以及£是有界的 
(不妨假设 K | < 1), 根据 （9) 式可知， 


对 Re C > 0, 

1/(01 < 1- 

(10) 

关系式⑻可以表示为 



/ ㈤ 

= 0. 

( ii ：) 

我们定义 Blaschke 乘积 BjvK ) 为 



s -(c)=n^- 

(12) 

它满足以下4个 性质： 



- Bjv ( Aj ) = 0, 

j = 

(13 a ) 

Bn (0 + o , 

对 C # A j; 

(13 b ) 

\ Bn (0\ - 1, 

当 Re — 0 时； 

(13 c ) 

I - Bjv ( C ) 1. 

当 ICI — OO 时； 

(13 d ) 

由于有公共的零点，所以 


9 n {0 

/( C ) 

Bn ( C ) 

(14) 

在: Re <： > 0} 内是正则解析的.可以断定 


对 Re C > 0, 

MOK i - 

(15) 


这是因为，结合 （ 10 ) 和 （13 c )，(13 d ), 对任意的 e > 0,且对 Re C = A |CI = F 1 ，△充 
分小时，有 \ g N ( 0 \ < i + e . 根据解析函数做在区域 {c ： Re c > id 上的 

最大模原理,在此区域上， | 5 iv(C)l < 1 + e. 令 6, e ^ O , 我们得到 （15) .设 A ; 是满足 
m + 0的正数，:虜（1句和 （15), 我们断定 


n 

1 


\ + k 
Xj _ k 


\IW\' 


(16) 


我们可以把 （16) 讀左端的因子写为 

2k 

^ Xj — k' 

由于\ — oo , 所以上面的因子中只有有限项大于 1. 由于乘积 （16) 失于 N 是一 
致有界的，故对所有的和式 




是一致有界的.这与 （ T ) 矛盾；因此对所有的 fc 均有 /( fc ) = 0.由/的定义 （9) 和 
e 的性质 （8), 这说明任意的在 t 〜上为0的线性泛函也在是正数）上为0.故 
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由第8章定理 8( 生成准则)，我们得到所有的函数可以用函数的线性组_ 
致逼近.特别地，取 fc = 1，2,…，并应麵: Weierstrass 逼近定理，可以断定⑹中的 
函数张成了 

我们略去必要性的证明. 

注记 Szdsz 把 Miintz 的定理推广到\是复数的情形. 

习题1叙述并证明定理2在复指数下的情形. 

9.3 Runge 定理 

定理 3 设£»是 C 内的一个有界单连通区域.则£»内的每个解析函数 /( C ) 在£> 
的每个紧子集尺上都可以用 C 的多项式一致逼近. 

证明 由于£>是单连通的 ，故乃 的每个紧子集都包含在 D 的一个单连通紧子 
集 K 中.在 D K 中选择一条闭光滑曲线使之绕欠中每个点一周，并用 Cauchy 
积分公式表示 /( C ) « e K ). 这个积分对 K 中所有的点 < 可以用和式一致逼近.这 
个和式是形如 ( x - O -^ x 在曲线上）的函数的线性组合.因此，为了证明定理，只 
需证明所有形如 ( x - C )- 1 ^ 不在尺中）的函数在尺上可以用 （ 的多项式逼近. 
当 | X | >丑, 丑 = max | C | 时,这是明显的.于是几何级数 

00 疒 n 

( X _ C ) _1 = 

在 K 上一致收敛.为证明对所有的 C 成立,^们利用生成准则.设《是 C { K ) 上在 
所有多项式上取值为0的任意有界线性 泛函： 

£(p) = 0 . 

我们断定 f 在所有形如 （X - C) _1 (x 不在 K 中）上为 0. 定义 
9( x ) = ^(( x - C ) -1 )- 

由于 （X - 0 _1 是 C ( K ) 中的解析函数，故 0( x ) 在 K 的外部是 X 的解析函数.由; 
于对 Ixl > R , ( x - C )- 1 属于多项式所构成集合的闭包,且由于，⑼= 0 ,由连续性 
知，对这样的 x , A(x - C ) _1 ) = 0,故 

当问 <| X | 时， g ( x ) = 0. 

由于0在外部是解析的，且单连通集 K 的外部是连通的，故对所有不属于 K 中的 
X , g ( x ) = 0. 由第8章定理8生成准则知，对 K 外面的所有 X ， ( x - C )- 1 在多项式 
所构成的空间的闭包中. M 

这个漂亮的证明是由 Lars Hormander 给出的. 
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9.4 函数论中的对偶变分问题 


定理4 设 D 是 C 中的一个有界区域,其边界由有限个 C 1 弧构成.用 A 表示在 
D 内解析且在边界连续的函数构成的空间， (0 是 D 内任意一点.定义 


M = sup |/'(《 o )|_ 

(17) 



用表示在 ao 上定义的函数 


Wo ⑹ = 27 ^-cor 

(18) 

定义 


m = inf [ 卜 。 (0 _5(0l|dCl ， 

(19) 

9 ^ A JdD 


则 m = M , 且上确界 M 可以达到. 



证明 我们首先证明 M < m . 由 Cauchy 积分公式和 Cauchy 积分定理,可以 
把 f (<： o ) 表示为 

/ '(Co) = f fu 0 d(= f f(u 0 - g)dC (20) 

JdD JdD 

这里 S 是 A 中任意函数.因为 （17) 中出现的 / 的绝对值|/| < 1,故由 （20) 可以 
推出 

l/’(Co)l < / l w o - fflldCl- 

JdD 

选择 g 使之几乎最小化 （19), 我们得到 

|/ / (Co)| <m + e. 

虜 (17), 这意味着 M < m + £,由于£ > 0是任意的 ， M < m . 

为了证明相反的不等式，我们考虑由汉 D 上的连续函数构成的空间如属 
于 (7 且 A 是 C 的线性子空间.我们在 (7 上赋以 L 1 - 范数 | | 1; 沿着 dD 关于弧 
长|私|积分.下确界 （19) 可以写为 


m = inf | u 0 - g \ i - 

根据第8章定理7, 

m — max |^( uo ) l - 
1441 , i\ A =o 

我们记使 （21) 取最大值的 £ 为 4. 对不在沉？上的 X 定义函数 / o 为 

/0(X)= ^°{^) •- 
可以断定九具有下列 性质： 

( i ) 对不在上的 X , foix ) 是解析的； 

( ii ) 对不在 £> 内的 x , foix ) = 0； 

(iii) l/o(X)K 1.; 


( 21 ) 

(22) 
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(iv) /o(Co) = m. 

性质 （$ _: 1/K _ x ) 是 x 的解析函数这一事实可得.对不在乃中的 X ， i / CC - x ) 
属于 A 且4在义上为0,因此性质 （ ii ) 成立. 为证明 （ iii ), 选择靠近⑽的 x , 取 
/是 X 穿过乃的反射点./在乃夕卜.由 ㈤ ，我们有 

/o(X) = /o(x) - /o(x0 = _ ^7) • 

由于|4| < 1, 

l/o(x)l = IC - xHC X - x 1 |dC| - 

通过简单的计算可知，对接近边界的 X, 右端积分< 1 + e. 故对接近边界的 X, 
|/o(x)| < 1 + e. 由此及最大模原理知 （ iii ) 成立. 

对 （22) 式微分,并令 （ = Co , 由 （18) 和 （21) 得， 

/o(Co) = / 。 ( 如 )= m. (23) 

由于我们已经证明了 \f(Co)\ < rn 对在 _D 内满足|/| < 1的/成立，故 /o 是最大 
值问题 （ 17) 的解，从而 M = m. : 


假设£>是单连通的，则使得 （17) 式取最大值的函数 * 把 D 保形地映到单位 
圆盘上.以下是证明的概要. 


曹以证 明最小值问题（ I 9 )有解, 记为 g 0 . 将/ = / 0 和 s =如代入 ㈤ ）式，并 
利用 (23), 我们得到 



这里 s 是弧长.根据 |/o(C)Kl 这一事实并利用 （19) 式，得 

m = j dD ^ U °~ 9 °^\^\ dS， 

因此可以断定在 3 D 上 |/ 0 ( C )| = 1且 

在⑽義；： fo(uo ~ go )^ > 0. (24) 

用 2 n [ h ] 表示非零复值函数 h 绕 dD 的幅角的增量 .由 （24) 我们推出 

[/ o ] + [«0 - go ] + = 0. (25) 

根据幅角原理，对 D 内亚纯函数的边界值/ I , 

[ ft ] = / I 在£>中的零点个数 - h 在 D 中的极点个数. 

但是 / o 和如没有极点，袖只有一个二阶极点.对单连通的区域 A [ dC / ds ] = 1; 
因此由 （25) 我们推出 


/o 的零点个数+ (抑 — 伽)的零点个数 — 2 + 1 = 0. 


(26) 
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由 （26) 可知，/ 0 在乃内至多有一个零点.我们断定它至少有一个零点.否则, 
九― 1 在乃 内解析.由于在⑽上|/ 0 | = 1,根据最大模原理,在£>内|/ 0 (0|三1,这 
意味着/ 0 三常数，与 f ( Co ) = m 综合上述两个结论,/ 0 在内恰有一个零 

点. 

根据幅角原理，[/ 0 ] = 1. 由于对 ao 上的 c 均有 |/o(C)l = 1, 所以对单位圆盘 
内的点％ Lfo - w ] = l . 进而可知 /( o 在 d 内取到每个仅一次.这说明 / o 把 
D 一对一地映到开的单位圆盘上. 

本节的证明结含 f 由 Rogosinski 和 Shapiro 引入的方法以及 Garabedian 和 
Schiffer 的结果. 


9.5 Green 函数的存在性 

定义设乃是一个平面区域，其边界 B 是一次连续可微的.对区域 D 中的点 p 
和 1 D 上的 Green 函数 G ( p , q ) 是满足下列要求的 函数： 

( i ) A P ( G ) = S ( p - q ), 这里 A p 是关于 p 的 Laplace 算子 , 5 是 Dirac 分布（见 
附录 B ). 

( ii ) 对 B 上的点 p , G ( p , q )=0. 

在这个定义中，变量 p 和 g 的角色是不对称的只是边值问题的一个参数. 

Green 函数的重要性在于我们可以利用 Green 公式把£>内的调和函数 h 用它 
的边界值表示出来， 

h ( q ) = / h ( p ) G n ( p , q ) dp , 

JdD 

这里 G n [ p , q ) 是 G _边界 B 垂直的方向上关于 P 的导数，办是弧长.商直，对 
单连通的 A G 是把 D 映到单位圆盘的解析函数/的绝对值的对数,屬黎把 g 映 
到原点. 

Green 函数可以分解为奇异部分和正则 部分： 

G ( p , q ) 聲 -—^ ln|p - q \+ g 0 ( p , q ). (27) 

函数如称为 Green 函数的正则部分.根据上面的 （ i ) 和 （ ii ), 如是边值问题 

△pflo = 0, 在 内， (28) 

g 0 ( p , q ) = \ n \ p - q \, 对 B 上的 p (29) 

的解,这里 Er 是 ( l /2 jt ) lnr 的缩写 • 

显然, Green 函数的定义是基于边值问题（28)、 （29) 可解这一事实.经典地，这 
育_对预先给定边值的△的 Dirichlet 边值问题的可解性得出.在这里，我们不利 
用一般理论来解 （28) 和 (29). 我们用 (7 表示边界 B 上的连续函数构成的空间，赋 
以最大值范数.我们用丑表示由在£>内调 和且直 到边界连续的函数/ I 的边界值 
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构成的子空间.霜#面， D 中的点 g 给出后即固定不变.我们对丑中的/ I ,定义泛 
函匕为 

£ q ( h ) ^ h ( q ), (30) 

这里表示 s 上的调和函数 / i 在 g 点的值.众所周知，在调和函数理论中，/^在 
q 点的值由在边界 B 上的值唯一确定，且最大模原理成立， 
h ( q ) < max \ h ( z )\ = \ h \. 

这个不等式 说明： 作为丑上的泛函，尖的范数< 1. 根据 Hahn-Banach 定理,心1]5 ： 
以从丑延拓到整个 C 上，且仍有 


|糾 < 1， (31) 

我们用 w 表示平 爾:土 不属于 D 的边界 B 的任意一處,定义 C 中元素 k ( w ) 为 

k ( p , w ) = ln|p — i «|, p € B (32) 

下面给出 fc 对参数 W 的依赖性的两个事实. 


:( i ) fc ( w ) 是 w 的可微函数,且在 B 的补集的每个分支上满足 
A w k = 0 

( ii ) 对 D 外部的每个点 w , k ( w ) 属于 F . 

现在我们定义函数为 

9 { w , q ) = e q { k ( w )). 

这里 fc 由 （32) 式定义 • 

引理 5 


( i ) g ( w ， q ) 在 B 的补集的每个分支上是 w 的调和函数. 

( ii ) 对£»外部的点《/, 

9 ( w ’, q ) «: E | g -«/|. 

证明 虜于&是线性的，由（ 34 ) 

„ ( k(w + du ) - k ( w )\ _ g(w + du , q ) - g ( w , q ) 

V d ) = d 


令 d 趋于 0. 由于 & 是有界的，我们推出 

= O w q{w^ O). 

把这个等式应用到第二个导数上并利用 （33), 我们得到 


^ w 9 = £ q ( A w k }= 0, 


这证明了 （ i )_ 


(33) 


(34) 


(35) 


对£»外部的《/, k ( w ') 属于在 （ 34) 中应用&的原始定义 （ 30) 即得到 
(35). □ 


引理 6当 w 穿过边界时， g ( w , q ) 连续地依赖于 w . 
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为证此，设 w 是£>内靠近边界的点，是 w 关于边界的反射.反射可以 

这样得 到：从 to 到最近的边界点画一条直线，选择 u / 使得 
w + w ' 

~ 2 ~ =Po ' 

根据定义（3句以及4的线性， " 


9( w , q ) - g ( w ’, q ) = £ q ( k ( w ) - k ( w r )) = • (36) 

由于边界 S 有连续的转向切线,容易验证，当 W 趋于边界 B 时，对 S 内所有点; p , 
一致地有 


\ P ~' 


\p — w f \ 

由此可知对 B 上所有点 P ， 一致地有 

\p-w'\ 


(37) 


(38) 


从而在最大值范数下也成立._于&是有界线性泛函，当 w 逼近边界时， （36) 式 
右端趋于 0. 


对£>内靠近边界的在£>夕卜.根据 (35), 随着 W 趋于边界上的点 p , 
g ( w ', q ) 趋于 E|g-p|. 这证明了引理 6, 同时也说明了当 _D 内的点 w 趋于 S 上的 
廉 P 时， 

lim g ( w , q } ln|g — p \. 口 (39) 


根据引理 5 ( i ), g ( w , q )^ D 上的调和函数.由 (39), 其边界值为離 — |.这 
两个事实刻画了 Green 函数的正则部分如，从而 


9( w , q ) = go ( w , q ). 

这证明了 Green 函数的存在性. 




注1 .表面的证明 说明： 即使翁 D 内，由 （ 32) 式定义的 k ( w ) 也是调和函数 
g { p , w ) 的边界值, 从而属于 H . 因此可_以应用&的原始定义 （ 30) 

£ g ( k ( w )) = g { q , w ). 


由歸鱗知 


g ( w , q ) = g ( q , w ). (40) 

这证明了 Green 函数的正则部分对称地依赖于它的两个变量.进而，幽:| 2 7)知, 
Green 函数本身也具有此性质. 


注2当边界曲线 B 是二次可微时,关系 （37) 可以进一步深化为 

|3| = 1 + 0 ⑷， 

这里 d = |w - p | 是 w 到边界的距离.由此,我们可以深化 （38) 为 
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将此代入 （36). 由于根据 （35), g{w',q) = - w |, 它与 g(p,q) = E|g - p\ 相差 

0(d). 因此，随着 £> 中的 to 趋于最近的边界点 p, 

\ 9 {w,q)- g{p,q)\ < 0{d). (41) 

我们断定 g 的一阶导数在 £> 中直到边界是一致有界的.这是因为我们可以把调和 
函数 g 在 w 点的一阶导数表示为在以 w 为中心以 d 为半径的圆周上的 积分： 

2jt grad g{w) = 、 J[g(w + de(6>)) - g(p)]e(0)d0, (42): 

这里 e(0) = (cos0,sin0).*( 4 10n,( 42 ) 中积分项为 0(d ), 由此可得 grad g 的一 
致有界性 . 

由 Cauchy-Riemann 方程知 , gi 的共轭调和函数在 _D 内也有一致有界的一阶导 
数 . 这证明了对单连通的 A 把 D 映到圆盘上的解析函数是一致 Lipschitz 连续的 . 
在文献 Lax 中构造了多于两个变量的 Green 函数 . 
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第 10 章弱收敛 


定义 设 { x n } 是赋范线性空间 X 中的•，个点列.如果对 X '中的每个炙 



£( x n ) = £( x ), 

⑴ 

则称弱收敛到 a ;, 记为 

x n X. 

( i 0 

另一种记号是 

w — lim x n = x . 

( i ") 

此概念是为了与范数收敛进行 对比： 



|"n -2/1=0, 

(2) 

此时我们称化„}强收敛到 y , 




Vn — > y . 

(20 

强收敛的另一种记号是 

S - Jirn ^ y n = y . 

(2") 


显然，强收敛到3；的序列也弱收敛到 or ; 但是,反过来一般不成立.下面是一些 


例1设 X =沪，其中的点是有可数个分量的向量 
x = (ai,a2,-**) 


且满足 


||坰| 2 = !^|«3.| 2 <« 1 ‘ 

由于 P 是 Hilbert 空间，根据第6章定理4,沪上的有界线性泛函可表示为 


⑶ 


(30 


= ( a :, y ) = Y j a j b j , ^|6 j | 2 < oo . (4) 

定 Xx n 为第 n 个单位向量，即第 n 个分量为1其余分量全部为0的向量，〜= 
,0,1, ()，•••).容易验证，序列 { x n } 弱收敛到0,但是不强收敛到 0. 证明留作 

习题. 


例2设丑为 Hilbert 空间，为丑的一个标准正交序列，则序列 { x n } 弱收 
敛到0,但不强收敛到 0. 

证明 根据第6章的 Bessel 不等式 (31), 对 Vy €丑， 

^2\{ x n , y )\ 2 < \\ y \ f , 


⑸ 
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由此可知, 


t ( x n ) = ( x n , y ) ^ 0. (5’) 

根据第6章定理4的 Riesz 表示定理，丑上的所有有界线性泛函均形如 （50, 故 
弱收敛到 0. 由于对所有的 n , ||〜|| = 1, 故〜 不强收敛到 0. □ 


例 3设 X = (7[0, l ], 


•^n(t) = 


nt. 




2 — Tit, — t ^ , 

n n 

2 


0 , — ^ ^ ^ 1 . 

n 

断言 x n 弱收敛到0,但不强收敛到 0. 

证明 设€是 X 上的一个有界线性泛函，我们断定 Jim t { x n ) = 0. 
假设此结论不成立,则存在无穷多个 n 使得 \£( x n )\ >7> 0,不妨设 

£( x n ) > S . 

选择子序列 { n k } 使得叫 + 纟> 2 n fc 且⑹式成立.不难证明对所有的 t e [0,1], 

K 

yidt、 = ^2x nk (t) < 4, 

1 

这意味着对所有的尺， |2/ k | < 4 •由⑼可知 

K 

e{y K l^£{x nk ) > K5. 


由于这对所有的 K 成立，且 |2/ k | < 4 对所有的 K 成立,此与 （ 的有界性矛盾.由 
于 la^l = max | a ;„( t )| = 1,因此 { x n } 不强收敛到 0. 職 


习题 1 证明不等式（ 7 ).( 画出 x n {t) 的图像 ). 


例4设 X = Z 1 , 即向量 a : = ( ai , a 2 , …)， | x | = E |叫| < oo ) 的 全体. 在第8章我 
们看到（定理11后的习题 )， P 的对偶是产.下面的结果由 Schur 得出： 

若 P 中的序列 { x n } 弱收敛，则它也强收敛 . 

习题 2 证明上述结论 . 


10.1 弱收敛序列的一致有界性 

'嘗面的结果在证明弱收敛时非常有用. 

定理 1 假设赋范线性空间叉中的点列 { x n } 满足 
(i) {|;|} 是一致有界的，即存在常数 C 使得 
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\x n \ < C- 

( ii ) 对的一个稠子集中的每个 （ \imi{x n ) = e(x% M 
w — lima: n = x. 

习题 3 证明定理 1. 

令人吃惊的是，定理 1 的逆命题在 Banach 空间中也成立.为此,我们利用完备 
度量空间 S 中的一 致有界 原理： 如果由 S 上实数值连续函数九构成的集族{九} 
在 S 中的每个点: c 是有界的， 

W ， \f v (x)\ < M(x), (8) 

则函数族{九}在某个开集上是一致有界的，即存在常数 M 和非空开集0,使 
得 VuGO，Vv, 均有 

\fv(u)\ < M. (80 

特别地，我们考虑 *5 是 Banach 空间, 每个九 是满 足次可加性和绝对齐 性的函 
数的情形， 

f(x + y)4 /(*) + f(y), f{ax) = \a\f(x). ⑼ 

定理 2 设 X 是 Banach 空间，{九}是 X 上的一族满足次可加性和绝对齐性的实 
数值函数，且{九}在 X 中每个点; c 处有界（如⑻中一样)，则{/4是一致有界 
的，即存在常数 c 使得对所有的 f v 和 X 中的 所有； r , 均有 

|/„( a ;)| < c\x\. (10) 

证明根据度量空间中的一致有界原理,存在 M , 使得对所 有的九 和某个开 
球 {w = z + y : | y | < r } 中的任意 w , \f v (u)\ < M. 由次可加性, Vy , | y | = r /2, 均有 

\fv(y)\ < \fv(u-z)\^ 十 \f v (z)\ < 2M. (11) 

M X e X, X 0, 我们令 y = ra ;/2| a ;|, 则 | y | = r / 2 , 故 （11) 式成立.利用绝对齐性, 
* (11) 式我们得到 

\Mx)\ = |/^ (¥") | ~ ^r-\fv(y)\ < ^y~\ x l 
取 c = 4 M / r , 这就证明了 (10). 

由定理2立即可得到下述结论. 

定理 3设 X 是 Banach 空间， {4} 是 X 上一族有界线性泛函，使得对 X 中的每 
个点 a :, {t v {x)} 有界，即存在常数 M{x ) 使得 

V 4, |4( x )| < M{x). (12) 

则存在常数 c, 使得 

V£ v , |4 K ： c . (13) 

证明|4 ㈤ | 是^的连续函数，且满足次可加性和绝对齐性.因此，由定理2 
可推出 （13) 成立. ' 
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另一个直接的结果是下面的结论. 

定理 4设 X 是赋范线性空间， { x v } 是 X 中的一族点，满足对每个有界线性泛函 
e , { i { x v )} 有界，即存在常数 M { t ) 使得 

Vx „, \ t { x v )\ < M { t ). (120 

则存在常数 c 使得 

\/ x v , | a ;„| < c . (13') 

证明 对 Banach 空间 X '应用定理3即得到定理4,此时 X 中的元素在 
X ' 上是有界线性泛函. 口 

由定理4立即可以得到下述结论. 

定理 4' 赋范线性空间 X 中的弱收敛序列 { x n } 是关于范数一致有界的. 

证明 弱收敛性推出对中的每个彳, t { x n ) 收敛.由于收敛数列是有界的, 
定理 4 的假设条件 （ 12') 满足，故 （130 成立. 

定理2、定理3和定理4统称为一致有界原理. 

定理 5设 { a :„} 是赋范线性空间 X 中弱收敛到 a ; 的一个点列.则 

| a :| < lim inf \ x n \. (14) 

证明 根据第 8 章定理 6, 存在彳 e 使得 

W = | 御， 1. 

因为弱收敛到 a ; 意味着， 

£( x ) = lim £( x n ), 

且_奢 

£{ x n ) < |^|| a ;„| = | a ;„|, 

故 （14) 式得证 . □ 

下面的定理 5 的推广由 Mazur 得出. 

定理 6 设尺 是赋范线性空间 X 中的一个闭凸子集， {〜} 是尺中弱收敛到点 ar 
的点列，则 a ; 属于 

证明 设&^是 K 的支撑函数.由第8章中 （32) 对支撑函数的定义, S k (£) = 
sup 触故对 X '中任意的冬 

i ( x n ) < S k (£). (15) 

由于 e ( x n ) 收敛到如)，故 

f ㈤ < S K { i ). 

根据第8章定理17, x 属于欠. □ 

习题 4对以原点为中心的球 K = B r = { x :\ x \^ 丑}应用定理6,推出定理 5. 
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10.2 弱序列紧性 


定义若 Banach 空间 X 的子集 C 中的每个点列都有一个子点列弱收敛到 (7 中 
的点，则称 C 是弱序列紧的. 

习题5证明弱序列紧的集合是有界的. 

弱序列紧性与强收敛下的紧性同样重要.弱序列紧性在构造弱极限等有意义的 
数学对象时是一个有用的工具.为了应用此工具，我们需要弱紧性简单而且容易验 
证的判别准则；下面是这样的^令准则. 

定理7在自反的 Banach 空间 X 中，闭单位球是弱序列紧的. 

证明设是闭单位球中的^个点列， B 卩 | y „| < 1.用 F 表示由集合 
生成的闭线性子空间； F 是可分的.由于假设 X 是自反的，由第8章定理15, F 也 
是自反的._于 F = F " 是可分的，由第8章定理13, F ' 也是可分的，即 F ' 包含 
一个可数的稠密子集 { mj }. 利用经典的对角化过程,我们可以选择 { y „} 的一#警 
序列使得对每个 m ,+ , 

(16) 

存在.由于 Vn , | 2 ：„| 《 I ,且 { mj } 是稠密的，根据（ I 6 )和定理1,对所有的 m e 
m ( z n ) 当 n 一 oo 时有极限.此极限是 m 的一个线性泛函： 

Jdrn ^ m ( z n ) = y { m ). (16') 

由于 \ m { z n )\ < | m ||^„| < | m |, (16 7 ) 推出线性泛函 y ( m ) 的范数不大于 1. 由于 Y 
是自反的，存在 y eY 使得 y { m ) = m ( y ) 且 | y | < 1,故（ I 6 )说明 Vm e 1^, m { z n ) 
趋于(当 n — oo 时).由于 X ' 中的任意 £ ft . F 上的限制是中的一个 m , 
这证明了〜弱收敛到单位球中的一点 y . □ 

注意对比定理7和第5章定理 6. 根据第5章定理6,无限维赋范线性空间中 
的单位球在范数拓扑下永远不是紧的.以弱收敛代替强收敛便得到了紧性. 

Eberlein 证明了定理7的逆也成立： 

定理8 Banach 空间的闭单位球是弱序列紧的仅当 X 是自反的. 

结合定理6和定理7,我们得到了下面有用的结果. 

定理9在自反 Banadi 空间中，每个有界闭凸集都是弱序列紧的. 

下面是定理9的一个糜用. 

定理10设 X 是自反 Banadi 空间 ， K 良 X 的一个闭凸子集， z 是 X 中任意一 
点，则 存在尺 中的点，使得 z 到该点的距离比 z 到尺中其他点的距离都近. 

证明我们不妨取 z = 0并且假设0 _ 用 s 表示0到尺的距离，即 

s = (17) 
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设{如}是 （17) 的最小化序列.我们可以假设每个如在 K 和以0为中心、以 2 s 
为半径的球的交内.这是一个有界的闭凸集，因此根据定理9, 的子序列 

弱收敛于欠中的点 z . 根据定理5, 

\ z \ < lim inf |^„|. (18) 

由于〜是最小化序列的子序列， lim | 2 ：„| = s . 结合 （17) 和 （18), ㈤ = s ，即 2 ；是 K 
中到0最近的点. 口 

定理10是第5章定理8的推广.在那里我们假设 X 是一致凸的；这里我们只 
假设 X 是自反的. 


10.3 弱 +收敛 


设 Banach 空间 f / 是 Banach 空间 X 的对偶空间 X ' X 中元素 a ; 在贫上导 
出一个线性 泛函： 

fx { u ) = u { x ). (19) 

我们可以在 f / 上定义关于这些线性泛函的序列收敛性. 

定义设 Banach 空间 f / 是 Banach 空间 X 的对偶.称中的序列 { u n } 弱* 收敛 
到 w , 如果对 X 中任 意的; r , 

lim u n { x ) = u ( x ). (20) 

记为 

w * — lim u n = u . 

注 显然,若 X 是自反的，弱*收敛就是弱收敛. 

例 5设 C / 是 1] 上全质量有限的变号 Borel 测度构成的空间.根据第8章定 
理14, [/是 q —1,1] 的对偶. 

考虑序列 { m „}： 

r n r l / n 

mnih ) = / hdm n = — h ( t ) dt . (21) 

J 2 J-l/n 

显然，对任意连续函数/ 

ilim m n ( h ) = h (0), (22) 

这说明弱*收敛到原点的质量.[/的对偶是由所香餐界可测函数构成的耷 
间 L ~[- l , l ]. 由于 （22) 对某些在0点不连续的/ 1 不成立，故叫不是弱收敛的. 
定理 11 在 Banach 空间 U (= X ') t , 弱*收敛的点列 { u n } 是一致有界的. 

证明 弱*收敛意味着对 X 中的每个点 a ;, ( I 2 )式 成立. 故由定理3可知 { u n } 
是一致有界的. ' 


习题6 证明： 若序列 {«„} 弱*收敛到 w , 则 




|u| < lim inf \ u n \. 
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定义设 Banach 空间[/是 Banach 空间 X 的对偶， C 是的子集.如果 C 中每 
个点列都有一个子列弱*收敛到 C 中的点，则称 (7 是弱 * 序列紧的. 

T 面的重要结果由 Helly 得出. 

定理12设 X 是可分的 Banach 空间 ，[/ = 则 [/ 的闭单位球是弱 * 序列紧的 . 
证明 给定 U 的点列 { u n }, 

\ u n \ < 1 (23) 

和 X 中一个可数集 { x k }, 我们可以通过对角化过程，选择 {«„} 的一个子列 
使得 

lim ^ v n ( x k ) (24) 

对所有的抑都存在.由 （23) 和 ( HjT 对所有的 a ;, v n { x ) 的极限在集合的闭 
包里.因此,如果我们取在 X 中稠密,那么对 X 中所有的 a ;, v n { x ) 的极限存 
在.容易看出，这个极限是 a ； 的线性泛函；根据 （23), 它以1为界. □ 
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11.1 用连续函数逼近5函数 

定义设％ : n e N } 是[-1， 1] 上的连续函数列.若对[-1， 1] 上的任意连续函数 

/， 

lim f f ( t ) k n ( t)dt = /(0)， ⑴ 

则称 { k n } 收敛到 (5 函数 • 

定理 l ( Toeplitz ) [-1,1] 上的连续函數列 {&} 在⑴式意义下收敛到6函教， 
当且仅当它满足 

⑴ 

lim f k n ( t)dt = 1; (2) 

n -^ ooj_i 

( ii ) 对每个支撑不包含 o 的 C °° 函數分， 

lim f g ⑴⑴出= 0; 

( iii ) 存在常数 c ， 使得对所有的 n ， 

| A : n ( i)|di ^ c . 

证明假设 /(0) = 0 .令 p 是一个在 [-1,1] 中的每个点 t 处的函数值均与 
f ( t ) 相差不超过 e 的 C 7 00 函数，并且要求 g^t = 0 附近的某个区间内为 0. 根据 
⑷， 

J (/ - g ) k n dt J | fc n |dt ^ ce . (5) 

根据假设（3)， Jgk n dt 趋于0,故由（5)， 

lim sup J fk n dt ^ e . (6) 

由于 e 是任意的，当 /(0) = 0 时 （1) 成立.每个函数可以分解为6 + /,&是常数且 
/(0) = 0,故对每个连续函数/，由 （2) 知 （1) 成立. 

现在证明必要性.条件 （2) 显然是必需的，因为它是 （1) 在/⑴= t 时的一个 
特殊情形.同理可证 （3). 



⑶ 

⑷ 
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我们可以把 A : n 看作是 Cl -1,1] 中的序列，并把 （1) 叙述为 

w * — lim k n = 6. 

根据第10章定理3,范数 

\kn\ = J |fcn 辦 

是一致有界的.这证明了 （4) 是必要的，而且也证明了如下推论. 

推论 1' 若 （4) 不满足，则存在连续函数/使得 （1) 式的左端趋于无穷. 


□ 


11.2 傅里叶级数的发散性 

定理2 存在周期连续函数 則 ,使得它的傅里叶级數在预先给定的一点是发散 
的. 

证明单位圆周 S 1 上的连续函数/的傅里叶级数是 





⑺ 

这里 

an= L 

级数在^ = 0处的收敛性意味着 


(r) 


綱= 

N 

lim a n . 


利用⑺ , ，有 

N 

J 

一 N J 

fn mk N (0)de t 

— n 

⑼ 

这里 

2Tiks{0) 

N 

= !>_< 

- M 

(10) 

利用有限几何级数的求和公式，我们得到对0 一 0， 

(10，) 


于是每个连续函数的傅里叶级数的收敛等价于由 （10) 定义的序列 { k n } 逼近 
S 函数.根据定理1，这当且仅当条件（2)， （3) 和⑷满足时成立.我们下面证明条 
件 （4) 不满足!为此，我们利用不等式 |sin^| ^ |^|,这意味着 |l/(sin 0/2)| ^ 2/\9\. 
由 ( loo 和简单计算，我们得到 


\k N (e)\de ^ 


sin ( iV + 




盖 = 兰 /_ /2)3 Wi 誓， 

1^1 ^ Jo 4> 
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容易证明最后的积分大于等于 In # 的常数倍•因此（ 4 )不 成立. 由推论 K 存在函 
数/使得/的傅里叶级数在 0 = 0 处发散到无穷. 口 

习题1证明存在一个连续的周期函数，使得它的傅里叶级数在预先任意给定的打 
个点处发散. 


11.3 近似求积分 

近似求积公式是对连续函数/在区间（比如 hi , i ]) 上积分的逼近.在 [-Ml 
中取 iV 个点^(称为结点）和 7 V 个称为权的数定义 9(/) 为 

N 

Q ( f ) = ⑹. （ u ) 

1 

我们用 g (/) 来逼近积分 

(HO 

定理 3 设 gyv 是形如 （11) 的一列求积分公式，满足下列条件： 

⑴对每个非负整数 A :， 

lim qN { t k ) = f t k dt ; (12) 

N-^oo J _ 1 

( ii ) 存在常数 c 使得对所有的 W ， 

N 

X ； KWI < c . (13) 

1 

则对所有的连续函数/， 

lim q N ( f ) = f f ( t ) dt . (14) 

N—oo J_ l 

反之，若 (14) 对所有的连续函數 / 成立， 则必定满足 （12) 和 （13). 

证明由 （12) 知对所有的多项式/, (14) 式成立.不等式 （13) 保证了 C [- l , l ] 
上的线性泛函的范数一致有界.由于多项式在 C [- l , l ] 中是稠密的，故对所有 
的连续函数 （14) 式成立.由第10章定理3知充分性也成立. 口 

习题2 证明： 若权％都是正的， （13) 可由 （12) 推出. 

11.4 向量值函数的弱解析性和强解析性 


设 /(() 是定义在复 < 平面的区域 G 内且在复 Banach 空间； T 内取值的向量 
值函数. 



定义如果对 G 内每个点 C ， 


11.5 偏微分方程解的存在性 91 


h -*0 h 

在范数拓扑下存在，则称/(0在 G 内是强解析的. 

定义如果对 X 上每个有界线性泛函 A ^(/(0)在经典意义下是 C 的解析函数， 
则称 /(<) 在 G 内是弱解析的. 

N. Dunford 证明了下面的令人吃惊的结果. 


定理4 弱解析的函數也是强解析的. 

证明若 在 G 内是解析的，则我们可以用 Cauchy 积分公式把它表示 


出来: 


魏 )） 


mx)) d X 


Jc X - 


'C 入一 C 2jii ’ 


(15) 


这里 C 是围绕 (： 的可求长曲线.当 C 被< + &和 C + / i 替换时々 和々 充分小时)， 
类似的公式也成立.假设 A : # 0, /I / 0, A # A :; 则 


1 {e(f(c + h))- e(f( 0 ) ，(/(C + /Q) - 4/(0) 

h _ k \ h k 

- fc ’(’ ( X )) 2 m{\ - h)(\ - C _ fc)(C - X ). 


(16) 


对固定的 A 当 W 和 ㈨ 充分小时， （16) 式右端以一个与/ I 和 A : 无关的常数 M 为 
界.我们可以把左端重新写为 i ( x h>k ), 这里 

_ _ 1 f/(C + W — /(C) /(C + fc)-/(01 n7 x 

{ h k /• (17) 

弱解析性意味着对 每个/ 以及充分小的&和 fc ， \ e ( x h , k )\ ^ M ( e ). 根据第 io 章定 
理 4 的一致有界原理，存在常数 C 使得对充分小的/ I 和 fc ，| x ^ fc | < c .由仏，^的定 
义 (17), 这意味着范数不等式 

fjLtjpm - ㈣ 一 4 ⑽ 

h k 

由于久是完备的， / OO 的差商 - C 在强解析意义下收敛. 口 

h 


11.5 偏微分方程解的存在性 

设 

m 

L = AjOj -1- B 


(19) 
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是作用在向量值函数上的一阶偏微分算子，这里和 B 是独立变量々的方阵值 
函数， Aj ( s ) 是一次可微的， B ( s ) 连续的，并且有 

dj = 

为简单起见，我们假设以及 L 作用的函数是变量 s 的实值周期函数 ■习惯 
上，我们用 P 表示1的形式 伴随： 

l* = -xX + b t ， （ 19 ，) 

这里乂 1 和分别是4和 B 的转置.分部积分说明对任意的两个 C 1 向量值周 
期函数1/和％ 

( v , Lu ) — ( L * v , u ). (20) 

此处括号表示在周期立方体上的 P 内积 •. 

( v , w ) = J v ( s ) - iv(s)ds; 

在这里，点表示向量的点积， F 是一个周期立方体. 

假设每个名都是对称的，即= A,. 比较 （19) 和 (190, 我们推出 
L* — —L — > : ^j,j + J3 + . 

这里，表示关于~的偏导数.代入 （20) 式，并取 V %我们得到 

2( n , Lu ) = ((L + L *) u , u ) = ([B + B T - ^ A ^] u , u ). (20，) 

利用广义函数的语言（见附录 B), 我们有如下结论. 

定理5 假设 （20') 右端的矩阵是正定的： 

B + B T - J] A jtj > kl , k > 0 , (21) 

则对每个平方可积的周期函數/，方程 

Ly = f (22) 

在广义函数意义下有一个平方可枳的周期解 y. 

证明 由 （20') 和 (21), 每个周期 C7 1 函数1/满足不等式 

(u,Lu)^^\\u\\\ (21') 

这里 ||u|| 表示 w 在 L 2 ( F ) 中的范数.用 H 表示 Hilbert 空间 l 2 (F). 用 K 表示 H 
的包含周期 C 1 函数的有限维子 空间； 用 yi 表示 Y •在 H 中的正交补.对 y G 
考虑方程 

Ly - feY ^. ( 22 N ) 

对 y e y, 共有 AT = dimy 个线性方程.根据线性代数，对每个/，这样的线性方程 
组有解当且仅当齐性方程 


Lz G Y ± , z€Y 


( 23 ) 
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只有零解 z = 0.取 （23) 与2的内积；由 (210, 

0 = ( z , Lz ) ^ 盖|卜|| 2 ， 

这意味着 z = 0.故 (22 n ) 有唯一的解 y •取 （22 n ) 与 y 的 内积； 由 （ W ) 和 Schwarz 


不等式，有 

^llyll 2 ^ (y ， Ly、= (yj) < IMIII/II. 

这意味着 

Ill/ll ^ $1/11. (24) 

现在取仏是一列单调上升的函数的子空间，其并在 / f 中稠密.用 J / N 表 
示 (22 at ) 的解.由 （24) 知 112/ atII 是一致有界的序列.因为 H 是自反的，由第10章 
定理7, {y N } 存在子序列（仍记为 {t/Ar}) 弱 收敛： 


w - lim y N = y . 

设 t ; 属于 UVn ； 由于每个 A 都由可微函数构成而 t ; 属 亍某个 Vm ， ^是可微 
的. 对 VW 中的 2/ N ， 

LyN - / € 

取此向量与 r 的内积;对 TV > M ， 

( v , Ly N ) - ( v ，/) = 0. 

由于 t 是可微的，由 (20), 上式可以重新写为 

( L •，趴 卜 ( v ，/)=0. 

由于序列 {2/ at } 弱收敛到2/,对 UKat 中的每个 I ；， 

( L ^ y )-( vj ) = 0 . (25) 

我们可以选取子空间 Yn 使得它们的并不仅在 H 中稠密，而且在一阶导数都属于 
L 2 的周期 L 2 函数构成的空间出中稠密.这意味着任给一个周期的 C 7 1 函数％ 
在 UA 中存在函数序列 { v k } 使得叫在 L 2 范数下收敛到 w 且处的一阶导数在 
L 2 范数下收敛到〃的一阶导数.由于是一阶算子，故 L %*： 在 P 范数下收敛 
到在 （25) 中令 v 取极限我们可以断定对 C 1 中所有的 V ， （25) 成立. 

对所有的 C 1 函数 ％ 满足 （25) 的函数?/称为在弱 意义下 满足微分方程 （22). 
显然，只要 （25) 对所有的 Cg 0 函数 t ; 都成立， y 在广义函数意义下是 （22) 的一个 
解. 口 


Friedrichs 证明了 （ 22) 的弱解 y 在如下意义下是一个 强解： 存在 C 1 函数序 
列 {“} 在 L 2 意义下收敛到\同时在 L 2 意义下收敛到 /. 利用 （ 21'), 容 
易证明方程 （ 22) 只有一个强解.从而不仅子序列，而且整个序列 { y N } 都收敛. 

本节中描述的通过取 (22 n ) 的解 y N 的弱极限得到方程 （ 22) 的解/的方法称 
为 Galerkin 方法.它不仅是证明 （ 22) 存在解的一个理论工具，同时也是构造解的一 


94 第 11 幸弱收敛的应用 


种实用的方法. 


11.6 具有正实部的解析函数的表示 


设 /(() 是单位圆盘 { C : ICI < 1} 内的解析函数且其实部是 正的： 

/ 1 ( C ) = Re /( C ) > 0, ICI < 1. 

每个在圆盘内解析且直到边界连续的函数，在只相差一个虚常数意义下，可以通过 
实部在边界上的 Poisson 积分表示出来.在半径开< 1的圆盘上，对 KI <丑，我们 


有 


/(C) = 



R + ( ： e- w 
R - Ce~ w 


h { Re w ) 


d 0 _ 

2 ni 


(26) 


取 C = 0,我们有 

/ ^0) = 广 h ( Re ， 為. (26') 

通过 — 1 使得丑 —1. 函数是0的非负函数，根据（26')，其在圆周上 
的积分等于 h (0). 对每个考虑作用在由单位圆周上的连续函数 u 构成的 


线性空间 C 上的线性泛函 

r2K 

£ n (u)= h(R N e ie )u(6)dO. 

Jo 


(27) 


由 /i > 0 及 （26')， 


141 = h(0). 

由于 CiS 1 ) 是可分的，根据第10章定理12的 Helly 定理，存在 {4} 的子序列（不 
妨仍记为 { e n }) 弱*收敛到 极限& 对所有的连续函数％ 


lim £ n ( u ) = £( u ). 

由 （28) 和 {4} 的一致有界性任何强收敛到 u 的序列 


对 


lim £n(u n ) - £{u). 
n—oo 

fin + (: e -沾 _ 1 + Ce_ ig 

Rn - W 一 1 - 


应用上式，这里 < 是 K | < 1 的任意 复数； 由 （26), (27) 和(28')，我们有 


/(C) 


+ Ce 


-\e 


Ce - 


(28) 


(28，) 


由 （27) 定义的泛函4明显 非负； 因此它们的弱*极限/也是非负的.根据第8 
章 Riesz 表示定理的推论14'，这样非负的 C ( S l ) 上的泛函可以表示为关于一个正 
测度 m 的积分.于是我们证明了下面定理的第一部分. 
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定理 6( Herglotz - Riesz ) 单位囬盘 {C : Kl < U 内每个实部为整值的解析函教/ 
都可以表示为 

/(^) = J | j Tg dm + ic , m 是正测度， c 是实數. (29) 

反之，由 （ 29 ) 表示的每个函数/在单位围盘内都解析且实部 为正. 表示式 （ 29 ) 是 


唯一的. 

证明显然，由下面的 （30) 可知，对任意的正测度 m ， （!29)表示了在单位圆盘 
内实部为正的一个解析函数.为证明表示是唯一的，我们注意到 （29) 的实部是 

h ( C ) = f - 1 ~ r ~ - ( — re l<f> . (30) 

J 1 — 2 rcos (0 — 9) -\- r 2 

取任意连续函数〃(⑻，在 （30) 两边乘以 uW ), 并在 S 1 上对4积分.通过对右 
端的积分交换积分顺序，我们得到 


J h ( re ^) u (< f >) d 4 > 


u r ( d ) dm } 


(31) 


这里 2 

UrW = j l-2rc(L(T-<?)+'r 2W(0W * 

假设 /i(0 可以由两个不同的测度 m 和 m' 通过 （ 30) 表示出来.在 （ 31) 中令 
r-> 1; 由本章定理 1 ，在最大值范数下 w r — 由于 （ 31) 的左端不依赖于表示测 
度，故对所有的连续函数 u , 

J u(9)dm — J u(0)dm r . 

根据 Riesz 表示定理中测度的唯一性， m 三这完成了定理6的 证明. 口 

根据测度 m 的唯一性,极限 （28) 不仅对的一个子序列存在，而且对整个 
序列也存在. 
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第 12 章弱拓扑和弱#拓扑 

定义 Banach 空间 X 上的 弱拓扑 是使得 X 上 所有有 界线性泛函连续的最弱的拓 
扑.由于有界线性泛函在范数（强）拓扑下是连续的，因此弱拓扑比强拓扑弱.我们 
现在证明，除了有限维賦范线性空间的情形外，弱拓扑严格地比强拓扑弱. 

弱拓扑中的开集都是形如 

{ x ： a < £( x ) < 6} (1) 

的集合的 有限交 的并. 显然，在无限维空间中，有限个形如 （1) 的集合的交是无界 
的.这证明了 在弱拓扑中每个开集都是无界的. 特别地，球 

{x : | x | < R } (2) 

在强拓扑下是开的，但是在弱拓扑下不是开的. 

下面我们证明弱拓扑在如下意义下比弱序列收 敛弱： 定义 Banach 空间 X 的 
子集 S 的 弱序列闭包为 S 中所有弱收敛序列的弱极限构成的集合. 

定理1 

⑴集合 S 的弱序列闭包包含在 *9 在弱拓扑下的闭包内. 

( ii ) 在每个无限维的 Banach 空 间里，存在弱序列闭但非弱拓扑闭的集合. 

证明 ( i ) 是弱收敛和弱拓扑定义的直接推论.下面的集合 S 是满足 （ ii ) 的例 
子： 

S =灸 U 为 U .. • ， (3) 

其中每个集合 A 是如下构造的有限集.在 X 中取一列子空间 Xit ， dimX fc = k . S k 
由有限个点: CM 构成，使得对 Xfc 中的每个 | a :| = fc 的点 X ，存在&中点满足 

l < p kfc,jl = k - ( 4 ) 

我们断定原点在 S 在弱拓扑下的闭包内.包含原点的任意开集包含着形如 

{x : |£ i ( x )| < e , i = l ，."， n } (5) 

的子集，这里 A 是范数为1的线性泛函.由于為是 A : 维的，所以对 k > n , X k 包 
含着一个非零向量&使得 

£i(x k ) = 0, i = l ，."， n , 

W = 允. ⑹ 

对 :r =以，在&中存在:满足条 件⑷. 利用⑷，⑹以及叫=1，我们得到对 

^ = I = 1, * * ' J Tly 

啦 fc ， J) = - X k ) ^ \x k j -X k \ < ⑺ 
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因此对 fc > ^点〜属于子集 （5). 这证明了原点属于5在弱拓扑下的闭包 • 

另一方面， S 只包含着半径为尺的任意球中有限个点.因此，根据一致有界原 
理（参看第 10 章定理 4)， S 不包含非平凡的弱收敛序列. 口 

尽管弱拓扑比强拓扑弱，下面的结论是正确的. 

定理 2 Banach 空间X的每个在强拓扑下闭的凸子集尺在弱拓扑下也闭. 

证明我们证明若 X 中的点 2 不属于 K ， 则2不属于 K 的弱拓扑闭包.由 
于 K 在强拓扑下是闭的，存在以2为心的开球丑/1(幻与 / C 不交.根据第3章定 
理6超平面分离定理，存在非零线性泛函纟和常数 c 使得对 K 中每个 ti 和 B r (z) 
中每个 v , 

e(u) ^ c ^ e(v). ⑻ 

与第 8 章定理 17 的证明一样，£的范数不超过 l/R. B r (z) 中点形如 I ； = 2 ： + x, 
\x\ < R. 由于 €(w) = 办 )+ £(x) y 

inf. /(v) = ^( 2 ) + J(x) = £(z)~\l\R. 

v ^ Br ( z ) | ar|</i 

代入 （ 8 )， 我们得到 > c; 再根据 （ 8 )， 我们断定超平面 

{x : e ( x ) > c } (8，) 

包含 2 但是不包含欠中的点.由于 （ 8') 是弱拓扑下的开集，故 z 不属于瓦的弱 
拓扑闭包. □ 

定理2与第10章定理6相似. 

假设 Banach 空间 [/是 Banach 空间 A ： 的 对偶： 

U ^ X \ (9) 

则 C 7 中存在一族典则线性泛函，即由 X 中的元素决定的线性 泛函： 

x(u) = u(x). (10) 

定义设 Banach 空间 C7 是 Banach 空间 X 的对偶 . t/ 上的弱•拓扑是使得所有形 
如 （ 10) 的线性泛函连续的最弱的拓扑. 

对形如 （ 9) 的非自反 Banach 空间（/，弱•拓扑严格弱于弱拓扑，这由下述的一 
些定理中可以看出.第一个定理由 Alaoglu 得出. 

定理 3 假设 Banach 空间 C7 是 Banach 空间X的对偶，则 f ； 的闭单位球 B 在 
弱_拓扑下是紧的. 

证明 对 B 中的％我们有数组 {u(x) : x € X}. 由于 | w | < 1， \u{x)\ ^ | 2 ：|. 
把每个数组视为乘积空间 P 中 的点： 

P = I ] 忍， 4 = [- W ， W 1， (ID 


并视 


u —> {u(a:)} 


( 12 ) 
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为由 B 到 P 的一个映射 . 尸中的元素是向量，其分董为4中的点 . P 上的自然映 
射是向量到各个分量的投影，自然拓扑是使得所有这些映射连续的最弱的拓扑•映 
射 （12) 是一对一的，从而把 B 嵌入 P 中.由定义可知 B 上的弱•拓扑和在嵌入映 
射下由 P 继承的拓扑相同.每个4是 R 的紧区间；由 Tychonov 定理， P 是紧的 • 
由于紧集的闭子集是紧的，我们只需证明映射（ I 2 )把丑映到了 P 的一个闭子集 
即可. 

设 p 是 B 在映射 （12) 下的象集的闭包中的点.我们下面证明 P 是 B 中点 
的象，即 

对久中所有的点: r ， p x = u ( x ), (13) 

这里 { PoJ 表示 p 的分量.方程 （13) 定义了 JV 上一个函数 u ( x ). 我们必须证明 u 
是以1为界的线性泛函 . u 的有界性由〜属于4 = [-| x |,| x |] 可知. 线性意味着 
Px+y = Px Py » Pax ~ ®Px • (14) 

对丑在映射 （12) 下的象中的每个点 g , 

Qx+y ~ Qx Qy^ Qax = ClQx- (15) 

由于 p 在 M 的弱*闭包中，且这些关系只牵扯到 g 的3个（或2个）分量 ，由 （15) 
可知 （14) 成立. 口 

定理 3' 假设 Banach 空间 t / 是 Banach 空间 X 的对偶•则 C / 的在弱 '拓扑 下闭 
的子集 *5 是弱 * 紧的当且仅当 S 是范數有界的. 

证明 若 S 是范数有界的，则它包含在某个闭球中.根据定理3, 是 
弱*紧的，故它的弱*闭子集 S 也是紧的. 

反之，设 S 是弱•紧 的； 则对每个: r ， S 在连续映射 u — w (: r ) 下的象 { u ( x ) : 
x e S } 也是紧的.由于 R (或者 C ) 的紧子集是有界的，故对 Va : e X , Vu G 5, 
| u ( x )| < b ( x ). 根据第 10 章定理 3 的一致有界原理，存在常数6,使得 Vw € 5, 
| w | ^ b . □ 

定理4 Banach 空间 Z 的闭单位球在弱拓扑下是紧的，当且仅当 Z 是自反的. 

证明由定理3,充分性成立.必要性的证明由 Eberlein 和 Smulyan 得出，可 
参看 Dunford 和 Schwartz 的书. 
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第 13 章局部凸空间拓扑和 Krein - Milman 定理 

弱拓扑和弱*拓扑是使得某些线性泛函连续的最弱的拓扑.如果要求使更少的 
线性泛函连续，我们将得到更弱的拓扑.所有这些拓扑中的开集都可以在凸集基础 
上定义.在本章中我们将详尽阐述关于这些拓扑的理论并加以应用. 

定义若 X 是一个实线性空间，在其上有一个满足下述性质的 Hausdorff 拓扑： 

( i ) 加法是连续的，即（: r ， y ) — z + y 是从 X x X 到 X 的连续映射； 

( ii ) 标量乘法是连续的，即 ( k ^ x ) — fcx 是从 R x X 到 X 的连续 映射； 

( iii ) 在原点有一个由开凸集构成的基，即每个包含原点的开集都包含着一个包 
含原点的开凸集， 

则称 X 是一个局部凸拓扑 ( LCT ) 线性空间. 

注意 Banach 空间的范数拓扑是一个局部凸 拓扑； 在此拓扑下，以原点为心的 
所有开球构成了在原点的一个基. 

习题 1证明弱拓扑和弱•拓扑是局部凸拓扑. 

习题2设 {4} 是实线性空间 X 的一族分离点的线性泛函，即对； C 中两个不同 
的点3：和 y , 存在^ 使得 e a ( x ) ^ My ). 

( a ) 证明使得所有 4 连续的最弱的拓扑是局部凸 拓扑； 

(b) 证明线性 泛函/ 在此拓扑下连续当且仅当^ 是匕 的有限线性组合. 

习题3 证 明：设 /( a ,6) 是从拓扑空间 X 和 y 的乘积空间 XxF 到 X 内的连 
续映射，则当6固定时， /( fl ，&) 是 a 的连续函数. 

定理1 

⑴ 在 LCT 线性空间 A ： 中，开集族是平移不变的，即若了是开集，则 Vx € X ， 
r - 0：是 开集； 

( ii ) 若 r 是开集，则对是开集，特别地， -r 是 开集； 

( iii ) 开集: T 中的每个点都是 r 的内点. 

证明根据习题3,对固定的 AX + 2 /是 2/的连续函数.开集 r 在此映射下的 
原像是 r - a :; 这证明了 （ i ). 类似可证⑼. 

( iii ) 根据习题3,对固定的 a :， k 是: r 的连续 函数. 故使得 A :: r 在: T 的内部的 
数 A : 构成的集合是 R 的开子集.假设: T 包含原点，则 A : = 0属于此数集.由上可 
知，包含 fc = 0的一个开区间也在此集合中.这意味着对充分小的 A :， fco : 属于 T , 但 
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是这说明了原点是了的一个内点.因为由 （ 1)， T 中的点都可以平移到原点，这证 
明了 （ iii). ° 


13.1 通过线性泛函分离点 

定理 2 LCT 线性空间 X 上的连续线性泛函分离 X 中的点，即若2/和2 是义中 
不同的点，则存在 X 上的连续线性 泛函匕 使得 

%)州). ⑴ 

证明我们构造一个线性泛函分离 y 和不失一般性，我们假设 J / = 0.由 
于 JC 的拓扑是 Hausdorff 的，存在包含 y = 0 但不包含 z 的幵集 T 7 ; 由 LCT 空间 
的定义中的 （ Ui )， 我们可以取 r 为 凸的. 由定理1，0是 r 的内点，故 r 的度规函 
数 PT 是有限的，且 

Vtz e T , Pt ( u ) <1. (2) 

根据第 3 章定理 5 超平面分离定理,存在线性泛函/使得 

e(z) = 1, (3) 

^(x) ^ pt (^ 对所有的 X . ⑷ 

显然，由于 €( y ) =《⑼= 0, £ 分离 y 和 

为完成定理的证明，我们只需再证明/是连续的.首先我们证明每个半空间 
{w： i{w) < c } 是开的.事实上，若属于半空间{切： £(w) < c }, 则开集 

w + rT , r = c — £(w) (5) 

也包含在半空间 { 切: e(w) < c } 中.由 （4), (5) 和 （2), 对: T 中的％ 

£(w -f ru) = i(w) + rt{u) < C(w) + rpr{u) < i(w) + c — t(w) = c , (6) 

这证明了 （5) 中每个点均在半空 间中； 故半空间是开的.类似地，我们可以证明每 
个形如 

{ ti ； : £(w) > d] 

的半空间是开的.为此，我们需要 PT 是一个偶 函数； 这当 T 关于原点对称时成立. 
如有必要，还可以通过把: r 换成 rn (- T ) 来实现这一点. 口 

定理2可以进一步加强为如下定理. 

定理 2' 设 A ： 是 LCT 线性空间 X 中的一个闭凸集， 2 是 X 中不属于尺的一点， 
则存在 X 上的连续线性泛函 A 使得 

VyeiC , e(y) < c , e{z) > c . (7) 

证明证明类似于定理2,唯一不同之处为我们用第3章定理6广义超平面 
分离定理代替了超平面分离定理. 口 


习题4设 K 是 LCT 线性空间 X 中的一个凸集.证明 K 的闭包瓦也是凸的. 



102 第 13 章局部凸空间拓扑和 Krein - Milman 定理 


13.2 Krein-Milman 定理 


我们回忆第1章结尾引入的凸集 K 的板子集的定义，尤其回忆板值点的定义. 
凸集 K 的一个 子集五 称为是 K 的极子集，如果 
- ( i ) E 是非空 凸集； 

( ii ) 若五 中的点 x 可以表示为 凡中点 2/和 z 的凸组合，则2/和 z 都属 于五. 
只包含一个单点的极子集称为板值点. 

习题5 证明极子集的非空交是极子集. 

极子集的基本性质包含在第1章定理7和定理8中.在有限维线性空间中关 
于凸集的基本结果是下述的 Caratheodory 定理： 

R n 中的每个紧凸子集 X 都有极值点，且尺中的每个点可以表示为 # + 1 个 
极值点的凸组合. 

习题6 对 7 V 用归纳法证明 Caratheodory 定理. 

M . G . Krein 和 D . P . Milman 给出了这个结果的一个漂亮且有用 的推广 
定理3 设 X 是一个 LCT 线性 空间， K 炎 X 的一个非空紧凸子集，则 

( i ) K 至少有一个极 值点； 

( ii ) 尺是它 的极值点的集合的凸闭包. 

证明考虑 K 的所有非空的闭极子集构成的集族 { Ej }. 这个集族是非空的， 
因为它包含 K 自身.在此集族中通过集合的包含定义偏序关系.我们断定每个全 
序子集族 { Ej } 有一个下界.此下界是交集 叫 为此，我们必须证明 n 均 是非空 
的闭极子集. 

我们断定全序集 { Ej } 的有限个子集的交非空.这是因为，由于 { E ,} 是全序 
集，集族 { Ej } 中的有限子集的交是此子集中最小的 集合. 为证明 n 尽是非空的， 
我们采用反 证法： 假设交为空，则均的补集的并覆盖了 由于 K 是紧的，有限 
个补集就覆盖了 但这意味着这有限个勾的交是空集，与我们刚才证明的结论 
矛盾.由于是闭集族的交， H 馬是闭的.由习题5,凸集 K 的非空极子集的非空交 
也是 K 的极子集. 

根据 Zorn 引理， K 有一个最小的闭的极子集 E . 我们断定此集合£：只包含一 
个点.若不是这样，则五包含两个不同的点.根据定理2,存在一个连续线性泛函 
e 分离这两个点.由于五是紧的^是连续的且在五上不是常数 J 在五的一个真 
子集 M 上达到最大值.由于£是连续的且五是闭的， M 也是闭的.由于极子集的 
逆象也是极子集（参看第1章推论8')，在凸集 E 上使得连续线性泛函€达到最大 
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值的集合 M 是 E 的极子集.容易证明（根据第1章定理 7 ) 若瓦是 K 的极子集， 
M 是芯 的极子集，则 M 是 K 的极子集.由于 E 是 K 的最小极子集， M 是比五 
小的极子集，这个矛盾说 明了五 不能包含超过一个点.因此最小的集合五只包含 
一个点.这个单点是 K 的一个极值点.这不仅完成了⑴的证明，同时还证明了： 
(10 K 的每个闭的极子集包含一个极 值点. 一 

下面我们证明 （ ii ). 用/^表示 K 的极值点构成的集合 ，見 表示欠 e 的凸包 • 
K 中每个点属于 i ? e 的闭包等价于不属于的闭包中的点也不属于尺 • 根据习 
题4, £的闭包是凸的.因此若 z 不属于此闭包，则根据定理2'，存在连续线性泛 
函'使得 _ 

Vy € K ey t { y ) < c , E ( z ) > c . (8) 

由于 K 是紧的且纟是连续的 J 在 K 的某个闭子集五上达到其在 K 上的最大值. 
根据第1章推论以，五是 K 的极子集•由（0, E 包含 K 的极值点 p . p 属于 K c ， 
从而也 属于元 ，由（8)， Z ( p ) < c . 由构造知 /( p ) = m ^ K £( x ) 且对所有的尺中的 X ， 
e ( x ) < l ( p ) < C . 由⑻知 办）〉 C ， 这证明了 2 不属于 K . □ 

13.3 Stone-Weierstrass 定理 

定理 4 设 5 是一个紧 Hausdorff 空间， C ( S ) A S 上所有实值连续函数构成的集 
合.设 E 是 C ( S ) 的一个子代数.即 
⑴ 五是 C (5) 的线性子 空间； 

( ii ) E 中两个函數的乘积属于五. 

此外，我们还假设 五满足 

( iii ) K 分离 5 中的点，即任给两点 P 和 A P 勞 A 存在 f ^ E 使得 f { p ) / f { q ); 

( iv ) 所有的常數函数属于丑. 

结论在最大值范數下，五在 C ( S ) 中稠密. 

经典的 Weierstrass 定理是上述定理在 S 是 a : 轴上的闭区间，五是 t 的多项 
式的集合时的一个特殊情况，本节给出的经典 Weierstrass 定理的 Stone 推广形式 
的优美证明由 Louis de Branges 得出，它建立在 Krein-Milman 定理的基础上_ 

证明根据第8章定理8生成准则，如果 C ( S ) 上的限制在五上为0的有界 
线性泛函£是零泛函，则 E 在 C (5) 中稠密.根据第8章定理14, Riesz-Kakutani 
表示定理， C ( S ) 上的有界线性泛函形如 

e ( f ) = J s fd ^ 

这里^是带号测度且 p 的全变差= ff 1^1 是有限的.因此我们只需要证明如 
果对£中所有/，仏 / di / = 0,则 i / = 0即可. 
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若不成立，用 [/ 表示作用在 E 上为0且全质量不大于1的带号测度的集合. 
这是一个凸集，且根据第12章定理3的 Alaoglu 定理， f / 在弱•拓扑下是紧的.故 
根据 Krein-Milman 定理，若 （/ 包含一个非零测度，则 V 包含一个非零的极值点， 
记为 / i . 由于 m 是极值点 ， INI = 1.因五是代数，若/和#属于五，则#也属于 
E . 由于 m 零化五中的每个函数，即 

J (/^)d/x = 0, 

因此测度 grf / i 也零化五中的每个函数. 

设 .9 是五上的取值介于0和1之间的 函数: 


VpG 5, 0 < g { p ) < 1. 

记 

a = ll^ll = J 分 |d/x|，6 = ||(1 - g ) fi \\ = J \(1 - ^)|d/z. 

显然， a 和 6 是正的.把它们 相加: 

a -b b — I d|/x| = 1. 

等式 

把 M 表示成为 C / 中点 糾 / a 和 ( l - 9 ) fi / b 的凸组合.由于 /i 为极值点， /i 等于 g ^/ a . 

定义测度 M 的支撑为有具有下述性质的点 p 构成的 集合： 对任意包含 p 的开 
集 M Jn 1咖1 > 0.若 m = 叫 ! a 、 则#在 / x 的支撑内的每一个点的值相等. 

我们断定 M 的支撑只含有一个点.为此，设 p 和 g 属于 M 的支撑， p 笋 a 由于 
E 中的函数分离 S 的点， 存在五 中函数/I使得 h(p) / /j ⑷.对 h 加上一个充分大 
的常数然后再除以另一个大的常数，我们得到一个函数值介于0和1之间的函数 
.9 且 g(p) # g { q ). 这与我们前面的结论矛盾. 

支撑只包含一个点 p 且||川| = 1的测度 H & P 点的单位点质童.因此 

j 恤 = f 、 P) 或 -/(P). 

由于假设常数函数1 属于五 ，对 丑中 / e 1， //d/i # 0,得到 矛盾. 口 

13.4 Choquet 定理 

在局部凸空间中， Carathedory 定理可以进一步推广为如下定理. 

定理 5 设义是 LCT 空间， K 是； T 的非空紧凸子集， K e 的极值点构成的 

集合，则对尺中任意点奴，在的闭包上存在概率测度即满足 
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fTlfx ^ 0j 

的測度，使得在弱意义下，成立 


/ dm 卩 
JK e 

j 一 edm M ; 



⑼ 

( 10 ) 


即对 X 上的每个连续线性泛函 A 

£(u) = j_ /(e)dm u (e). (10’) 

证明每个连续线性泛函彳在紧集 K 上达到最小值和最大值.根据第1章推 
论8，，使得€达到最小值和最大值的点集是 K 的极子集.由定理 3(10, 这些极子 
集包含极值点.因此对 K 中每个 u 和每个连续线性泛函 A 


min £( p ) ^ E { u ) < max £( p ). 


( 11 ) 


对 6 - 6 应用 （11) 可知若6和4在 A ： e 上相等，则它们在也相等.因此^ 
在兄上的 值唯一 确定了 /在欠 中每个 IX 处的值 £( u ). 记^在瓦 e 的限制为/: 

/(g) = %), geK e . (12) 


由于 €( u ) 由/确定，我们有 

^( u ) = u ( f ) (12') 

显然，这是/的一个线性泛函.我们把 （11) 重新写为 

m ii > Kq ) ^ u ( f ) ^ max /(<?)• ( 13 ) 

qeK^ q€^e 

由 （12) 定义的函数/构成的集合 L 是 F e 上的连续函数空间 C ( K e ) &一个 
线性子空间.我们断定由 （120 中定义的线性泛函 u ( f ) 可以从 L 延拓到(7(叉 6 )上 
且保持性质 （13). 事实上，我们可以把函数/ 0 = 0 加到 I 中并定义 u ( fo ) = 1 .由 
第 4 章定理 1， 我们能够把一个正线性泛函延拓到所有函数的空间上且仍为正的. 
由 (13), u { f ) 是正线性泛函，这样的延拓是可 能的； 假设已经延拓完毕 • 

K e 是紧集 A ： 的闭子集，从而也是紧的.由 Riesz-Kaicutani 表示定理（第8章 
定理 14)， C(Ke) 上的有界线性泛函可以表示为 

u ( f ) - J _ / dm . (14) 

因为线性泛函是正的，因此表示测度 m 也是 正的； 由 u (/ 0 ) = 1知 m ( K e ) = 1.把 
(12) 和 （12') 代入 （14)， 我们得到了 （10'). □ 


定理5断定紧凸集火中的每个点 u 可以表示为极值点集合的闭包中的点的 
连续凸组合.闭包的限制是需要的，因为即使在有限维的空间中，极值点的集合也 
未必是闭的.例如在 R 3 中取圆周 x 2 y 2 ^ l y z = 0 以及区间： 


x = 1, j / = 0, — 1 ^2^1 
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的凸包 • 凸包的极值点是 ： x = l,y = 0,2 = ±1,以及圆周 x 2 + y 2 = l y z = 0上除 
了 :r = 1， J/ = 0,2 = 0 以外的所有点. 

习题 7设 v 是 中不属于 的点； 证明 u 可以表示为 

v = J_ edm, 

这里 m 是 F e 上满足 m(v) = 0的概率测度. 

习题 8 由定理 5 推出定理 3 的 （ ii). 

Choquet 给出了定理5的如下推广. 

定理 6 设尺是 LCT 线性空间 X 的非空紧凸子集， 

中任意点 u 在弱意义下可以表示为 

u — I edm u 

Jk . 

这里 m u 是极值点的集合上的一个概率测度. 

证明参看文献 Phelps . 

我们称 （10") 为 Choquet 型表示.在第14章中我们将给出许多凸集的 Choquet 
型表示的例子. 

我们现在给出一个有用的结果.此结果把有限维空间中紧集 S 的凸包的下述 
直观性质推广到 LCT 空间上 去：左 中不属于 S 的点不是极值点. 

定理 7 设 X 是 LCT 线性空间， SIX 的紧子集.如果 5 的凸包的闭 包尺是 
紧的，则 K 中的每个板值点都属于 5. 

证明 设 N 是包含原点的任意开凸集.当 y 取遍 S 时，开集族 {y + 构成 
了 5的一个开 覆盖； 由于 S 是紧的，存在有限个开集讲+ AT(i = 1， • • • ， n ) 覆盖& 

U(2/i + N)DS. (15) 

Z=1 

Si 表示交 （ 2/i + fl 5; 由 (15 )， 

\J Si = S . (16) 

t=l 

记氏 的闭凸包为 Ki . 由于 SidSUcK ' 由于 & 是闭的且假设 K 是 
紧的，每个都是紧的.下面我们需要如下引理. 

引理 8 如果和是 LCT 线性空间 X 中的两个紧凸集，则它们的并的凸包 
是紧的. 

证明由于和 / C 2 是凸的，容易看出它们的并集的凸包由所有如下形式的 
点 构成： 

ayi + (1 — a)y 2 , y\ € y 2 e K 2> 0 < a 彡 1. (17) 


并假设尺可度量化，则 K 

( 10 ") 

□ 
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这些点是三重积 

A：! x K 2 x /, / = [0 T 1] (18) 

在映射 （ 17) 下的象三重积 （ 18) 是紧的，根据 LCT 空间的 定义， 映射 （ 17) 是连续 
的.因此紧集 （ 18) 的象是紧的，这证明了引理 8. □ 

由引理8,我们推出有限个紧集的并的凸包是紧的.对上面定义的紧集我 
们断定它们的并集的凸包（记为 CU[K X U ... U 仏1)包含 

ATC CH[Ki U --- UAT n ]. (19) 

我们注意到&包含况.因此根据 (16), 心 U ... U 包含 A U … U =昃 
根据引理 8,(19) 式右端是紧的从而是闭的.因此它是一个包含 S 的闭凸集.但是 
根据定义，允是包含 S 的最小的闭凸集，因此包含在 CH [ K , U -- UK n \ 这证 
明了 (19). 换言之， A ： 中点是杓中点的凸组合.由于 每个^ 包含在尺中，由极 
值点的定义可知 K 的每个极值点都属 I 1 某个 

由定义，氏包含在 2 A + JV 中.由于 JV 是凸的，氏的凸包在 讲 + JV 中：矣 C Vi + N . 
对任意集合只 ， H + JV 包含 R 的闭包.因为&是犮的闭包， Kidyi 七 N + N = 
Vi + 2N. 因此由％属于 S 知 

⑽ C 5 + 2N. 

我们己经证明了 K 的每个极值点属于某个&，故由上面结果可知 K 的每个极值 
点 p 厲于 S + 2N. 由于 AT 是包含原点的任意开凸集， S 是闭的，所有集合 5 + 2AT 
的交是 S 自身.故的每个极值点 p 都属于 □ 

定理 7 在描述极值点时是非常有用的. 

习题 9 证明：若 5 是 Banach 空间中的紧集，则它的闭凸包是紧的.这对每个 
LCT 空间是否成立？ 

注记 LCT 空间的最重要的例子是具有弱拓扑或弱 • 拓扑的 Banach 空间.另外 
一些重要的例子是广义函数空间.鉴于广义函数理论在偏微分方程理论和调和分 
析中的巨大成功，很自然地想到其他的一些局部凸拓扑有可能扮演类似的富有成果 
的角色.这-•愿望还没有实现. 

在 Diestal 和 Uhl 的书中给出了 Krein-Milman 定理的另外-些应用和推广. 
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在本章中，我们给出凸集和它们的极值点以及在极值点基础上给出的凸集中点 
的 Choquet 型积分表示的例子.在有些例子中，我们直接给出极值点，然后引入局 
部凸拓扑使得相关的凸集是紧的，最后通过 Choquet 定理给出 Choquet 型表示.在 
另外一些例子中， Choquet 型表示直接通过解析的证明得到.然后我们利用这些表 
示去判断集合的极值点.在大多数情况下，表示是唯一的. 

14.1 正线性泛函 

设 Q 是一个紧 Hausdorff 空间， C ( Q ) 是由 Q 上的实值连续函数构成的空间. 
设'是 C ( Q ) 上的一个线性 泛函. 如果对 C ( Q ) 中的所有非负函数/，纟(/) > 0,则 
称/ 是一个 正线性 泛函.从第8章我们知道正线性泛函是有界的.用 P 表示所有 
满足 

^(1) = 1 (1) 

的正线性泛函£构成的集合. 

定理1 P 是一个凸集，其极值点为在每个点 r 处的賦值泛函 e r (r e Q )， 此处 e r 
定义为 

e r (/) = / W - ⑵ 

证明 P 的凸性是显然的.为了证明由 （ 2) 定义的每个 e r 是极值点，假设 

e r = - a)£ t m , £ e P , 0 < a < 1. (3) 

设 / 是 C ( Q ) 中满足 

/( r ) = 0 (4) 

的任意非负函数.把/代入 （3); 由⑵和（4)， 

er (/) = f ( r ) = 0 = am ( f ) + (1 - a )£( f ). 

我们断定 m (/) 和 £(/) 都是0;否则它们中有一个是正的，一个是负的，与/ > 0和 
冬 m 都是正线性泛函矛盾. 

每个连续的函数/可以分解为正部和 负部： 

/ = /+_/-， /f = max {/,0}. 

/ + 和/_都是非负的，且若 /( r ) = 0,则 U ( r ) = /_( r ) = 0. 由此以及前面可知，若 
/( r ) = 0,则= 0,即 m 和€的零空间包含着 e r 的零空间.由于非零 
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线性泛函的零空间的余维数为1，故 《和 m 是的常 数倍； 由于 P 中的所有线性 
泛函满足（1)，故常数为 1. 这证明了 f = m = ，从而〜为极值点. 

现在我们证明 P 的极值点均形如.设/是 C ( Q ) 上的由⑴正规化 的任一 
正线性泛函.根据 Riesz - Kakutani 表示定理，存在 Q 上的非负测度 m 使得对 Q 上 
每个连续函数/， 

£(/)=/ / dm . (5) 

由正规化条件（1)， m ( Q ) = 1;测度 m 由线性泛函 f 唯一确定.我们断定由 （1) 正 
规化的正线性泛函构成的集合的极值点所对应的测度都集中在一个单点上.若不 
是这样，则 m 可以分解为 am ! + (1 - a ) m 2 , 这里 mi 和 m 2 是非负的全质量为1 
的测度且.设 

U(f) = J /dm,, j = 1,2, 

则 e = ae ^( i - aK 2 .若 f 为极值点，则6 A 故/ 可以通过不同的测度 rm 

和 m 2 表示为 （5) 中的形式.这与表示测度的唯一性矛盾.这完成了定理1的证明. 

□ 

我们可以利用公式 （5) 把公式 （2) 形式的重新写为 

£ = j e r dm ( r ), (6) 

这是一个 Choquet 型表示. 

14.2 凸函数 

在本节中我们利用附录5中给出的广义函数理论的记号和结果. 

定义设/是上的实数值函数.如果对任意的&，• K n 和所有的 

o>j ^ 0, a j = 1，均有 

/ ( ajXj^j ^ a jf( x jh ⑺ 

则称/是凸的. 

在此我们只考虑一个变量的凸函数 /. 只需假设 （7) 对如下结论成立：对所有 

的： r ，2， 

f(ax + (1 - a ) z ) < af ( x ) + (1 - a )/( z ), 0 < a ^ 1. (8) 

IS ax + (1 - a)z = y , 容易看出条件 （7) 等价于下面的 条件： 对 : r < 2 / < ^， 

y _ 2 — y 、 ’ 

由 （9) 知每个凸函数是连续的且有右导数和左导数. 

当/ I 趋于0时，二阶差商 





/(x + / i )-2/( x )- f /( x -/ i ) 

/ J 2 (川, 

在广义函数意义下收敛到 /". 由 （9), 差商 （10) 是非 负的； 由于在广义函数意义下 
非负函数的极限是非负的，故由/的凸性知，在广义函数意义下， 

CK /". (11) 

同样可以定义函数在区间上的凸性.注意在一个区间上的凸函数在端点处未 
必连续. 

我们用 C 7 表示区间 [0,1] 上的满足下面条件的凸函数的 集合： 

/(0) -0, /⑴= 1， f ( x ) > 0, 0 ^ X < 1. (12) 

定理2 C 是凸集，其极值点是函數 

f 0， 

e r ( x ) = < x-r (13) 

t 13；，…， 

其中 （Kr < 1，以及 

.. f 0, x < l } 

ei(X) = { 1, x = l . (13) 

证明首先我们证明函数 ey •是 C 的极值点.假设 

e r = a / + (1 - a ) g . (14) 

因为 e r 在 [0, r ] 上为 0, 我们断定/和 p 在 [0， r ] 上都等于 0; 否则根据 （14)， 
/和 g 中一个为负.此与 （12) 矛盾，故 

/( x ) = g ( x ) = 0 (0 < x ^ r ). 

类似地，可以证明在 [ r ， l ] 上，/⑷ 和夕⑷ 都等于 e r ( x ). 若不是这样，则 / Or ) 
和贞: r ) 在某点3/ > r 处有一个大于 e r ( x ); 简短的计算说明这在 z = r ，2 = 1时与 
(9) 矛盾，也就证明了心是极值点. 

设/是[0, 1] 上满足 （12) 的任意凸函数.当 r < 0时，令 /(/•) = 0. 显然，这样 
延拓的/仍是凸函数.设0是 r * > 0时取值为0的测试函数.根据广义函数 
理论， 

J /0 dr = J / 恤， (15) 

其中 ' 表示关于 r 的微分.在0 < z < 1内选择: r 并定义函数心 ㈦ 为 

, ,、 [ x - r , r < X , 

^ (r) = { 0, r ^ x . (16) 

函数^ 是分段线性的且 < = <5 (r - a :). 如果我们能在 （15) 中取 0 = ‘， 则我们将 
会得到 


f(x) = j <l> x [r)f"(r)&r. 


(17) 
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由于么不是 C - 的，我们不能够这样做，但是可以用一列函数托逼近 
么.由于/当 r < 1 时是连续的， （ 15) 式左端趋于 （ 17) 式左端.另一方面，非负的 
广义函数 /" 是一个非负测度，故 （ 15) 式右端趋于 （ 17) 式右端.这在 z < 1 时证 
明了 (17). 利用记号 （ 13) 我们把此重新写为 

f(x) = J e r (ar)(l - r)/" ⑺ dr, x < 1. (18) 

令 : c — 1，我们得到 

m\ — lim f(x) = / (1 — r)/"(r)dr. (18’) 

i J 

由于/是单调递增函数且 /( l ) = 1，故 mi < 1. 我们把 （18) 和 （18') 合在一 


起写为 





f{x) = ^ e r (x)dm(r), 


(19) 

这里， 





当 r < 1 时， m(r) = / (1 — s)f (s)ds, 饥 ⑴=: 
Jo 

L — Ttl \. 

(19，) 


根据式 (19), 测度 m 由凸函数/唯一确定.与 14.1 节中一样，满足条件 （12) 
的凸函数的集合 C 的极值点是那些对应的测度 m 都集中在区间丨0,11中的单个点 
上的函数.这完成了定理2的证明. 口 


我们可以把 （19) 形式地重写为 

f — I Crdm, (20) 

Jo 

这是凸函数的一个 Choquet 型 表示. 

习题1对 n 个变量的凸函数给出与定理2对应的结论. 

习题 2 不利用广义函数理论，直接用 Krein-Milman 定理证明定理 2. 

14.3 完全单调函数 

定义作用在单变量函数上的差分算子 z > a 为 

(D a f)(t) = f(t^a)-f(t). (21) 

Ma>0, D a 把定义在上的函数映为定义在 R + 上的函数. 

定义 R+ 上的实数值函数/称为 是完全单调的 (c.m .)， 如果对所有的> 0 和 
n = 0 ， 1 ，...， 

在 R + 上， (-ir ( n ^ a 7 )/^ 0 . (22) 

下面的结果由 S . Bernstein 得出. 
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定理 3 R + 上每个完全单调函數/都可以表示为 

f ( t ) — f e -A< dm(A), (23) 

Jq 

这里 m 是非负 测度， m ( R + ) < oo . 反之，形如 （23) 的每个函数都是完全单调的 • 
证明为了证明形如 （23) 的函数是完全单调的，我们记 

D a f = / D a e' At dm(A) 

Jo 

= /°°( e- aA - l ) e - At dm ( A ), 

Jo 

则 

(-ir f = l°°U i < 1 - e ' aiA ) e - At dm , 

显然它是非负的. 

为证明直接部分，我们利用 c . m . 函数的以下性质. 

引理 4 

⑴两个 c . m . 函数的和还是 c . m •的 • 

假设/是一个 c . m . 函数，則 

( ii ) /是非 负的； 

( iii ) 对 a > 0, a / 是 c . m . 的； 

( iv ) 对 a > 0, — A »/ 是 c . m . 的； 

( v ) 对 a > 0, T a ( f ) = f(t + a ) 是 c . m •的； 

( vi ) 对 6 > 0, H b ( f ) = f ( bt ) 是 c . ra . 的； 

( vii ) /是不 增的； 

( viii ) / 是凸的 • 

证明 根据 （22) 中刻画 c . m . 函数的算子是线性的这一事实可 知⑴和 
( iii ) 成立 • （ ii ) 即为 （22) 式，对 （22) 分别应用算子 D a 和几并注意到这些算子和 
D a 交换得到 （ iv ) 和 （ v ). 对 （22) 应用 并注意到 

HbD a — D ab - iHb } 

得到 （ vi). 在 （ 22) 式中取 n = 1 得到 (vii), 取 n = 2 得到 (viii). □ 

设 X 为由 R + 上所有的实值函数构成的空间，取 A ： 为所有正规化的 c . m . 函 
数构成的子集，这里正规化是指 

/(0) = 1. (24) 

由引理 4 的 （ i ) 和是凸集. 

引理 5尺的极值点为 


e\(t) = e _At , 0 ^ A < oo, 


(25a) 
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i ( t ) 


0 ， t > 0 , 

1， t = 0. 

证明由引理4的⑼和 （ vii )，' 每个 c . m . 函数是非负的和不增的.由 (24), K 
中每个/满足 

设 e 是 K 的一个极值点，则特别地， 

0 < e { t ) < 1. 

假设对所有的 a >0, 不等式严格 成立： 

0 < e(a) < 1. 

我们定义两个辅助函数如下： 

e(t) _ e(t + a) 

l_e(a 厂 ’ 

e(t + a ) 
e ⑷ 


/ ⑷ 
9(t) 


(25 b ) 

UK 

(26) 

(26 ; ) 

(26") 

(27) 


由引理 4 的 （ iii )、（ iv ) 和 （ v ) 以及 (26"), / 和 夕属于 显然， 

e = (1 - e ⑷)/ + e ( a ) g . (27’) 

根据第 13 章中极值点的定义，由(27 ; ), / = 5 = e . 特别地，由 （27) 这意味着 
对所有的 t 和 fl ， 


e ( t ) e ( a ) == e(t -h a ). (28) 

这个方程的所有连续解都是指数函数.由引理4的 ( viii ), K 中的每个函数/ 
是凸的，从而当 t > 0时是连续的.我们断定 

e ( t ) = e ~ xt . 

由引理4的 ( vii ), A ^ 0. 

对 a > 0, (26") 不成立的情形容易处理.当 e ( a ) = 1时， e =卽；当 e ⑷= 0时 
e = eoo * □ 


下面我们在函数空间 X 上引入使得所有线性泛函 
Mf ) = f ( t )， o^t 

都连续的最弱的拓扑.此拓扑是乘积拓扑 


n 淋 

0<t 

根据 (26), K 中函数/的值介于0与1之间.故 K 是 


(29) 


皿 0 ， 1 ) 


的子集，且根据 Tychonov 定理， n [0,1] 是紧的.因此要证尺是紧的、只需证明 K 
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是闭的.但是这容易证明；对固定的％和满足 （22) 的函数/构成的集合明显 
是闭的.作为这些集合对所有的 七和 t > 0的交集， K 也是闭的. 

我们在引理5中证明了尺的极值点都包含在由 （ 25a) 和 (256) 定义的集合 
{ e x ： 0 《入 < 00 } 中.容易证明，集合 { ex } 是闭的从而包含了极值点集合的闭包. 

现在我们应用第13章定理5中式 （ 10) .当 e 由 （ 25) 给出 ，/由 （ 29 )给出时， 
此公式恰是我们所需要的表示式 （ 23). □ 

一些推论和附注. 

定理6 

(i) 每个完全单调函数是 的； 

(ii) 表示式 （23) 是唯 一的； 

(iii) 由 (25a) 定义的每个 e A (0 < A < oo) 是 K 的极值点. 

证明由于测度 m > 0且 m(K + ) < oo, 我们可以在 （23) 式中在积分号下对亡 
微分; 这证明了⑴. 

对 （ii)， 假设 K 中某个/有两个不同的表示.相减得到 



其中 t ； 是 R 上全质量有限的带号测度.函数 

F ( C )= 厂(入） 

Jo 

在右半平面 ReO 0内是连续的解析函数且在实数轴 （ = t 上为 0. 由此可知 
^(0 = 0,特别地， 

对所有的实数 r ， F ( ir ) = 0. 

F ( ir ) 是测度 dv 的 Fourier 变换.根据 Fourier 变换的唯一性，我们断定 dv = 0,这 
意味着/不存在形如 （23) 的两个不同的表示. 

对 （iii)， 由于 K 是紧的，根据 Krein-Milman 定理， K 至少有一个极值点.由引 
理5,极值点必定是形如由 （25) 给出的这些极值点必定真包含 e 0 和 eoo, 因为 
e 0 和 eoo 的凸组合不包含整个故存在 e A (A /0,oo) 是 K 的极值点.根据引理 
4的 （vi)， 算子把 K 映到 K 中； 由于是 -对- -的线性映射，把 iC 中极值点 
映为 K 中极值点.故若是极值点， 

Hbe x = ex b , b> 0 

也是极值点.这完成了定理 6(iii) 的证明. 口 

我们注意到与 Bernstein 定理类似的结果在 n 维空间上也成立，即对定义在 
上的函数也成立.对上的函数，类似的结果也成立. 
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14.4 Carath6odory 和 Bochner 定理 


定义设 { a n } 是一个斜对称的二重无限的复数列： 

a_ n = a n . (30) 

如果对任意有限个复数 M-N ^ n < 7 V ), 

an - k ^ n^k >0， （31) 

n，k 

则称 { a n } 是正定的. 

下面的结果由 Taeplitz , Carath^odory 和 Herglotz 得出. 

定理7 每个正定序列都可以唯一的表示为 

a n = r e in ^ dm (0), (32) 

J —K 

这里 m 是 S 1 上一个非负的 测度. 反之，每一个形如 (32) 的序列都是正定的. 

证明首先我们证明形如 （32) 的每个序列都是正定的.将 （31) 式左端的 a n „ fc 


替换为 (32)： 


Y.{f /" ，加 ) [ ^2e ind e~ ik9 cf>n^ k dm 

n ， fc J n,k 

= J (^> in v n )(y ， fc )d7 
= f \^2e in6 <f> n \ 2 dm. 


显然上式是非负的. 


下面证明定理的直接部分.我们 断言： 如果 { a n } 是一个正定的序列，则 

对所有的整数 m ，| a m | ^ a 0 (33) 

为此，设0 0 = 1，= 0且其他的么= 0. 代入 （31) 式，由 （30) 式可知，对所有的 

复数0， 


ao 十 o ， m(i> + -f ao|^>| 2 彡 0. 


这证明了 （33). 

根据广义函数理论，由 （33) 可知存在 Fourier 系数为的广义函数 a : 


对任意的函数也 


On = 



e ine ad 6 . 


J ^ad$ = ^^ n a n , 


(34) 

(34，) 


这里也是 4 的 Fourier 系数.由 (33), 上式右端收敛.我们断定 a 是非负的.为 
此,取次数为 W 的任意三角多项式 
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N 

-N 

则 \ qN ( e )\ 2 = E # 么 Ae i ( n — 在 （ 34/ ) 中取妒 = 1伙1 2 .根据 （31)， 

J 和 _ 2 彻 = E dn-k4>n^k ^ 0- ⑽ 

设 9(0) 是 S 1 上的任意 C 00 函数； 用经典的方法容易证 明：在 c °° 拓扑下， g 可以 
用三角多项式 {^ nt } 来逼近.根据广义函数的定义，对所有的 C 00 函数 g ， 当 AT 趋 
于 oo 时， （35) 趋于 

J \ q ( e )\ 2 ad 9^0. (36) 

设是5 1 上任意正的 c °° 函数，则 

<iW = VpW 

是一个 C 7°° 函数； 因此 （36) 意味着对任意正的函数 p ， 

J p (6 )ade ^ 0. (37) 

具有此性质的广义函数 a 称为是非负的.根据广义函数理论中的一个经典结 
果（参看附录 B )， 每个非负的广义函数是一个非负的测度.于是 acW = dm 且公式 
(34) 就是要证的公式 （32). □ 

定理7可以延拓到定义在 Z k ( k 是任意正整数）上的函数 a ; 证明是完全相同 
的. 

注记 Caratheodory 的原始证明利用了他关于有限维空间中凸集的定理.在14,6 
节中我们将会利用正调和函数的理论给出另一个证明. 


习题3用 P 表示所有由 

a 0 = 1 (38) 

正规化的正定序列构成的集合. 

( a ) 证明 P 是所有有界序列构成的空间的一个凸子集.证明在乘积拓扑下 
P 是 的紧子集. 

( b ) 证明 P 的极值点形如 

fln = e ㈣ ， (39) 

并利用第13章定理4推出表示式 （32). 

Caratheodory 定理的一个重要推广由 Bochner 得出 

定义设是 R 上-个斜对称的复数值连续 函数： 

a (— s ) — a ( s ). (40) 

如果对 R 中任意的 5 i , • • • ,« n 和所有复数冷1, . • •、伞 N 、 
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(41) 


则称 a ( s ) 是正定的. 


d(sj — Sk)<l>j<f>k ^ 0 , 


习题4证明条件 （41) 等价于对所有具有紧支撑的复数值连续函数0, 


J J a ( s - t )< p ( s )^( t)dsdt ^ 0. (41’) 

定理8 每个连续的正定函數 a 都可以唯一的表示为 

a ( s )= f e ias dm ⑷， （42) 

JR 

这里 m 是 R 上一个非负的测度, m ( R ) < oo . 反之，形如 (42) 的每一个函數都是正 


定的. 

证明我们首先证明形如 （42) 的每个函数都是正定的.把 （42) 代入 （41/) 左 
端得到 

J J J e i<r(a_t V( s )^(0dsdfd77i(c7) = J \4>{cr)\ 2 dim(a), 

这里$是0的 Fourier 变换.显然，上式右端是非负的. 

为了构造与给定的正定函数对应的测度 m ， 我们采用的方法和离散的情形一 
样.与 （33) 类似，由 （41) 式我们可以推出 


\ a ( s )\ < a (0). (43) 

根据附录 B .5 节，对任意的 A ;， 当 | s | — oo 时，各阶导数 d^{n = 0,1，…）趋于0的 
速度都比 | s |- fc 快的函数/构成的集合是函数的 Schwartz 类 S . S ' 是5的对偶, 
其中的元素称为测试函数.根据 (43), 函数 a 是有 界的； 因此它属于 V . 从而 a 的 
Fourier 逆6也属于 V .对中任意的/， Parseval 关系 

J bf da = J afds (44) 

成立，这里/是/的 Fourier 变换. 

根据习题4, （41') 对所有具有紧支撑的函数0都成立.在 (410 中引入新 


变量 S 使得 s — t = 

r ： 



J J a(r)4>(s)<f>(s — r)dsdr ^ 0. 

(45) 

用/表示卷积： 

/ 0(s)0(5 - r)ds = /(r); 

(46) 

/属于 C- 且具有紧支撑，并且 （45) 可以写为 



j a(r)fdr ^ 0. 

(45，) 


用妒表示 (^的 Fourier 变换；对 （46) 式取 Fourier 变换给出 

I^WI 2 = /W. 


(46，) 
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公式 （ 44) 用 b 和/表示了 （450 的左端；利用表示/的公式 (460, 我们得到 

J b(<x)\il>((j)\ 2 d(T ^ 0. (45 ) 

设 p ( a ) 是 R 上具有紧支撑的任意的非负 C °° 函数，则^ = p 1/2 也是具有紧 
支撑的函数，从而属于孓把 W = p 代入 （ 45 〃)， 对具有紧支撑的非负函 
数，我们得到 

J b(a)p((r)da ^ 0 . 

这样的广义函数 b 称为是非负的.根据附录 B 定理 13, b 是一个非负 测度： 


6(a)d«7 — dm. 

我们断定 m 的全质量是有限的: 




b ( cr)da < oo. 


(47) 


令夕 是任意的具有紧支撑且在 [-1,1] 上等于1的非负 C * 00 函数. 定义 9 n { a ) = 
Wn ). 用/表示 p 的 Fourier 逆，则如的 Fourier 逆是 f n ( s ) = nf ( ns ). 把 / n 代 
入 (44)： 

J b ( a ) g(^^jdG = J a ( s ) nf ( ns ) ds . (48) 

测度 b 和函数#都是非负的，且对 ㈣ < 1， g ( a ) = 1. 因此 （48) 式左端大于 


f b ( a ) da . 
J —n 


(48，) 


另一方面，根据 (43) ， |a(s)| < a(0). 因此 （ 48) 式右端小于 
a ⑼ J n \ f { n 3 )\ds = o(0) J |/(s)|ds, 

一个与 n 无关的数.这证明了积分 （ 48') 对所有的 n 是有界的，从而 （ 47) 成立. 

由 (47), a ( s ) 可以如 （ 42) 中断言的那样， 逐点地 表示为 6 的 Fourier 变 换：对 
每个 s ， 

a ( s ) = J e ia 9 dm . 

形如 （ 42) 的表示的唯一性由 Fourier 变换的唯一性可知. 口 


用尸表示所有由 a (0) = 1正规化的正定函数 a 构成的集合.由定理8知 P 的 
极值点是指数函数是实数).故 （42) 可以看作是正定函数的 Choquet 型表 
示. 

定理8可以很容易地延拓到 n 维的 情形； 参看 Rudin 的书《群上的 Fourier 分 

析》. 

Laurent Schwartz 给出了 Bochner 定理的如下推广. 

定义设 a ( s ) 是 R 上的斜对称的复数 值測试 函数.如果对所有的函数0， 
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J J a(s - t )( f >(8)( l )( t)dsdt ^ 0, 

则称 a ( s ) 是正定的. 

定理 8' 每个正定的测试函数是类 V 中一个非负测度的 Fourier 变换. 
Schwartz 把他的定理延拓到了 R n 的情形 • 


14.5 Krein 的一个定理 


定义设 p 是定义在 R 上的一个实值连续偶 函数： 

p (- t ) = p { t ). 

如果对 IR 上所有实值、连续、具有紧支撑的偶函数么均有 

p(s - t )< f >( s )< f >( t)dsdt ^ 0, 


//: 


(49) 


则称 p 是偶正定的. 

显然，每个形如 （42) 的偶函数具有此性质.这些函数可以写为 

pOO 

p(s) = / coscrsdm ( cr ), dm 彡 0. 

但是这不是所有的偶正定函数.对所有的实数 A 和所有的偶的、具有紧支撑的实 
值连续函数0， 

J J coshA(s - t)<f>(s)<f>(t)dsdt = J e Xs (f)(s)ds J e M <f>(t)dt. 

这证明了 coshAs 是偶正定的.于是 

p(s) = J coshAsdn ( A ) 

也是偶正定的，这里 n 是使得积分对所有的 s 都收敛的任意非负测度. 

类似地， IR 上的一个实数值的偶函数称为是奇正定的，如果 （49) 对所有的实数 
值的、连续的奇函数0均成立.这样的函数有 - coshAs 以及它们的叠加. 

M . G . Krein 证明了下面的结果. 

定理 9 R 上的每个实值、偶、连续的偶正定函數函数 p 都可以唯一的表示为 


p ( s ) = 


coshAsdTi ( A ), 


这里， 


cos < rsdm ( a ) + 

Jo Jo 

和 n 是非负 测度. 类似地，每个奇正定函数可以表示为 

fOO fOO 

cosh 入 sdn ( A ), 


q 、 s ) = j cosasdm ( s ) — 

由此容易推出以下定理. 

定理 9/ 用 F 表示所有由 p (0) 

个凸集，其极值点是 


正规化的偶正定函数构成的集合，则 P 是一 


coscts, cr 彡 0和 cosh As , A ^ 0. 
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证明见参考文献 Krein. 


14.6 正调和函数 


在 11.6 节， 我们证明了在单位圆盘上定义的正调和函数 /I 可以通过 Poisson 
公式唯一的表示为 

Mrelx) = 八一 2— % 一 … 产⑷， 

这里 m 是一个非负测度. 

容易验证，对 r < 1， Poisson 核有下面的 Fourier 展开： 

(50) 

1-7 * 2 - 
l-2rcosA + r2 ^ 

(51) 

代入 （ 50) 得到的 Fourier 展开： 

h(re ix ) = y^ber^e iex , 

这里 

(52) 

bi = j e~ ii6 dm(0). 

(52，) 


我们下面证明如何由 （50) 推出定理7 Caratheodory 定理； 这个证明由 
Herglotz 得出.设 { a ^} 是在 （31) 式意义下正定的序列.由（3 3 )知，序列 {«„} 
是有界的.因此级数 


k(re^ x ) = a ^ r Kt e ^x 

一 OO 

(53) 

当 r < 1时收敛，当 r < 1 - 5时一致收敛.显然， A : 是 x 和 y 

的调和函数，这里 

x^iy = re^ 属于单位圆盘.我们断定 A : 是正的.为此，我们在 （31) 式左端引入新 
变量 n - A : =彳.我们得到 

£ n 

我们想选取 {d> n } 使得对所有£以及 r * < 1，给定的 X ，有 

(53') 

E ^0 n -/ = r 1£ ' e ^. 

n 

为满足（54)，我们在 （54) 两端乘以 e _ 的并对彳 求和.我们得到 

(54) 

e n t 

上式左端可以写为 

(54，) 
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根据 (51), 上式右端是正的 Poisson 核.因此我们可以取 

/ 1 — 2 \ 1/2 

. (55) 

这样选取的 {< pn } 满足 (540, 从而 （ 54) 式成立.把 （ 54) 代入 （ 53') 说明当 r < 1 时 
fc ( re ^) 是正的. 

一旦证明了 A : 是正的，我们可以应用第11章定理 6( Herglotz - Riesz 定理)，得 
到 A : 的形如 （50) 的一个表示.正如上面所证明的，这又给出了 A : 的 Fourier 展幵式 
中的系数 q 的公式 （ 520. 这正是我们所要证明的公式 （ 32). 口 


用 H 表示开单位圆盘上的实值调和函数构成的线性空间.用 P 表示由 

h (0) = 1 (56) 

正规化的正调和函数构成的子集.显然， P 凫 H 的凸子集.与我们在本章前面 
的证明一样，根据表示 （50) 中测度的唯一性， P 的所有极值点形如 

^= 1 _ 2r | x '_ r 0)+r 2 - (耵) 

这证明了正调和函数的 Herglotz-Riesz 表示是一个 Choquet 型表示. 

习题5设//上的拓扑是使得所有线性泛函 

h —*■ h ( z) y \ z \ < 1 (58) 

连续的最弱的拓扑.证明上面定义的凸集 P 在此拓扑下是紧的.（提示：利用正调 
和函数的 Harnack 定理). 


14.7 Hamburger 矩问题 

设 ao ， ai ， … ， a n ， …是一列实数.如果对任意有限个实数 4n(n = 0,1, • • • ,N), 


〉 : a n+k^n^k ^ 
n、k 

则称实数列 ao ， ai ,. • •在 Hankel 意义下 是正的 (// 正的). 
设 m 是 R 上的各阶矩都有限的一个非负 测度： 

J t 2 n dm(t) 

定义 


< 


0 , 1 , 2 ,- 


ae = j £ = 0 , 1 , 


(59) 

(60) 

(61) 


由于 
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⑽ = J ^2 tn+k ^ kdm ^ = 

n，fc n t k 

序列{似}是 // 正的 • 相反地, Hamburger 证明了以下定理. 

定理 10 每个 H 正的序列 { a „} 都可以表示成 （61) 的形式. 

此定理的证明见第33章.一个有趣的事实是既存在只有一种形如 （61) 的表示 
的 H 正序列，也存在有多种不同表示的 H 正序列.在关于自伴算子的第33章中 
会解释这种现象. 

用丑 0 表示所有由 a 0 = 1正规化的 H 正的序列.由定理10, // 0 的每个极值 
点 e 形如 

efc ⑷ — t k , k e Z 是 实数. （63) 

不难证明相反的结论，每个形如 （63) 的序列 eit ⑴是执的极值点.故 （61) 是集合 
/ fc 的一个 Choquet 型表示. 

下面是一个 Hankel 正序列的例子. 

在 （61) 中取 

dm ⑷ 

~~dT = 


( t s ~ l , 0 < i ^ 1,(5 > 0, 
1 0， 其他 


/ (E^-) d _)> 0 ， （ 62 ) 


则 

于是对所有的实数 € n ， 





+ fc + 6 


我们注意到定理10在多于-个变量的情形时不成立. 


(65) 


14.8 G. Birkhoff 猜测 

定义如果 nxn 矩阵 S = 满足 

(i) 5 的所有表值都是非负的，即 

s i： , ^ 0. (66) 

(ii) S 的所有行和与列和都等于1，对所有的 i 和 j, 分别有 

s ij = 1 ， s ij = 1’ （66’) 

3 i 

则称 S 是一个双随机矩阵.显然，所有的双随机矩阵构成的集合 D 是] R " 2 中的一 
个凸集. 
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n 个对象的一个置换 p 是从 { l ，2，...， n } 到自身上的一对一的 映射. 对应的置 
换矩阵 P 定义为 


Pij = 



3 = 夕⑷， 
3 7^ P(0. 


显然，置换矩阵 P 的每行和每列恰好只有一个表值为1,其余的表值全为 0. 这说 
明 P 是双随机的，即 P e 我们断言每个 P 都是集合 D 的一个极 值点. 为此， 


假设 P 是一个区间的中点，此区间的两个端点 


P±Q 

均属于 D . 显然，由（明）知，若阳= 0,则抝= 0,由（邮）知，若 Pij = 1，则 
gij =0. 由于 P 的表值或为1或为0,故 Q = 0. 这证明了 P 为极值点 • 

相反地， D . K 6 nig 和 G . Birkhoff 证明了 D 的所有板值点都是置换矩阵 P . 

习题6 证明 Konig-BirkhofF 定理. 


根据 Carathedory 定理，所有的双随机矩阵是置换矩阵的凸组合.但是表示一 
般不是唯一的. 

定义如果一个 nxn 矩阵 5 = ( 0 ^) 分别对所有的 i 和 j 满足 

( i ) 5的所有表值是非负的，即 

8 ij > 0. (67) 

( ii ) S 的所有行和与列和都不大于1，即 

^ 1, ^>“1 (670 

则称 S 是双次随机矩阵. 

我们用 A ) 表示所有的双次随机矩阵构成的集合.显然， A ) 是包含 D 的一个 
凸集.如果矩阵 P 0 的表值全部为0或1,且每行和每列至多只有一个表值为1，则 
称是一个次置换矩阵.每个 Po 属于 A ). 上面每个 P 是 D 的极值点的证明 
可以用来证明每个 Po 都是的极值点.相反地，有以下结论. 

习题7证明的每个极值点都是一个次置换矩阵 P 0 . 

现在考虑无穷矩阵 S = ( S 0 ), ij 6 Z + . 与 x n 的情形类似，可以给出双随 
机、双次随机、置换和次置换矩阵的定义.用 X 表示表值是实数且行与列均有一 
致有界的户 范数： 


SU P I < OO ， supy '|5 <J | < oo 


的矩阵 S 构成的线性空间. 


( 68 ) 
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我们首先讨论双次随机矩 阵设尤 的拓扑是使得把矩阵沒映为它的第0个 
分量的线性泛函 

= 8 ij (仰) 

都连续的最弱的拓扑. 

由第13章习题3,在 X 上连续的线性泛函都是心的有限线性组合. 

定理11 

( i ) 由所有双次随机矩阵构成的凸集 Do 的极值点是所有次置换矩阵构成的 
集合 { Po }. 

( ii ) D 0 在由泛函 （69) 引入的拓扑下是 {Po} 的凸闭包. 

证明我们首先证明 （ ii ) 成立.若不是这样，则存在双次随机矩阵 Z 不属于 
P 0 的凸闭包.根据第13章定理2'，存在连续线性泛函彳使得 

e ( Z ) > c , (70) 

但是对 {Pq} 的闭凸包中的所有 r, 

玖 TK C. (71) 

特别地，我们可以取: T 是任意的次置换矩阵 P 0: 

e(Po) <： C. (71') 

在使得 （69) 中的泛函~连续的最弱的拓扑下,连续线性泛函 < 是~的有限线性 
组合： 


(72) 

i ， J<n 

用表示由次随机矩阵 S 到它的前 n 行和前 n 列的交构成的 nxn 矩阵的投 
影.显然，是一个 nxn 的双次随机矩阵.于是由 （69) 和 (72), 对任意的民 

e ( s ) = e ( S n ). (73) 

用 Z „ 表示 Z 的投影.在前面我们注意到双次随机 nxn 矩阵构成的集合的极值 
点是 n x 71次置换矩阵.由 Carath 4 odory 定理可知，紧凸集上的连续线性泛函在它 
的一个极值点上达到最大值.我们有 

e ( Z n )^ sup £( P n \ (74) 

这里是一个 nxn 次置换矩阵.这4的是一个只有前 n 行和前 n 列的元 
素非零的无穷阶的次置换矩阵 Po 的投影.根据（73)， 

e ( P n ) = f ( Po ) 且 e ( z n ) = i ( Z ). (75) 

结合 （74) 和(75)，我们得到 

£( Z ) < sup ^( Po )- 

上式与 (710 式一起说明 （70) 式不可能成°立.因此队中的每个 Z 属于{^}的 
凸包的闭. 
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相反地，为了证明 { Po } 的凸闭包中的点属于 A ), 我们把判断属于 A ) 的准则 
(67) 和 （67') 重新写为：对所有的正整数 n ， 

^ 0, (76) 

j<n i<n 

根据拓扑的定义，泛函 （ 76) 和 （760 是连续的，且由于这些不等式在 { Po } 的 
凸包上面成立，故在 { Po } 的闭凸包上也成立.这完成了⑼的证明 • 

( i ) 的证明基于第13章定理6:此定理说明若 S 和 S 的凸闭包都是紧的，则 
S 的凸闭包的极值点都在 S 中.为了对 S = { Po } 应用此定理，我们必须验证 A ) 
和 { Po } 是紧集.为此，注意到我们引入的拓扑是乘积 拓扑： 

Do 中元素 S 的表值在[0, 1] 中，故 D 0 是 

III 0 ， 1 ] 

的子集.根据 Tychonov 定理，这是一个 紧集. 我们在⑻中已经证明了 A ) 是闭 
集; 作为紧集的闭子集， D 0 是紧的. 

类似地，为证 { Po } 是紧的，只需证明这个集合是闭的.矩阵 Po 由不等式（ 76 ') 
和 

史 ij[S) € {o, 1} 

刻画.这些集合都是闭的，因此它们的交 { Po } 也是闭的. 

现在我们应用第13章定理 6. 此定理说明对紧集 { P 0 }, 若其闭凸包 A ) 也是 
紧的，则闭凸包 A ) 的极值点也属于紧集 { P 0 }. 这完成了定理11⑴的证明. □ 

定理12 

⑴双随机无穷矩阵构成的集合 D 的每个极值点都是一个置换矩阵 P . 
⑻设 心由（ 69 )定义且 

s tj> = ^ s ij- 

3 i 

在使得线性泛函 和衫 连续的最弱的拓扑下， D 是置换矩阵所构成 
的集合 { P } 的凸闭包. 

证明 ( i ) 我们首先证明 D 是 Do 的一个极子集.假设 

= aT 1 + 6 H ， T 1 和 i ? 属于 Do，a H - 6 = 1, 0 < a , 0 < 6. 

写出两边的行和与列和. • 

5Z = a + b r ij， Sij = a 6 Ti 含 . 
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由于 S 属于 A 因此左端的和为 1; 又由于 r 和 H 属于 A )， 故右端的和不大于 1. 
由于两端相等，右端的两个和必须等于 1. 这意味着 r 和丑 属于 D ， 从而 D 是 A ) 
的极子集. 

在第1章定理7中我们注意到凸集的极子集具有传递性.故 D 的极值点五 
是 A ) 的一个极值点.根据定理 ll ( ii ), Do 的所有极值点都是次置换矩阵/ V 因此 
E = P 0 . 由于五属于 A 故五不是一个次置换矩阵而是一个真的置换矩阵 

这完成了定理12⑴的 证明； （ ii ) 可以按照定理 ll ( ii ) 的思路给出证明.注意到 
因为 D 不是闭的，从而不是紧的，故 （ ii ) 不能应用 Krein - Milman 定理证明. 

Garrett Birkhoff 猜测定理12是正确的.上述定理及其证明由 Kiefer 和 Kendall 
得出；具体可参考 D . G . Kendall . □ 

14.9 De Finetti 定理 

在概率论中，我们考虑一个样本空间 a 其上有一个给定的^代数 E . I ：中 
的集合表示了所有可能发生的 事件； I ：上的概率测度表示了事件发生的可能性.事 
件发生的无穷序列表示为直积 ZxQ.ZxQ 中的事件形成了包含所有柱面集的最 
小的 a 代数，柱面集是形如积集 UEj 的集合，这里馬属于 a 代数 X ：且除了有 
限个马外，其余的都是全空间 a 

ZxQ 的柱面集上的概率测度 m 称为 置换不变的， 如果对所有的柱面集， 
m (n 马 ） = m (ri £ p(j)); 

这里是指标的一个置换，满足除了有限个 j 外均有 p ( j )= j . 

ZxQ 上的置换不变的概率测度构成的集合是一个 凸集， 这里测度的凸组合的 
定义是平凡的. 

n 的 a 代数 E 上的概率测度 m 导出了 Z x n 的柱面集上的乘积 測度： 
m (n 勾 ） = 

由于除了有限个尽外其余的马均为 n ， 上式右端中除了有限个数外全为1.显 
然，由 n 上的测度 m 诱导出的 Z x Q 上的乘积测度是置换不变的. 

De Finetti 证明了如下重要结果. 

定理13 

( i ) ZxQ 上的置换不变的概率测度构成的集合的极值点是乘积测度. 

( ii ) Zxn 上的置换不变的測度可以唯一地表示成乘积測度上的一个积分. 
显然，这是一个 Choquet 型结果.证明参看文献 de Finetti 或任何概率论的髙 

等教程. 
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14.10 保测映射 


在本节中，设 n 表示一个紧度量空间， t 是从 n 到 n 上的同胚.可以证明：在 
的 Borel 子集构成的集合上至少存在一个在了作用下不变的概率 测度. 这种测 
度有可能有很多.所有在 r 作用下不变的概率测度构成了一个凸集 . John Oxtoby 
的下述结果刻画了这个集合的结构 • 


定理14 

⑴在了作 用下不变的概率测度构成的凸集的极值点是使得 r 遍历的测度 • 
( ii ) 每个: T 作用不变的测度可以表示成遍历测度上的一个积分.这个表示是 
唯一的. 

证明我们给出⑴的证明大概.首先给出遍历的 定义： 一个映射 了关于 上 
的测度 m 是遍历的，如果 Q 不能够分解成两部分的并 •• 


H = f2i U f22» 


其中 fh 和％的测度均为正的， 

m ( Qi ) > 0 , 771(^2) > 0 , 

且％和％在了作用下不变. 

下面假设 m 在: T 作用下不变但 r 关于测度 m 不是遍历的.此时存在 n 的 
满足上述性质的分解.定义测度 mi 和 m 2 分别为 m 在^和％上的限制，即对 


任意 Borel 集5, 


m !(5) = 


m (5 nQi ) 

m(Cli) 


7712 ( 5 ) = 


771(5 fl 1^2) 


显然，和 m 2 是概率测度，且它们在： r 作用下不变 . m 是它们的一个凸 组合: 


m = + m(n2)m2. 

由于 rm # m 2 , 这说明若 m 不是遍历的，则 m 不是极值点. 

相反地，我们证明如果 m 不是极值点，则 m 不是遍历的.假设 


m = ami + (1 — a ) m2 ，0 < a < 1, mi ^ m2 . 

首先考 虑 rm 关于 m 2 绝对连续的情形.根据 Radon-Nikodym 定理， 
mi = fm 2 , / 非负且属于 L 1 ( rri2 ). 

由于771!和7712在了下都是不变的，/也是了作用不变的.由于# 7712, / ^ 1； 
因此存在正数 c 使得集合％ = { u ;\ f ( cj ) > c } 和％ = { cj \ f ( uj ) ^ c } 均有正 的 m 2 
测度.由于 / 是： T 不变的, r 把^和％分别映到自身上. 

把 mi = fm 2 代入 m — ami + (1 - a ) m 2 得到 
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m = [af + 1 — a ] m2 - 

由此％和 Q 2 均有正的 m 测度； 这证明了 r 关于 m 不是遍历的. 

当 rm 关于爪 2 不是遍历时的证明同样简单.此时，存在集合五， m 2 ( E ) = 0 但 
是 m \( E ) > 0.用 s 表示数 

s — sup m \( E ). 

1712(^)==0 

设 E n 是一个最大化序列： 

lim m \{ E n ) = s , 7712 ( 五 n ) = 0. 

用 F 表示 E n 的并. 显然 n = s , m 2 ( F ) = 0. 由此可知 F 是了作用不 变的; 
若不这样，则集合（尸 U 7 T ) 的叫测度比 m ( F ) = s X 但是其测度为0,这与 
s 的定义矛盾. 

我们断定在分解 n = FU 中， F 和均有正的 m 测度.这是因为，利用 
m 是 m ! 和 m 2 的凸组合，我们得到 

m { F ) ^ am \( F ) = as 
和 

m ( F C ) ^ (1 - £1)7712(/^) = 1 — 0 . 

这说明 T 关于 m 不是遍历的. 

(ii) 的证明参考 Oxtoby 的论文. 口 

注记 H. Hauptman 和 JL Karle 在 1986 年获得 Nobel 物理学奖时，他们关于 X 
射线结晶体的工作的关键之处利用了 Toeplitz 关于正测度的 Fourier 系数的刻画 
(32). 


历史注记 Denes Konig (1884 —1944)， Budapest 理工大学教授，是图论的鼻祖.他 
阐述了许多基本的概念，并在1936年写了图论的第一本书.他利用图论的理论给 
出了 Birkoff - Kdnif 定理的证明.伟大的匈牙利图论学派是他留给后人的财富. 

K 6 nig 负责髙中学生的 Edtvds 数学竞赛.他对许多有潜力的青年数学家，包括 
本书的作者，都非常和蔼并给予他们很多支持. 

当德国军队在1944年占领匈牙利并扶植匈牙利纳粹上台时， Konig 意识到将 
会发生什么，进而跳窗自杀. 
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第 15 章有界线性映射 


在第2章中，我们研究了从一个线性空间到另一个线性空间的线性映射 M 的 
一些初步性质.在这里，我们对线性空间和线性映射构成的集合赋以拓扑结构.线 
性映射也称为 线性算子或线性变换 • 


15.1 有界性和连续性 

定义设 X 和 r 是两个 Banach 空间.如果线性映射（实际上任意映射都可以） 

M X 

把收敛序列映成收敛序列，即 

x n -*x 蕴含 Mx n — Afx , (1) 

则称 M 是连续的.这里的收敛分别是指在 X 和 t / 的范数意义下收敛. 

定义设 M: X - 是从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 C7 的线性 映射. 如果 
存在常数 c , 使得 Vor e X ， 

| Afx | < c | x |, (2) 

则称 Af 是有界的. 

定理 1 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 1/ 的线性映射 M : X U 是连续的， 
当且仅当它有界的. 

证明容易证明有界线性映射是连续的，甚至是 Lipschitz 连续的. 

相反地，若 M 不是有界的，由 （2) 知，对常数 c = n ， 存在々使得 （2) 不成立 •• 

| Mx n | > n | x n |. 

正规化〜使得|〜| = 1/ v ^； x n 趋于0但是 Mx n 不趋于 0. 明显地，⑴不成立， 
即 M 是不连续的. 口 

讀 

假设 M 作用和映入的空间 X 和 C / 只是賦范线性空间，不是完备的，并假设 
M 在 （2) 意义下是连续的，则根据连续性， M 可以延拓为从 X 的完备化到 C 7 的完 
备化的一个有界映射. 这一 事实简单而且重要，因为大多数有意义的映射都是用上 
面的方式构造得 到的： 首先在一个不完备的空间上定义，然后再延拓到完备化空间 
上去.由光滑函数构成的空间通常都是不完备的，而完备的空间由不太光滑的函数 
甚至是一点也不光滑的函数构成. 
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定义设 M : X — f / 是从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 C / 的有界线性映射•其 


范数定义为 


| Af | = sup 

x^O 


|Afx| 


记为 | M ). 显然，对 X 中任意的: c ，（2) 对 c = | M 1 成立: 


|Afx| ^ |M]|x|. 

同样， | M 1 是使得 （2) 对 X 中所有的 I 都成立的最小的常数 c . 


⑶ 


( 2 ') 

(3) 式的一个有用 


的重新描述是 

\ M \ = sup \ Mx \. 

I^l=i 

定理2 有界线性映射 M 的范數 | M ] 具有下述性质： 

( i ) 齐性，对任意的数 a (实数或复教 )， |aMl = | a || Ml ； 

( ii ) 正性， | M ] 彡0, | M | =0当且仅当 M =0; 

( iii ) 次可加性， | M + 和 < | Ai ] + 

证明性质⑴和 （ ii ) 是明显的. 


(3，) 


□ 


习题1证明性质 （ iii ). 


定义从 Banach 空间 X 到 Banach 空间的所有有界线性映射构成的集合记为 

C(X,U). 

定理3 £( X , U ) 在范數 （3) 下是一个 Banach 空间_ 

证明定理2中性质 （ i )，（ ii ) 和 （ iii ) 说明 C ( X , U ) 在范数 （3) 下是一个陚范 
线性空间.余下的是证明 C ( X y U ) 的完备性. 

设 { M „} 是 C ( X ， U ) 中的一个 Cauchy 列： 

lim \ M n - M k \=0. (4) 

n , fc—oo 

由⑷知，对 X 中任意的: r ， 

lim \ M n x - Mkx \ = 0. (4') 

n , fc_*oo 

这证明了 { M n ： r } 是 <7中的 Cauchy 列；由于是完备的，极限 lira M n x - u 存在. 
我们定义映射 M 为 = 显然， M 是线性的.根据范数的定义， 

\ M n - Ai ] = sup \ M n x - Mx \ = sup lim \ M n x — Mkx \ ^ sup \ M n - Mjt |. 

| x|=l 1*1=1 fc —°° Tt<k 

由⑷知， \ M n - M \^ 0. □ 

当线性映射 M ： X ^ U 的目标空间 c / 是一维的，即 a 同构于 1 R 或者 C 时， 
有界线性映射是有界线性泛函， /：( X ， ⑺是 X 的对偶空间 X '. 

我们回忆第2章中引入的线性映射 M . X ^ U 的零空间 iV M 的 概念； 它由 X 
中被 M 映为0的所有点 a : 构成： 

Nm = {x ^ X : Afx = 0}. 


⑹ 
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定理4设 X 和 f ； 是賦范线性空间， M . X ^ U 是一个有界线性映射. 

( i ) M 的零空间 N M 先 X 的闭线性子 空间； 

( ii ) 当被看作映射 

Mo : X/N m U 
{ x } —+ Mx 

0 t , M 是一对一的，有界的且 | M 0 卜 \ M \. Mo 的值域和 M 的值域 相同. 
证明⑴ N M ㈣ 中集合⑼在 X 中的逆象.由于 {0} 是闭集且 M 是连 
续的，是闭的. 

( ii ) 若:^ - a : 2 € 则々和吻在 mod 的同一个等价类内.根据⑻和 

线性， Mx l = Mx 2 \ 因此映射 Mo 是良定义的.在第5章中商空间 X/N 中的范数 
定义为 


\{^}\ = | y |. (6) 

y^x moa/v 

根据第 5 章定理1，是闭的，从而1仁}|是 X / N m 上的范数.利用映射的范数 
的定义 （3) 和一些显然的运算，我们有 


\M] 


sup 
1*1 邦 


\Mx\ 

W 


sup sup 

{ x >#0 »sx 


\Mx\ 


sup 


\Mx\ 


M { ；^ 0 inf |2/| 


sup 


叫 }1 

|{ 怎 }| 


\M 0 \. 


□ 


设 X 和是赋范线性空间，我们定义有界线性映射 M -. X - U 的转置.令/ 
为 u 的对偶 a 中 的点； 即€是上的有界线性泛函.复合 e ( Mx ) 是线性的且为 
a ： 的有界泛函： 


£( Mx ) =⑽. 

⑺ 

线性泛函《 e 线性的依赖于 A 



(70 

从： U ，— JT 称为是 M 的转置. 



有界线性算子的转置是矩阵转置在无穷维情形下的 推广； 它是一个有广泛用途 
的概念.在研究和应用转置时，为方便起见，我们用圆括号表示线性泛函的 作用： 


f(w) = («,£), ((x) = (x,(), 

xr 在此记号下，关系式⑺和 （7') 可以重新写为 
(MM) = (xW). (8) 

在第8章中（参看定理*赋范线性空间 y 的子空间只的零化子定义为 
v 中在丑上限制为0的有界线性泛函£构成的子空间.类似地，对； r 的任意子 
集 S ， 我们定义 Si 是由 X 中被 S 的任意元素《作用都为0的向量构成的集合. 
显然，•是 AT 的闭线性子空间.转置的基本性质总结如下. 

定理5 

⑴有界线性算子 M 的 转置从 是有界的且 
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\M\ = | A /|; ⑼ 

( ii ) M 的零空间是 M 的值城的零化子， 

N M r = ^ ； ( 10 ) 

( iii ) Af 的零空间是 A / 的值域的零化子， 

―丑 itr ; (11) 

(iv) (M-f iV) / = ^ + ^ - 
证明 对从 应用⑻， 

lA^I = sup \1^£\. (12) 

|<|=i 

XZ 中 < 的范数定义为 

|?| = sup |( x , OI - ⑽ 

1*1=1 

把 《 = 奶 代入 （13) 并结合 (12), 利用 （8) 得到 

| Af | = sup sup |( x , Af ^)| = sup \(Mx t £)\. (12 , ) 

|/|=11*|—1 |^| = l = | x | 

根据第 8 章定理6, Vu e t /， 

卜 I = max |( w ，€)|. (14) 

l , l=i 

在 (120 右端我们首先对彳取最大值.应用 （14) 以及 u = Mr ， 我们得到 

| = sup | Mx |, 
l * l=i 

根据(3')，这等于 | M 1; 这证明了⑼. 

为证明（10)，我们注意到对 Vx £X^ie a ^， ⑻式右端为 o . 因此左端也为 
0;这证明了 N m > C Rif. 相反地,若£在 M 的值域上作用为0,则对每个: r ，（8) 式 
左端为 0. 因此右端也为0,这只能是= 0,由此证明了 N m > 3 R^. 因此 （10) 
成立. 

为证 (11), 我们注意到当: r 属于 M 的零空间时， （8) 式左端为 0. 这说明了 
N M 中的每个 a ; 属于 《=： (W € tn 的零空间.相反地，若 x 属于所有的这样 
的之的零空间，则 （8) 右端对 V 中的所有/均为 0. 于是左端也为0;这只能是 
Mx = u = 0,即 a : 属于 JVm . 这证明了 (11). 

( iv ) 是显然的. □ 

习题 2 设；(：和 C / 是 Banach 空间， C / 是自反的.设 Af : X — C 7 是有界线性映 
射.若是 X 中弱收敛到 x 的序列，则 Mx n 弱收敛到 Me . 

习题 3设了是 X — 的恒等映射.证明 f 是X， — X 1 的恒等映射. 

在 Hilbert 空间中，转置的概念替换为伴随，定义与⑻类似并记为星号： 
(Mx,y) = ( X ， ATy ). 

对矩阵而言，伴随是矩阵的共轭转置. 


习题 4 证明定理 5 对伴随运算也成立. 
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15.2 强拓扑和弱拓扑 


从 X 到 C 7 的线性映射的范数定义了 C ( X , U ) 上的一个距离拓扑，有时称为一 
致拓扑，以区别于下面的两个非常有用而且重要的拓扑 • 

定义 C ( X , U ) 上的强拓扑是使得从/：到 L 的所有形如 M^Mx 的线性映射 
连续的最弱的拓扑，这里: r 是 X 中任意的点 • 

定义 C ( X , U ) 上的弱拓扑是使得所有形如 M — 的线性泛函连续的最 

弱的拓扑，这里 x 是 X 中任意的点，€是 K 中任意的点. 

习题5 设 X 和 C / 是 Banach 空间，在 C 、 X 、 U l ) 上定义弱 • 拓扑. 证明存在一个 
从 €( X ， C /0 到 AW ) 的自然的一一对应且此对应在弱*拓扑下是连续的. 

同样重要的是对应的序列收敛的概念. 


定义设； C 和 [/ 是 Banach 空间， { M n } 是 X — t ； 的一列有界线性映射.如果对 


yxex, 

s — lim M n x 

都存在，则称 { M n } 是强收 敛的. n ^°° 
如果对 Va : e X , 


(15) 


w — lim M ri x 

n—oo 


(15') 


都存在，则称 { M n } 是弱收敛的. 

容易证明并留作 习题： 强收敛或弱收敛的有界线性映射列都有极限 M ， 即 （15) 
和 (15 7 ) 等于 Mx . 我们把这些关系分别记为 s - limM „ = M 和 tu - lim Af „ = M . 


习题6 证明： 若则当； i ： 自反时， u ; - limACsA /. (提示：利 
用弱收敛的定义；参看下面的 （18) 式). 


这样的结论对强收敛不 成立; 取 X 和 C / 都是由向量 

* = (ai,a 2 ,-**) > ll*l | 2 = < 00 

构成的 Hilbert 空间£ 2 (参看第6章).定义 M „ 为 

A^ n X — (Ori) 0,0, . * *)• 

容易证明 S - limAfn = 0. 由于 f 2 是一个 Hilbert 空间，是自对偶的；取€ = 
( H .); 关系式 ( M n x y £) = a n 6 i = ( x , Ar n l ) 说明 M n t = (0,…，匕 ，…) .显 
然 ， s - lim M ! n t 不存在，除非6: = 0. 

这些概念的重要性在于有意义的映射经常是（我们忍不住说通常是）逼近映射 
列的一致极限、强极限或弱极限.下面的结果既平凡又重要，而且一直在被使用. 
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定理6 设 A ■和 C/ 是 Banach 空间， Mn 是/ — > C / 的一列范數一致有界的线性 
映射： 

对所有的 n, |Af n | < c . (16) 

进一步假设对 A ： 中的一个稠密子集中的: r ， 

s — lini M n x 

都存在，则 { M n } 强收敛，即对 X 中所有的: r , 强极限 s - limM # 存在. 

习题7 

(a) 证明定理 6; 

( b ) 叙述并证明与弱收敛对应的类似定理. 


15.3 —致有界原理 

一致有界性对证明强收敛或弱收敛不仅方便，而且是必要的. 

定理7 设 X 和卩是 Banach 空间， M v :叉 — C 7 是一族有界线性映射，对 X 中 
的每个 a : 和 C 7' 中每个冬 ( M v x ,£) 以一个只依赖于 a : 和€的常數 c (®，^) 为界： 

对所有的 M v , \{ M v x ,(>)\ ^ c ( xj ). (17) 

断言 { M v } —致有界，即( I 6 )成立. 

证明我们利用第10章定理4, 一致有界原 理：若 { u v } 是赋范线性空间 C / 
中的一族点，满足对 CT 中的每个线性泛函€， \ i { u v )\ ^ c ( i ) 对所有的^成立，则存 
在常数 c 使得 | tx v | < C .对％ = M v x 应用此结果，我们断定对所有的％存在常数 
c ( x ) 使得 

\m v (x)\ ^ c(xy (ir) 

再应用第10章定理2:若 {/ v } 是定义在 Banach 空间 X 上的一族满足次可加性 
和正齐性的实数值连续函数，且对久中每个: c 和每个 v ， f v ( x ) < c ( x ), 则存在常 
数 c 使得 

对所有的 3C 和 V, f v { x ) < C|*|. 

取函数九为 f v ( x ) = \ M v xl 显然 ，八 满足齐性和次可加性并且还是连续的.根据 
上面的（170, / v ( x ) 在每个点 a ： 是有界的. 因此九 是一致有界的，即在常数 C 使 
得对所有的: C 和 V ， \ M v x \ ^ c \ x \, 这证明了 (16). □ 

关系切 - lim M n = M 意味着对久中所有的 X ， （15') 成立，这又意味着（参看 
第10章定义 1) 对 f /' 中所有的£和； C 中所有的 a ;， 

lim ( M n x ,£) = ( MxJ ). (18) 

由于收敛数列是有界的，故7中条件 （17) 满足; 根据定理7,序列 { M n } 是一 
致有界的. 
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推论 f 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间的一列弱收敛的有界线性映射是一 
致有界的. 


15.4 有界线性映射的复合 

现在我们考虑线性映射和 — W 的复合，称为乘积.在第2 
章中我们从线性代数的角度研究了这个 运算. 在这里我们研究它当 X ， C / 和 W 是 
Banach 空间， M 和 JV 是有界线性映射时进一步的性质. 

定理 8 设和 W 是 Banach 空间， M 和 TV 是有界线性映射： 

M : X -* U , N ： U -^ W , 

则复合 TVM : X — W 是有界线性映射且满足 

( i ) 次可乘性， \ NM \ < \ N \\ M \; 

( ii ) ( NM) f = 

证明两次应用不等式 （4)， 我们得到 

| iVAfx | < | N 1| Me | < | iV || M || x |. 

根据定义（3)，我们得到 

| ATM 1 = sup | JVA f X ^ 彡 | iV || Afl . (19) 

Fl 

下面证明 （ ii ): Va : € X , Vm € W \ 两次应用⑻，我们得到 

( NMx } m ) = ( Mx , iVm ) = ( x , 0(20) 

习题 8 证明在 £( X ， C 7) 和 C ( U } W ) 的单位球上，映射的乘法在强拓扑下是一个 
连续的运算. 

定义设4和 M 是从线性空间 X 到自身的两个映射.如果 AM ^ MA , 则称>1 
和 M 是可交换的. 

习题9 设 X 是一个 Banach 空间， 4 : X — X 是一个有界线性映射，且 *4 与一 
族从；(：到 X 的有界线性映射 { M v } 交换.证明 A 与 { M v } 在弱拓扑下的闭线性 
张中的每个映射 M 交换. 

习题10 证明在复 Hilbert 空间中， { NM )* = ATN *. 

15.5 开映射原理 

本节的一组结果一开映射原理和闭图象定理，远比前面的结果深刻.这组定 
理的思想归功于 Stefan Banach ; 它们的正确性绝不是凭直觉就能看出，也不是很容 
易就能想清楚的. 
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定理 9 设； C 和是 Banach 空间， M : X — 是从 X 到 C 7 上的有界线性映 
射，则存在 d >0 使得 X 中的开单位球在 M 下的象包含着 C / 中以0为心以 d 为 
半径的开球： 

MB^O) D B d (0). (21) 

证明 用表示 X 和 U 中以原点为心以 n 为半径的开球 • 由于假设 M 把 
X 映到 C 7 上，且所有的并是整个 X ，故 UMB n = U . 由于 Banach 空间 C / 是 
完备的，根据 Baire 纲原理，至少有一个集合 MB n 在某个开球中是稠密的.这个 
集合的一个平移在以原点为心的某个球中稠密；由于 M 的值域是 C /， 根据 M 的线 
性，我们可以取平移后的集合形如 M ( B n - x 0 ). 集合 B n -x 0 包含在以原点为心 
以 n +| x 0 | 为半径的球中.根据 M 的齐性，我们断定 M 氏 (0) 在某个艮⑼卜 > 0) 
中稠密.因此对任意的 c >0， 

MB C ⑼在 B cr (0) 中稠密. （22) 

现在证明 氏⑼ 中的任意点 w 都是 B 2 (0) 中某个点: c 的象： 

Mx = it . 

B 2 (0) 中的这个点 a : 可以表示为一个无穷级数 

oo 

x ~ ， 

1 

其 中项％ 可以递归的 构造： 取点 A 满足 

\u- Mxi\ < \xi\ < 1; 

对 c = 1，由 （22) 知这样的^存在.我们选取点: r 2 满足 

r 1 

\u- Mxi - Mx 2 \ < J, \x 2 \ < -； 

对 c = 1/2,由 （22) 及 (24 a ) 知这样的点巧存在.一般地，我们选择: r m 满足 
m r 1 

\u-^Mxj\ < |x m | < 2^1 ； ( 24c ) 

对 c = l /2 m ，由 （22) 和 (24 c ) 知这样的 rr m 存在. 

由第 5 章关于赋范线性空间的几何性质可知，如果在一个完备赋范线性空 
间中，级数收敛，则级数收敛.根据 (24 c ), | x ^| < 士，故 
收敛到 X 中的点 z 且 

n ^ i^ji < wjzr ~ 2 - ( 25 ) 

由于 M 是一个有界线性映射，在 (24 c ) 中令 m — > 00 ,得到 Me = D Mxj ~ u . □ 

1 

定理9有一些有意义的重要推论，其中第一个是 开映射原理. 


(23) 

(23，) 

(24a) 

(24b) 
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定理 10 设 X 和[/是 Banach 空间， M:X 是从 X 到 C/ 上的有界线性映 
射.则 M 把 X 中的开集映为中的开集. 

10定理是定理9的直接推论. 

定理 11 设 X 和 C/ 是 Banach 空间， M：X 是把 X —对一地映到 f/ 上的 
有界线性映射，则 M 的逆是从 C / 到 X 的有界线性映射. 

证明由定理9中（21)，对 C / 中的每个范数为 rf /2 的元素 w , 存在 X 的单位 
球中的元素: r 使得注意到 |xK 1 = 2| u |/ rf . 由 Af 是齐性的 ， Vu e C /， 存 
在 xeX 使得 

Mx = u, | x | ^ 2\u\/d. (26) 

由于假设 M 是一对一的 ，: r = AT l u . 显然，由 （26) 得 lA ^ 1 ! 彡 2/ d . O 

定义设 M :久— ► C7 是从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 1/ 的映射.如果由 
{x n } C X, 

x n — ► x, Mx n —— > u, (27) 

可以推出 

Mx==u } (27，) 

则称 M 是一个闭线性映射. 

若 M 是连续的，则它是闭的.令人吃惊的是，从 Banach 空间到 Banach 空间 
的闭线性映射也是连续的. 

定理 12 设 X 和 C7 是 Banach 空间， M. X — L 是一个闭线性映射. 

断言 Af 是连续的. 

证明设 G 为由形如 


g = {x, Mr }, x e X (28) 

的偶构成的线性空间.对 G 中的定义 

|^| = W + | Mr |. (28。 

显然，这是一个范数.由 (27), (27 ; )以及 X 和 C 7 的完备性， G 在这个范数下是完 
备的.定义映射 P ： G-^X 为到第一个分量的投影，即 

Pg = x, Vp = {x, Mr}. (29) 

由 W 的定义 （28') 知 < I 此这意味着 P 是一个有界线性算子且 | P | < 1 .显 
然， P 把 G —对一的映到 X 上.因此由定理11， P 的逆是有界的，即存在常数 C 
使得 |此由 P 的定义 （29) 和 |p| 的定义 (28') 知, (c-l)\x\ > \Mx\ t 这意 
味着 M 是有界的. 口 

由 （28) 定义的 G 称为映射 M 的图像 .M 是闭的当且仅当它的图像是闭的. 
因此定理12称为 闭图像 定理.闭图像定理有许多令人吃惊的应用. 
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定理13设 X是一个线性空间，其上定义了两个相容的范數和问 2 ,即若序 
列 {x n } 在两个范数下都收敌，則对应的两个极限相等， 

若X关于这两个范數都是完备的，则这两个范數是等价的，即存在常数 C 使 

得 Vz E X， |rr|i < c \ x\ 2i \ x \ 2 < c \ x \ x . 

证明记 Xi 和 X 2 分别为赋以 I 和 I | 2 范数的空间 X . 根据假设，和 
X 2 都是完备的.相容性显然意味着和义 2 之间的恒等映射是闭的.因此根据 
闭图像定理，恒等映射是双向连续的. □ 

定理14 设X和 C7 是 Banach 空间， M . X ^ U 是一个有界线性 映射. 假设值 
城丑从是 C7 的有限维线性子空间，则丑 M 是闭的. 

习题 U 证明定理 14. (提示：把 M 延拓到 xez 上使得它的值域是整个 ")• 

习题12 证明在每个无限维的 Banach 空间中，存在余维数有限但是不是闭的线 
性子空间.（提示：由于 Zorn 引理 .） 

定理15设 X是一个 Banach 空间， K 和 Z 是X的互补的闭子空间：X = K©Z， 
即X中每个 a： 都可以唯一地分解为 x = y ^ z ( y ^ Y t zeZ ). 若把: c 的两个分量 
2/和2分别记为 

V = Py^, z = Pzx, 

则 

(i) /V 和 P z 分别是 A： 到 K 和 Z 的线性 映射； 

(ii) i^=P y ,P| = P z , PyP^=0; 

(iii) P Y ^ Pz 是连续的. 

证明⑴和 （ ii) 是显然的.为证 （iii), 我们注意到由于 F 和 Z 是闭的，且分 
解是唯一的，故 iV 和的图像是闭的.由闭图像定理知余下的结论成立. 口 

称满足 P 2 = P 的线性映射为投影. 

本章最后，我们注意到在完备的距离空间中，有不能表示成可数个无处稠密子 
集的并集的真子集，称这种集合是第二纲集.这允许我们对开映射原理进一步深化. 
定理16 设X和I；是 Banach 空间， M : X — t； 是有界线性映射，其值域 Rm 
是 （/ 的第二纲的子集，则 M 的值域是整个 （/. 

习题13证明定理 16. 

历史注记 Stefan Banach(1892—1945), 波兰数学家，现代分析的鼻祖之一. Banach 
对现代分析做出了巨大的贡献并撰写了本领域的第一本专著 (1932). 为纪念他，人 
们命名了 Banach 空间.他是伟大的波兰泛函分析学派的灵魂. 

第二次世界大战期间，波兰的纳粹占领者用 Banach 和其他一些人的身体繁殖 



15.5 开映射原理 141 


虱子，以获得抗伤寒免疫血清.战争结束后， Bananch 很快就去世了. 

下面的故事是纳粹分子对波兰人态度的一个缩影. 1940 年当希特勒征服法国 
统治了几乎整个欧洲时，一个是纳粹党成员的领袖级德国数学家，给法国数学的核 
心人物 Elie Cartan 打电话讨论在欧洲新秩序下的数学组织. Cartan 想知道如何安 
置波兰数学家.“哦，”德国人回答说，“元首已经宣布波兰人是劣等人 
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第 16 章有界线性映射的例子 


积分算 子是一类重要的线性映射.本章的第一部分研究积分算子在不同范数 
下的有界性.设 r 和 S 是分别带有测度 n 和 m 的 Hausdorff 空间•令 JiT 表示把 
T 上的复值函数 f 映为 S 上的复值函数 p 的积分 算子： 

办卜 (Kf)( S ) = J Kis^mdnit). ⑴ 

称复值函数 K(s,t) 为 ii ： 的核； 假设/和 K(s,t) 可测且使得 （1) 式定义了一个可 
测函数后面的每个定理都揭示了关于/，和9的一个自然的类.在第4章中， 
我们定义了 P 范数： 

I/Ilp = (J |/W| p dn(t)) 1/P , l^p^oo. 

空间 LP ( T , n ) 是空间 CoCT ) 在 P 范数下的完备化.类似地可以定义空间 
LP ( S , m ). 空间是由本性有界的可测函数构成的空间. 

16.1 积分算子的有界性 

设 K 是由核 K(s,t) 通过⑴式定义的积分算子，我们将 AT 视为由 L ^ T . n ) 
或 L °°( r ， n ) 到 P 0 S ， m ) 或 L°°(S } m) 的线性映射.下面我们给出使得 ii ： 成为有 
界线性映射的条件. 

定理1 

( i ) 如果 sup | K ( s ， t)l < 00 , 则 K ： L l ( T , n ) 是有界线性映射且 

S,t 

\K\ < sup \K{s,t)\. (2j) 

S,t 

( ii ) 如果 / / |/ C ( M)|dm ⑷ dn ⑷ < oo , 则 K: L°°(T,n) L l {S,m ) 是一个有 

界映射且 

J j | K ( M)|dm ⑷ dn ⑴. ㈤ 

( iii ) 如果 sup /|/ C ( s ， t )| dn ⑷ < oo , 则允： L °°( T , n ) L °°(5, m ) 是一个有界 

线性映 S 射且 

W < sup J \K(s, 0| dn (0. (2iii) 

( iv ) 如果 sup /| A ：( M ) Mm ( s )< oo , 则 K. L l (T,n)-^L l (S,m ) 是一个有界线 

性映射^ 
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| X | < sup / | K (5,<)| dm ( s ). 


证明由（ 1)， Vs € 5, 


\g(s)\ ^ 

上式右端< sup | X ( M )||/ Ui ， 故 

|p|oo = Slip |^(5) I ^ Sup|if(s,t)||/Ui. 

这证明了 （2 i ). 

(3) 式在 S 上关于 dm 积分， 

|^| l » = J s |^( s )| d ^( s ) ^ J y *| K ( s ，_/ W | dn (*) dm ⑷ 

=J j |/C(5,0|dm(s)j|/(0|dn(0. 

上式右端 




这证明了 (2h). 

(4) 式右端也小于 


这证明了 (2 iv ). 

(3) 式右端小于 


J J | X ( s , t )| dm ( s ) dn (01/| oo ； 


sup / \K{s,t)\dm{s)\f\ L i] 


\K(s,t)\dn(t)\f\ L oo ； 


此式与⑶合在一起证明了 (2 Ui ). 


(2w) 

(3) 


⑷ 


□ 


注意到当欠(^<)和 /⑷ 都是正的时， （ 3) 和 （ 4) 中的等号成立.由此不难推出 
以下推论. 

推论 f 当⑴ 中的核 K(s,t) 是非负的时， （ 2 iH ) 和 (2 iv ) 中等号成立. 


下面我们考虑 A ： 的转置.用 （ ， ） s 和 （ ， ） T 分别表示 S 和： T 上的关于 dm 
和 dn 的 L 2 内积： 


(9> h)s = 

J 

g(s)h{s)dm(s) t 

⑻ 

(k,f) T = 

j k(t)f(t)dn(t). 

(5 ; ) 

在⑴两边乘以/ I ⑷并积分，得 



(Kf t h)s = JJ K(s, t)f(t)h(s)dn(t)dm(s) = (/, iCh)^ 

⑹ 
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这里 

= J K ( s , t ) h ( s ) dm ( s ). (6，) 

一句话，转置 V 的核和 K 的核相同，只是变量 . s 和 t 的角色交换了. 

根据第15章定理5, V 的范数和 A ： 的范数相等.我们在核 K 非负且 K 是 
以⑺到 L l { S ) 的映射时验证这个结论.根据推论！/， | K | 由公式 （2 iv ) 给出.另一 
方面， y 调换了 s 和 t 的角色，把 L ~(5) 映到 p ( r ) 中，其范数由 （2 in ) 给出.显 
然，这证明了 |1^| = | K 1. 

下面我们考虑 L 2 范数，记之为 || ||;对应的 K 的范数记为 || A 1|. 

定理2 当 f J \ K 2 { s , t)\dmdn < oo 时，由 （1) 定义的 K : L 2 ( S ) L 2 { T ) 是有界 

线性 映射且 

\\ K \\ 2 ^ J J \ K 2 { s , t )\ dmdn . (7) 

ST 

证明对⑴式右端应用 Schwarz 不等式（参看第6章)，我们得到 

\9( s )\ 2 ^ [ \ K 2 ( s , t)\dn [ |/( t )| 2 dn . 

Jt Jt 

两端关于 dm 积分， 

\\9\\ 2 ^ J J \ K ( s , t )\ 2 dndm \\ f \\\ 

此即⑺. □ 


不等式 （7) 属于 Hilbert 和 E . Schmidt . 线性映射有界的另一个判别准则由 
Holmgren 给出. 

定理3 当 (sup / | A "(5, t )| dn ) 1/2 ( sup / \ K ( s , t )\ dm ) lf2 < oo 时，由 （1) 定义的映射 
尺作为从 L 2 4 L 2 的线性映射是有界的且 

IWI ^ ^sup J | A ：( s ⑺ | dn ) ^sup J (8) 

证明根据第 6 章定理 1, 


11 * 11=1 

我们用 （9) 去估计 p = K /. 根据 （6)， 

( g , h) s = J J K ( s , t ) f ( t ) h ( s ) dndm . 

因为对任意的三个正数 f ， h 和 c 有 fh ( c / 2 /2 + / i 2 /2 c ， 故 

(io) 式右 J J \K( S) t)\ {^i/wi 2 + Yc ]h{s)l7 } dmdn ' 

在第一项中先对 s 积分，在第二项中先对 t 积分，我们得到估计 


⑼ 

(10) 
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|sup J |A ： ( 5l i)|am||/|| 2 4-^siip J \K(s y t)\dn\\h\\ 2 . (10’) 

现在取 ll/ll = 1 = 并选择 c 使得 （10') 取最小值.这个最小值是 

( sup /) 1/2 ( sup /) 1/2 . (10〃) 

结合（9)， （10) 以及(10")，我们断定对11/11 = 1， \\ Kf \\ 小于或等于 （10") 中的数 • 
根据定义， \\ K \\^ sup \\ Kf \ U 这证明 了⑻. □ 

16.2 Marcel Riesz 凸性定理 

(8) 式右端出现的两个因子分别是在 （2 m ) 和 （2 iv ) 右端出现的数的平方根.在 
推论 1' 中对正的核，这些数不仅分别是 — I 00 和欠： L 1 — L 1 的范数的 
上界，而且等于这些范数. 

定义用表示 

K : LP ( T , n ) — ► Z ^(5， m ) (11) 

的范数.对核 K ( s , t )^ 0 的积分算子，我们可以把不等式⑻重新叙述为 

M(2,2) ^ M l / 2 (l,l)M l /2(oo 1 oo). 

这是由 M . Riesz 得出的一个定理的特殊情形. 

定理4 设 M 是一个把 r 上的复值函数映为 S 上的复值函数的线性映射.假设 
M 把关于 n 可测的函数映为关于 m 可測的函數，并假设 M 在下面两对范数下有 
界： 

LP°(T } n ) — 和 ( T , n ) ― > L^(S t m). 

结论： M 是 P ⑷(7» — P ⑷ ( S ， m ) 的有界线性映射，这里 

(^)^) ={1 - a) (12) 

此外， M{p,q) 是 p 和 g 的对数性凸函数： 

M{p(a),q(a)) < M 1 ~ a (p 0} qo)M a (p 1 ,qi); (12') 

这里 M(p,q) 是由 （11) 定义的算子夂的范數. 

证明我们简要给出 Thorin 关于这个定理的漂亮证明.其出发点是由 Hadamard 
得出的三线定理. 

三线定理设 0( C ) 是带 {< eC : 0< ReC 彡 1} 内的一个有界解析函数.记 

N(a) = sup \<p{a + i 7?)|, (13) 


则 


N(d) < N l - a (0)N a (l). 


(13，) 
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证明取 c = lniV (0)/ JV ( l ); 根据(13)，对 ReC = 0和 ReC = 1， |0( C ) e cC | ^ 

在带 {C e C ： 0 ^ ReC ^ 1} 应用最大模原理， 

|0 (a + if7 )| e co ^ W ⑼； 

由此及 r : 的定义得到 （13'). □ 

现在考虑映射 M. 根据范数的定义，得 

M { jp , q ) = sup \ Mf \ L <,. 

\f\LP = l 

由根据第 5 章定理 5( H 61 der 不等式和等式)，对 Vp e 以， 

\9 \li - sup |(沒，/1)5|， 

这里 g ' 是 g 的对偶，$ + + = 1.对分= M /， 结合上两式得 

M { p , q ) = sup |( M /, h )\. (14) 

|/|LP = l,|fc|L« / = 1 

取由 （12) 式定义的 p = p ⑷和 g = q ( a ). 复值函数/和 / i 可以分解为/ = 1/1#， 
h = \ h \ e iv . 对带0 ^ ReC < 1中的任意 C ， 我们定义 

/( C ) = |/| P ( a )/ p «) e ^， h ( C ) = ⑷ / V ( O e ' (15) 


这里 P ⑷， P ( C ) 等由公式 （12) 定义.注意到/⑷=/，九⑷= / i . 由于 l / p ( C ) 和 
1/9(0 是 C 的线性函数， 1/^(0 也是 （ 的线性 函数. 因此 /( C ) 和是 C 的解 
析函数，同样地 



0( C ) = ( M /( C ),/ i ( O )5= / M(/(C))/i(C)dm(s) 


也是 C 的解析 函数. 


引理 5 设/和 /I 是范数为1的函数， |/| p(a) = 1, \ h \ qt(a) = 1,且 0(0 如上定义. 

定义 iV(a) 为 10(01 在直线 ReC = a 上的上确界，则 



卵 K _ o ,9 o )， N ( l )^ M ( p lygi ). 

(16) 

证明 

首先取 Re ( = 0, 则 （ =故由公式 （12), 



p S = p ( a ) + 虚部，虚部. 
p ( C ) Po q f (0 q’o 

(17) 

根据 （15)， 

i/d = m 汶 i ” 陶吹 = id 

(18) 

因为 I / Ilp («) 

=1， W Lq ^ a ) = 1， 由 (18), |/(ir?)| L P 0 = 1, \ h (\ rf)\ Lqij = 1. 

因此 


IW ㈣ U，o < M ( p 0 , q 0 ). 

(19) 

根据 Holder 不等式估计由 (150 定义的 0; 利用 （ 19) 以及 |/i ( 切 )|^ 

=1, 我们得到 


I^M)I = |(M/(i77),/i(i77))| ^ \(M)f(iv)Mh{i V )\ L ^ 0 ^ M(p 0 ,q 0 ). 

这证明了 （16) 的第一 部分； 同样的方法可证明第二部分. 口 


现在对由 （150 定义的0应用三线定理 （130 .由 (16), 
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\<t>(a)\ < N(a)^ M l - a (p 0 ,qo)M a (p u qi). (20) 

因为 /⑷=/， h(a) = h, 根据 (150, 

<f>(a) — (Af/, h). 

根据 (14), 上式右端对所有的范数为1的/和/ I 取上确界就是 M 的 范数： 

M(P ⑷ ♦)) = sup |0(a) I. 

对上式右端利用估计式 (20), 我们得到了要证明的不等式 （12'). □ 

16.3 有界积分算子的例子 


定理2和定理3给出了从 L 2 到 P 的积分算子有界的判别准则.这些准则对 
有界性远 不是必 要的，而且在证明大多数重要的线性映射的有界性时也是不充分 
的.我们给出一些例子予以说明. 


16.3.1 Fourier 变换 


设 : T = 5 


R , m 和 n 是 Lebesgue 测度，/ € L 2 ( R ). / 的 Fourier 变换是 

= ( 21 ) 


其核为 


K { S > t ) 


y /2 n 


(21，） 


显然，对反= F , (7) 式和 （8) 式右端等于 00 , 故定理2和定理3不能说明 
Fourier 变换的 L 2 — P 有界性.但是众所周知它是有界的，参看附录 B 的定 


理 21. 另一方面，我们可以利用定理1⑴断定 F : L 1 — 以^为界.对 
(Po = Qo ) = (2,2), ( pi ,« t ) = (l,oo) 应用 M . Riesz 凸性定理，即定理 4. 经过简单计 
算，我们得到如下定理. 


定理 6 对1彡 p 彡2, F : LP — LP /^) 是有界线性映射且 

/ 1 \ (2-p)/p 

(冗） . （22) 

为纪念其发现者，将此不等式称为 HausdorfF-Young 不等式. 


16.3.2 Hilbert 变换 


设九⑷是 R 上相当光滑 （ C 1 即可）的实值函数且当|纟| — oo 时以合理的速度 
(比如 0(r 2 )) 趋于 o. 


Cauchy 积分 


1 

Jti 



dt = f(Q 


(23) 
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定义了一个函数/(0,或者说两个解析函数，一个定义在上半平面，另一个在下半 
平面.我们限制 （ 属于上半平面. 

设 C = € +办将/的实部和虚部表示出来： 




"广、 丄/九 (⑽一 0心 

[ (卜0 
'R (C - ^) 2 + I 2 
利用/ I 所满足的性质，不难证明 


({ - t ) 2 + rj 2 


h(t)dt 


+ ■ 


h(t)dt. 


(230 


( i ) 随着 |CI — oo ， 

1/(01 = odd ' 1 ). (24) 

( ii ) /(0 连续到实轴，且在实轴上其实部等于 L 


則=峨)+ _， (25) 

这里 A : 用/ I 表示为积分 主值： 

攸 )= \PV J ^- t dt = (肌 )( f ). (250 

(25 ; ) 中定义的映射 if 称为 Hilbert 变换； 它把在上半平面内满足 （24) 的解析 


函数的边值的实部和虚部联系起来. 


定理7 Hilbert 变换是 L 2 ( R ) — L 2 ( R ) 的一个等距. 


证明由于/ 2 在 ImC > 0内是解析的，根据 Cauchy 定理，在 Im ( > 0内的 
每个闭围道上 



^ / 2 dC — 0. 

(26) 

我们现在取围道由线段 € + ie ， 和一个半圆周《= Rcose, T) 

= Rsin0 -f e 

构成.令 e — 0, H — ex 

〉 •由 （ 24 ) ， （ 26) 中在半圆周上的积分当 R-*o 

o 是趋于 0, 

而由 （ 24) 和 (25), 在线段上的积分趋于 



J (h + ik) 2 d^ = 0. 

㈢ 

取 (260 的实部给出 

J h2( ^ = J 作， 


这证明了定理 7. 


□ 


习题1证明 

«" = -/, 这里了是恒等算子. （27) 

(提示：考虑一 i /(0 的实部与虚部的关系 .） 


注意到 H 的核 


K(s,t) = 


(28) 
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不满足定理2和定理3中有界性的判断条件 • 

用上面 if ■. L 2 — L 2 是一个等距的论证可以用来证明如下定理 • 

定理8 对所有 的 p , 1 < p < c », Hilbert 变换丑是 I/ p — 的有界线性算子 • 
证明取 p == 4,考虑解析函数/ 4 .根据 Cauchy 定理， 

j / 4 dC = 0. (29) 

我们选择和 （26) 中一样的道路并令 e — 0, R — 00,得到 

/(MO + iMO) 4 ^ = o. 


这个关系式的实部是 

J (/ i 4 - 6 h 2 k 2 + fe 4 )dC = 0. (29’) 

根据 Cauchy 不等式，对正数 a , 6, c , ab ^ ca 2 /2 + 6 2 /2 c ; 对 a = / i 2 , 6 = fc 2 , c = 6 


应用此不等式，有 
代入 (290. 我们得到 


6 h 2 k 2 ^ 18办 4 + - k \ 


J ‘17 j h 4 d^. 


这证明了 H : L 4 -^ L 4 是有界的且 \ H \ < 34. 

同样的论证对任意偶数 P 都适用.然后应用定理 4( M . Hiesz 凸性定理)，我们 


得到对任意的 p , 2^ p < oo , H : LP -^ LP 是有界线性映射. 

为完成定理证明，我们利用第15章定理5,根据此定理， H 的转置分的范数 
等于丑的范数.根据公式（1)，（1')， " 的核可以由 H 的核交换变童的角色得到. 
根据 (28), 交换 H 的核中的变量只是交换符号.故 


IT = -H (30) 

若孖 ： P — IP , 则 ( LP) f ^ ( LPy . 根据第8章定理11， LP 的对偶是 Z /, 

这里 

占小 1 . (31) 

p P 

注意到 p > 2推出 P ' < 2.结合 （30) 和 （31) 以及第8章定理5,我们断定 H . L ^ ^ 
£/ 的范数等于 H ： Lp ^ Lp 的范数.由于我们已经证明了后者当2 < p < oo 是有 
限的，故它们对1 <〆 < 2也是有界的. 口 


定理8及其令人吃惊的证明由 M Riesz 给出. 

习题2证明作为 一 的映射，丑不是有界的.由此推出 HiL ^ L 1 不是 

有界的. 
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16.3.3 Laplace 变换 

设/⑴是定义在= {t € E + ： t ^ 0} 上的复数值函数.它的 Laplace 变换 
L / 是 R + = {s e R : s 彡 0} 上的函数 

9 (s) = (Lf)(s) = [°° f(t)e~ at dt (32) 

•/o 

定理 9 Laplace 变换 Z 是 L 2 ( R +) — L 2 ( R + ) 的一个有界线性映射且 

||X|| = y/^i. (33) 

证明根据 Schwarz 不等式， 




° f(t)e~ at dt^ = ^°° t < l /4) (e - ^ r 1/4 )d ^ 

/°° l/WI 2e ~ st ^ 1/2d * f e~ 9t t- 1/2 dt. 

'o Jo 


根据变量替换我们可以把第二个积分写为 

f e~ at t~ l/2 dt= [ e -u u -1/2 du s~ 1/2 = Cs~ l/2 } 


C = I e -u ti _1/2 dtx = / e~ x2 x _1 2xdx = 2 / e -x2 dx = >/n. 
Jo Jo Jo 

把 (35) 代入 （ 34) 得到 

I 分⑷ I 2 彡 Cs- 1 ， 2 「 \f(t)\ 2 e-^dt 

Jo 

对 （ 37) 积分得到 

ll^ll 2 = [ \sM\ 2 ds(C f f \f(t)\ 2 e- at t l/2 s~ l/2 dtds. 

Jo Jo J 

交换积分顺序并在 s 积分中做变量替换： 


e~ at t l/2 s~ 1/2 ds 


~ u u~ l/2 du = C. 


由 (38), 

ll ^ ll 2 < c 2 ||/|| 2 . 

利用 （ 36) 中给出的 C 的值，我们得到 ||X|| 彡 v^. 为了证明等号成立，取 

"*、一 J !/>/<, a<t<b, 

/() = 1 0,其他， 

则 ll/ll 2 = ln6/a. 令 5 = Af; 不难证明当 a —► 0, & — » oo 时，||没|| 彡 31(1 _ e)ln6/a. 
结合 || L || 彡 v ^， 这证明了 (33). □ 

我们注意到 L 的核 e-w 完全不满足定理 2 或者定理 3 中给出的 L 2 有界判别 
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习题3证明：当 p 笋2时, Laplace 变换I作为 LP(R + ) —LP(R+) 的线性映射不 
是有界的.（提示：尝试 /W = e— at .) 

由第15章定理8,若 L 是有界的，则 Z 2 也是有界的；因此根据（33)，由次可 
乘性， 

||[ 2 ||<||[|| 2 =兀. (39) 

我们断定在 （39) 中等号成立.为此，注意到积分算子I的核是 s 和 f 的 
实对称函数.容易验证（参看公式（6)，（6'))，有对称核的积分算子 Z 满足 

(Xu, v) — (it, Lv)j (40) 

即这样的算子是自伴 随的； 我们称这样的算子是对称的. 

定理10 设 Z 是从实 Hilbert 空间到自身的一个有界对称线性映射.则 

证明根据次可乘性，不论线性算子 z 是否对称,均有 ||X 2 |U PII 2 . 为证相 
反的不等式，我们在 （40) 中取〃 =^;我们得到 

(Lu^ Lu) = (u, L 2 u). 

左端等于由 Schwarz 不等式， 

WLu^ < \\u\\\\L 2 u\\ ^ |N| 2 ||L 2 ||. 

由于这对 H 中任意向量 u 都成立，故 ||L|| 2 < ||X|| 2 . □ 

显然，由定理10, (39) 中等号成立. 

我们不难计算出线性映射 炉： 

(L 2 f)(r) = [°°(Lf)(s)e- rs ds^ f°° f(t)e- at dt e~ rs ds 
Jo Jo Jo 

= r ， w r e 刺 Msdt= rs dt . 

于是我们证明了如下定理. 

定理11积分算子 /— 分： 

9 (r) = ( (41) 

Jo t + r 

是 Jv 2 (R+) — L 2 (R + ) 的有界线性映射且其范数等于 jt . 

映射 （41) 称为是 Hilbert-Hankd 算子.注意到它的核 l/( 5 + r) 完全不满足定理 
2或者定理3中的 P 有界性的判别准则. 


习题4 证明： 对1</><00，讯《^-1^01^1算子是1^ — 1^的有界线性映射. 
关于积分算子的更进一步的知识可以参考 Halmos 和 Sunder 的书. 
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16.4 双曲方程的解算子 

在 11.5 节中我们给出了一阶对称的双曲算子类.它们形如 

L = + B ' d j = ( 42 ) 

这里， Aj 和丑是 n x n 矩阵，其表值为 S 的相当光滑的实数值 函数. 我们设这些 
表值是 s 的周期函数 . L 作用在向量值函数上，其分量是实值的并且假设是 
5 的相当光滑的周期函数.将这样的函数的内积定义为周期平行四边形上的 L 2 内 
积： 


( u , v ) = J u - vds , 

其中点是向量的标准内积.我们假设系数矩阵 >1, 是对 称的： 

(43) 

Aj — Aj . 

此时 X 的形式伴随 P 为 

(44) 

V = _ L + K ， 

这里 

(44') 

K = B - B r — Ajj , Ajj = djAj . 

光滑函数 u 和 t; 以及伴随 f 满足 

(v ， Lu ) = ( L m v , tt); 

令 v = %由此及（ 44 ')， 

(45) 

2(w ， Lu ) = (u, Ku) y 

参看第 11 章方程 (20 ; ). 

定理 12 设 u(M) 是 

(45') 

u t + Lu = 0 

(46) 


的一个解并假设 u 是 s 的周期函数，则存在依赖于 r 的常数 c ， 使得 

|WT)||^c|WO)||, (47) 

这里的范数是在周期平行四边形 F 上的 L 2 范数 （43). 

注 1 由 （47), 解 w 由其初值 u(s } 0) 唯 一确定.故 u(T) 与 u(0) 有关.由于方程 
(46) 是线性的，因此这个关系是线性的.用 S ( T ) 表示把 i/(0) 映为 u { T ) 的 映射： 

S(r) : u ⑼— u(T); (48) 

S ( T ) 称为解 算子. 由定理 12, 对每个 r， 解 算子是 L 2 ( F ) ^ L 2 ( F ) 的有界线性映 
射. 

证明首先假设对所有的 .s，（45) 中矩阵 K > 0. 取 （46) 与 2u 的内积并在 F 
上积分.由 （43) 有， 
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2( u , u t ) 4- 2( u , Lu ) = 0, 

故由(45 , ), 

2( u , u t ) + ( tx , Ku ) = 0. (49) 

第一项可以写为 d ( Ul u )/ dt . 因此，若对称矩阵 zoo , 则由 (49), | Knn 是 r 的 
单调递增函数•，由此可知 （47) 对所有的 r > 0, c = 1成立. 

若 K 不是正的，通过 u = e 〜 引入新变量％代入 （46) 得到 v t ^( k -^ L)v = 0. 
对充分大的 fc，fc + /C > 0,故 1 ；满足 (47 )(c = 1). 因此对 c = e fcT ，T > 0, w 满足 
(47). □ 

显然，上述证明对 R n 上 s 的非周期函数，但当 M — oo 时 tx ⑷快速趋于 0( 从 
而使得€ L 2 ( R n )) 的 w 也成立. 

我们下面考虑一个形如 （46) 的方程的特殊 例子： 



记 tz = ( v , w )\ 我们可以按分量把 （46) 写为 

V t +V X -\-Wy = 0, 

W t ~W X -^Vy = 0. 

我们消去两个分童中的一个，通过简单计算得到 

Vtt — V XX - Vyy = 0, 

切 tt _ Wxx 一 加 yy = 0 ， 

这是经典的波动方程.波动方程有一个显式解，可以把解算子 S ( T ) 变成积分算子 
的形式. S ( T ) 的核在此情形下不再是函数而是一个广义函数.它完全不满足定理2 
和定理3中叙述的炉有界性准则. 

16.5 热传导方程的解算子 

已知热传导方程 

Ut = U xx , (50) 

当它对所有实数 rr 和正时刻0都有定义且当 N — oo 快速趋于0时，考虑其解 
w(s,t). 

定理13 设是上述热传导方程的解，则对所有的 T >0， 

(i) WU|u ⑼ | max; 

(ii) |u(T)Ui ^ ko)u 1; 

(iii) \ u ( T )\ L 2 < K0)| l2 . 
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注2由亍 （50) 是线性的，这些估计说明 w 由其初值唯一确定且《对初值的依赖 
是线性的.因此解算子 

S ( T ) : w (0) u ( t ) (51) 

是良定义的.由此，定理13可以重新叙 述为： 作为 P P 的一个算子 （P = 


oo ， l ，2)， 剛 | 彡 1. 

证明设是任意一个正数.定义为 

v = ue ~ kt , (52) 

则 V 满足方程 

Vt kv — Vxx • (50 ) 

由于 u ( x , t ) 当 | o :| — oo 时趋于0,同样的结论对 v ( x y t ) 也成立.故函数 | w (: M )| 在 
带 {( x , : 0 ^ i ^ T , — cx > < x < 00 } 内取到最大值.我们断定该最大值在 t = 0 

的点取到.设最大值在 t = r 时取到.若在此点 t ;( a :， r ) > 0,则 （50') 左端第一项 
> 0,左端第二项 > 0,而右端的项 t； iac < 0. 对负的最小值点我们类似地得到矛盾. 
于是 


^^nax | u ( x , t )| = max | v ( a :,0)|. 

这证明了 满足定理 13( i ). & ^2) 中令 A : — 00 说明 w 也满 足⑴： 

\S(T)\ ^ 1 , S ： L°° ^L°°. 

( ii ) 考虑由倒向热传导方程 

wt = - w xx (53) 

的所有在0彡 t 彡了上定义的且当间 — oo 时快速趋于0的解 w ( x , t ) 构成的空 
间.在 （50) 两边乘以％ (53) 两端乘以 u 并相加，得 


{uw)t — WUtt - uw xx . 

此式在 R 上对 a : 积分;然后再分部积分.当 | a :| — oo 时 v ， tt ; 趋于0这一事实说明 
右端积分为 0. 故我们得到 

Q = j (liiy)tdx =备 J uwdx, 

即/ uwdx = (u ⑷， it ; ⑴）与 t 无关，特别地， 

W 0)^(0)) = ( u ( T ),^( T )). (54) 

记初值 u ⑼为/;在记号 （51) 中， u ( T ) = S(T)f. 类似地，记终值 w(T) 为 g. 与刚 
刚我们证明的对 （50) 的解一样，对 f < 7 1 , w{t) 完全由 w(T) 决定，且在_了）和 
w (0) 之间存在-个线性关系，记 为彳： 

t £；(0) = 贫 (T)g. 

在此新记号下我们把 （54) 重新写为 

(f^(T)g) = (S(T)f t g). 


(55) 
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括号是一个双线性函数 *• 对固定的叫它是 u 的线性泛函；而对固定的％它 
是的线性 泛函； 故 （55) 说明 S 和彳互为转置 • 

容易验证 

| w | l 1 = sup |K w )|. 

| tw ) ma*=l 

根据⑴， \S^(T)9\ max < |9|max, 故由 (55), \S(T)f\ L . ^ |/| L X, 此即 （ ii). 

( iii ) 由前面的定理4,即 Marcel Riesz 定理，可得 S : L 2 — L 2 的有界性.口 


注3下面是 （ iii ) 的另外一个直接的证明.在方程 （50) 两端乘以并在 R 上对 
x 积分.在右端分部积分.由于 N — 00时 tz ( M ) — 0, 

d 


—y u ux = — j" U^.dx. 


u 2 dx 


u { x , t ) 


这证明了 / u 2 ( x ，0 dx 是 t 的递减函数，由此 （ iii ) 成立. 

类似地可以给出 （ ii ) 的直接证明.用 Xj ( t ) 表示 u ( x , t ) 改变符号的点: 
>0 ， Xj < rc < x J +1 ， j 偶数， 

<0 ，％ < a: < Xj+i, j 奇数， 

则 

W*)Ui = 51(-1)- 7 / u ( x y t ) dx . 

对 £ 微分，并利用微积分和方程 (50), 我们得到 


\ u ( t )\ L ^ = 厂 + ' u t dx = jT 

= 5Z(-iy(u x (x j+1 )- ix x (xj)). 


* i+i 


根据 (56), w 的一阶 rr - 导数在每个点 处改变 符号： 

,^0, j 偶数， 

♦， 彳仏 j 奇数. 

因此 (570 右端彡 0. 这证明了 \ u ( t )\ L . & t 的递减函数，从而⑼成立, 


(56) 


(57) 


(570 


□ 


我们下面给出定理13的另一个证明.可求得 （50) 的初值问题的显 式解： 
u(x y t) = J f(y)e~ (x ~ y)2/4i dy. 

这证明了 *9 是积分算子,其核为 exp {( x - y ) 2 /4 t }/2 y /^ t 应用定理 l ( iii ) 和 （ iv ) 可 
以证明定理13的⑴和 （ ii )， 应用定理3可以证明（出). □ 

定理13对任意多个变量的二阶椭圆型方程也成立；上面给出的证明对一般的 
情况也适用，当然最后一种基于显式解的方法除外. 
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16.6 奇异积分算子，拟微分算子和 Fourier 积分算子 

上面提到的几类算子在现代分析,特别是偏微分方程的现代理论中起着主导作 
用.它们大大延拓了经典的积分算子并把积分算子和微分算子统一起来.特别地, 
许多微分算子的逆可以用这些算子表示出来. 

关于这些算子的理论可参看参考文献，特别是 HSrmander 和 Taylor 的书.我 
们提醒大家注意一个特别深刻的结果，它是由 David 和 Journo 得到的关于拟微分 
算子的 L 2 有界性的结果. 
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第 17 章 Banach 代数及其基本谱理论 
17.1 赋范代数 

在第15章中，我们了解到当第一个映射的目标空间是第二个映射的定义空间 
时，如何通过复合把 Banach 空间到 Banach 空间的两个映射相乘.本章我们特别 
研究从 Banach 空间到自身的有界线性 映射. 任意两个这样的映射可以复合，从而 
使集合 C[X ， X) 构成了一个有单位元的代数 . /：中每个元素都具有第15章定理2 
和定理8中所描述性质的范数，也就是满足次可加性和次可乘性的范数.这样的代 
数称为賦范代数. 

从 Banach 空间 A ： 到自身的有界线性映射有一组重要的仅依赖于/：(尤义）的 
代数和解析结构的结果.在本章和第18章中，我们将会在赋范代数中导出这些结 
果. 

定义斌范代数 C 是复数域上的结合代数,其中每个元素 M 都有一个非负的范数 
| M ], | M ] = 0当且仅当 Af = 0,且范数进一■步满足 

| M +7 V |< + \ cM \ = | c || Afl ， \ NM \ ^ | N 1| M ]. (1) 

若赋范代数 /： 的单位元 / 的范数为1，即 

= ( 2 ) 

则£是有单位的陚范代数. 

定义若賦范代数£关于其范数是完备的，则称£为 Banach 代数. 

本节中的结果不仅对 C(X,X) 成立，而且对所有有单位的 Banach 代数也成立. 
定义如果 Banach 代数£的元素从在£中有一个逆元 N = AT 1 ： 

NM = MN = /, (3) 

则称 M 是可逆的.如果分别有 

AM = /, /= MB , (4) 

则称4为 M 的 左逆， B 为 M 的 右逆. 代数中的一个基本事实 是：若 Af 既有左逆 
A 又有右逆取则它们相等.这是因为在 AAf = J 右边乘以啟得 

AMB = B (5) 

根据结合性和 （4) 中第二个关系式,我们得到 A=B 
定理1 

( i ) 若 M 和 K 是可逆的，則 MK 也可逆且 
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( MK )^ 1 ^ ir l AT l . (6) 

( ii ) 若 M 和 X 交换， 

MK ^ KM , (7) 

且它们的乘积可逆，则 M 和兄都可逆. 

证明 （1) 由结合性立即可以得到.为证明（2)，设 MK 的逆为 AT : 

{ MK ) N = I = N { MK ). 

由 TV 和 ii ： 的结合性， KiV 是 M 的右逆.根据 M 和欠的交换性以及结合性，我 
们得到 


/= N ( MK ) = N ( KM ) = ( NK ) M , 

从而 JViC 是 M 的左逆.故 M 是可逆的. 口 

定理1是纯代数性的 结果； 但下面的结论不是. 

定理 2 假设 Banach 代數£中的元素凡是可逆的，则/：中和 K 充分靠近的元 
素也是可逆的.特别地，若 

I 乂 I < ⑻ 

则元素 L = K-A 可逆. 

证明我们首先考虑 J 这一特殊 情形； 我们断定只要 

1邳< 1， ⑼ 

I B 是可逆的， J - B 的逆由几何级数 

= S (9，) 

0 

给出.显然，由于< 1，上面级数的部分和序列是 Cauchy 列； 由于 Z 是完备的， 
级数收敛•由 （1), 收敛级数可以逐项 相乘； 在 （90 式左端乘以我们得到 

oo oo 

BS = = = S- I 

0 1 

由此 （ J - B ) S = I . 类似地，在 （9') 式右端乘以 B 可以证明 5(/- B ) = I 这证明 
了 S 是 I - J 5 的逆. 

我们现在考虑 （8): 把兄 - 4分解为 

K-A = K { I - IT l A ). ( 10 ) 

记 B = 欠- 1 ^根据次可乘性和不等式 （8), 

\ B \ = \ IT l A \^\ ir l \\ A \< l . 

利用 （9' 我们对 （10) 取逆： 

{ K - A)~ l = { I - K ~ l A )- l K~ l = Y ^( K ~ l A ) n K ~\ 


( 10 ') 
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( C /- M)~ l = C 1 (厂 W - M - 1 = E (13) 

o 

当 iC -' Ai ] < 1 时收敛，即当 Kl > 1邶时收敛.这证明了每个这样的 C e p ( A 4)， 故 
a { M ) 中每个 A 满足 | A | < 1 M ], 这证明了谱是有界的. 

表示式 （13) 是预解式在 oo 点的一个 Laurent 级数;第一项是对 （13) 式 
在围道 C : |Cl = c , c > | AfI 上对 C 积分得到 

/( 卜閩 (14) 

若 M 的谱是空集，则由定理 3( ii ), (C - M )~ l 是处处正则解析的函数.对 Banach 
空间上的解析函数应用 Cauchy 积分定理， （14) 式左端积分将会是0;由于右端积 
分不为0,这证明了 a ( M ) 是非空的，此结果由 A . E . Taylor 得出. 

下面我们更精确地研究级数 （13) 的收敛半径.设 A : 是任意整数，则我们有分 
解 n = fc 9 + r , 0彡 r < fc . 故 M* q+r = ( 由此我们推出 

lATK | Ar || M *|9. 

这给出估计式 

IS 券 (料， 

于是若 

1>|，即 （15) 

则级数 （ 13) 绝对收敛，故每个满足 （ 15) 的 （ 属于预 解集； 从而 a ( M ) 中每个 A 满 
足 |A| < 根据定义（ 12 )， \^\^; 由于这对所有的整数 fc 都成立， 

故有 

\ a { M )\ ^ liminflA ^ I 1 ^. (16) 

现在再次考虑预解式的表示式 （13) 的系数用 Cauchy 积分公式表示出 

来： 

/(( — AfTYg ^ AT . (17) 

我们可以选取积分的道路为 M 的预解集中绕 a [ M ) 一圈的任意围道 C . 由定义 
(12) 知= KM )1 + 是这样的一个围道.于是我们估计 (17)： 
lA^I ^ c (| cr ( Ai )| + <5) n+1 , c = max |(( J - 

取 n 次根， 

IM^/n < c ^ n {\( r ( M )\ + < J ) 1+1 / n , 


再取 lim sup , 得到 


limsup 彡 \ o ( M )\ + S . 
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由于这对任意的 S >0 成立，它对6 = 0也 成立； 

lim suplA ^ I 1 /" < (18) 

比较 （16) 和 （18) 得， lim inflATI 1 卜和 lim supjAT I 1 /" 相等，于是我们得到 Gelfand 
的谱半径公式 （120. 口 

17.2 函数演算 

由于£是一个代数，对多项式 p ( t ) t 我们令 

N 

p ( Ai ) =〉： Qj Af 3 (19) 

为 C 中元素 M 的多项式 .（19) 定义了一个从多项式代数到代数£中的映射，显 
然，这是一个同态.这个同态可以延拓到比多项式代数更大的一个函数类里;例如 
我们可以定义 



更一般地,对任意整函數 

/(<) = !>“' ( 2Q, ) 

我们可以定义 

_ = ( 20 ) 

更进一步，由 （12') 知，我们可以对在半径超过 \ a ( M )\ 的圆周内收敛的幂级数，定 
义 (20). 现在我们给出一个更加一般的延拓. 

定义设 M 是£中一个元素，/(0是在包含 tr ( Af ) 的区域 C ? 内解析的函数.设 
C 是 GDp ( M ) 内绕 a ( M ) 中每个点一圈但是绕 G 的补集中每个点0次的一个围 
道.我们定义 

= ( 21 ) 

根据 Cauchy 积分定理， （21) 与围道的选取无关. 

定理5 

( i ) 当/是多项式时，定义 （21) 和定义 （19) 相同. 

( ii ) 从包含 tr ( M ) 的开集上解析的函数构成的代数到£内的映射 （21) 是一个 
同态. 

( iii ) (22) 

( iv ) 设/在包含 a ( M ) 的一个开集解析，分在包含 f (( r { M )) 的一个开集上解 
析. 若用 / i 表示它们的复合，即 

九(0= 9(/(0)， （23) 
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则 

h { M ) = g ( f ( M )). (23’) 

证明⑴在 （21) 中用多项式代替 /(C) 并利用（ I 7 )说明（ 2 1)和 （19) 相同.同 
样的论证说明对在半径大于 W ( M )\ 的圆盘内解析的/, (21) 和 （20) 相同 • 

( ii ) 对任意的复数(：和 a ;, 

(^1 — M) — (u;/— M) = (( 一 
假设 C 和 w 都属于 p ( M ). 在上面的等式两端乘以 （ C - 

(C - M)~ x - (C - M) _1 ] = (C- ^O' 1 * (24) 

关系式 （ 24) 称为预解恒等式. 

显然，由 （ 21) 给出的映射 / — /(M) 是线性的.现在我们证明它是可乘的.设 
/和 P 在包含 cr { M ) 的开集 G 内是解析函数.我们选取两个都包含在 Gnp ( M ) 内 
的围道 C * 和 D 使得它们没有公共点且 D 在 (7 内，即（：绕 D 的每个点 u ; —次而 
D 绕 C 的每个点 （ 零次.对 / 和 p 分别在围道 C 和 D 上应用定义 （ 21 )， 我们把 
f ( M ) g ( M ) 写成两个积分的乘积，并把它表示为二重积分.利用预解恒等式 (24)： 

^ ^(C - 

- ^ ^ (C - ^ -1 - (C - 州 ”/(() 咖)盖差 

=/ |y*(C - 0) _1 /(C)S d C (u ； - M)~ 1 g(uj)-^du 

- j - ^ 一 (( — M ) _1 /( C )^ jdC . (25) 

由于 C •绕 D 的每个点 o ; —次，根据 Cauchy 积分公式，上式第一项中关于 < 的积 
分等于 f ( uj ). 由于 D 不绕 C 的任意点(:，上面第二项中关于 a ; 的积分等于0;故 
由 （ 25) 我们得到 

f [ M ) g ( M ) =寺 ( u - M )^ 1 f ( u ) g { oj )^ duj y 

根据 （ 21) 这等于此处 h ( u )^ f ( u ) g ( u ). 这证明了映射 （ 21) 是可乘的. 

( iii ) 我们必须证明，//属于 f ( M ) 的谱，当且仅当 M 形如 


^ = /( A ), AG a ( M ). (26) 

若 M 不形如（26)，则 /( C ) - M 在上不为 0. 因此， (/( C ) 1) 一 1 = 5( C ) 在 
包含 a ( M ) 的开集上是解析的，于是我们可以通过公式 （21) 定义 g { M ). 根据 （ ii ), 
[/( M )-/ X -/ MM ) = h ( M )„ 这里 / KO = (/(0 - ^)5(0 = I - 于是 h { M ) = J 且 
M ) 是 的逆. 这证明了 // 不属于 cr ( f ( M }). 

另一方面，假设 M 形如 (26). 定义函数为 


MC ) = 


/(0 — /(入) 


C-A 
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显然， fc ( C ) 在包含 a ( M ) 的开集内是解析的，故我们可以用（叫定义因为 
(< 一 A ) fc ( C ) = f (0 - /( A )， 故由 （ ii ) 可知 

( M - XT ) k ( M ) = f ( M ) - /( A )/. (27) 

由于 A 属于 ( t ( M ), 第一个因子是不可逆的.根据定理 l ( ii )， f { M )~ /( A )/ 也是不 
可逆的. 

( iv ) 根据假设， pM 在 f ( cr ( M )) 上是解析的.因为根据 （ iii )， f ( M ) 的谱是 
/( cr ( M )), 故可以在公式 （21) 中把/换成 P 且把 M 换成 /( M),C 换成 

9(/{^)) = - /( iVO ) _1 p ( w )^. (28) 

对 D 上的 a ( a ; - /( Of 1 是上的解析 函数； 因此再一次应用公式（ 2 1),我 
们得到当围道 C 不绕 D 上任意的点 a ; 时， 

(u^I- = / K - MTV - fiOr 1 ^ (29) 

把 (29) 代入 (28)： 

g(nm = //((- 州 -V -) _1 咖 )5^ 忐 dw . ( 30 ) 

我们交换积分 顺序； 由于 C 不绕 D 的点， 故 D 绕 C 中每个点 C . 根据 Cauchy 积 
分公式， 

^( u ~ /(0) _1 p( w )^ = 9 (/( 0 ) = MC), 

在这里我们应用了 (23). 将上式代入 （30) 式右端，根据（21)，我们得到了 此 

即 （23'). □ 

定义 （21) 和定理5中列举的性质称为算子的函数演算.关系式 （22) 称为谱映 
射定理. 

假设 M 的谱可以分解成71 个互不相交的闭分支 的并： 

<y(M) = <7i U • • • U <t^, (Tj n a *： = \/j ^ k. (31) 

对每 个办用 G 表示 M 的预解集中绕％中每个点一次但是不绕 d k ( k ^ j ) 的围 
道.我们定义 

定理6 

( i ) Pj 是不交的投影，即 

Pj = Pjy 且对 j / A :， PjPk = 0. (33) 

N 

(ii) E^ = / (34) 

i=i 

( iii ) 若化 非空 ，则 & _ 0. 
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证明关系式 （33) 是定理 5( ii ) 的推论.由于 C = EG 绕 ( t ( M ) 的每个点一 
次，对所有的 j •把 （32) 相加并应用 （14) 得到 (34). 我们把 （ iii ) 的证明留给读者 .口 

习题 1 证明若 P 是非零投影，即满足 1^ =户 一 0, 则 

| P | ^ 1. (35) 

习题2 证明谱半径 \ a ( M )\ 在范数拓扑下关于 M 上半连续，即若 limM n = M , 
则 

lim sup | cr ( M „)| < \ a ( Af }\. 

习题 3 证明 | expM ] 彡 exp | M ]. 

习题 4 证明若 0 不属于 (J(M) 且 0 不能通过 p(M) 中的曲线与 00 连通，则可以 
定义 ln ( M ), 使得 

exp ln ( Af ) = M . 

习题5 定义/^为由 M 和生成的代数的闭包•证明 > Cm 
是乙的 交换子代数. 

注记关于 Banach 空间上算子的谱理论历史，请参看 Dunford 和 Schwartz 的书 
第 607 〜 609 页. 

“谱”的概念由 Hilbert 首先提出，它在量子力学中有许多显著的意义. 
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第 18 章交换 Banach 代数的 Gelfand 理论 


Banach 代数是复数域上的结合的、完备的賦范 代数. 在本章中我们假设 Ba¬ 
nach 代数£有单位元 J，jJ) = 1，而且£是交 换的： 

MN = ATM, 对/：中所有的 M 和 iV. (1) 

在这里我们通过乘性泛函和极大理想这两个等价的概念来研究可逆性. 

定义 Banach 代数£上的一个乘性泛函 p 是从£到 C 的同态. 

尽管定义是纯代数的，有单位元的交换 Banach 代数的同态具有下面的分析性 


质. 

定理1 有单位元的交换 Banach 代教到 C 上的每个同态都是一个压缩，即满足 

\ p ( M )\ < |Afl. (2) 

证明由于对每个 M, 且 p 是一个同态，故 

p ( M ) = p(JM) = 

由此知除了 p = 0 (在这种情形下，定理的结论是显然的)， 

p(i) = 1. (3) 

令 K 是£中的一个可逆元，即 KN = l 则由（3)， 
p(K)p(N)=p(KN)=p(r) = l ] 

这证明了如下引理. 

引理2若尺是可逆的，则 p { K ) ^ 0. 

现在假设 （2) 不成立，即存在 M 使得 | P (M)| > |M1， 则 

⑷ 

p(M) 

满足 


|B| < 1. (4，) 

由第17章定理2的 （9), ⑼）可知， K = I - B 是可 逆的. 另一方面，由 （4) 和 （2), 

P (iO-p(i)-p(^) =i-i = o ； 

这与引理2中的结论 矛盾： 若 ii： 是可逆的，则 p(ii0 #0.故 （2) 对所有的 Af 都成 
立. 口 


本章的主要结果是引理2的逆. 

定理3 有单位元的交换 Banach 代数/：中的元素尺是可逆的，当且仅当对 Z： 到 
C 的所有非0同态 p ， 均有 
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p ( K ) ^ 0. (5) 

证明正如引理2中证明的那样，若 K 是可逆的，则对所有的非0同态 p ， 
p ( K ) ^ 0. 余下的只需证明若 K 是不可逆的，则存在同态 p : — C 使得 

p ( K ) = 0. (6) 

为了构造这样的一个 P ， 我们需要一些代数和分析的概念. 

定义设£是有单位元的交换 Banach 代数，2：是£的一个子集.如果： T 满足 
⑴2•是£的线性子 空间； 

( ii ) 对£中任意的 M , Ml C J ; 

( iii ) 1 是非平凡的，即它既不是 {0} 也不是整个乙， 

那么称 I 是£ 的一个 理想. 

注意到每个理想都不能包含可逆元 W 若不是这样，则由 （ ii ) 可知 Z 包含/： 
中每个元素，与 （ iii ) 矛盾.特别地，2：不包含 J . 

引理4 设£和/是相同教域上的两个有单位元的交换代数，9是从£到/上 
的同态.假设 g 在以下意义下是非平凡的： 

( i ) q 不是同构； 

( ii ) g ( C ) 真包含 {0}. 

由£中所有被 g 映为0的元素 K 构成的同态 g 的核是£的一个 理想. 相反地 ， L 
中每个理想2：是某个非平凡的同态的核. 

证明容易验证 g 的核是一个理想.为证相反的命题，定义 *4 为 
A = £( raodX ) = £/ Z , 

即 *4 由£中元素的等价类构成，两个元素 M 和从是 modJ 等价的，如果它们的 
差属于 I : 

M = AT modJ 如果 Af - A / eZ . 

等价类的加法和乘法定义为从每个等价类中选取任意代表元相加和相乘得到的元 
素所在的等价类. 

取映射 g 为把£中元素 Af 映为和 M modJ 等价的所有从所在的等价类. 
显然，的核是 3：. □ 

引理 4' 设£， j 和 g 如引理 4, J 是 *4 的理想，则 J 的逆象是£的理想. 

证明这很显然. 

在前面我们注意到一个理想中不能包含可逆元.相反地，有如下引理. 

引理5 C 中任意的非零的不可逆元凡属于某个理想. 

证明所求的理想是由 JC 生成的主理想 AX . 容易验证性质 （ i ) 和 （ ii ); 由于 
kc 不包含恒等元/,性质 （ m ) 也成立. 口 

定义极大理想是不包含在任意其他理想中的理想. 
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引理6 £的每个理想都包含在某个板大理想中. 

证明在£中由理想构成的集合上通过包含关系定义 偏序设 {1} 是一族全 
序的理想.我们断定它们的并是一个理想;容易验证性质 W 和 （ U ) 成立.由于单位 
元 J 不包含在任意的： T a 中，也不包含在它们的并中；这证明了性质 （ iii ). 由 Zorn 
引理，我们断定在包含给定理想的所有理想中有一个极大理想. 口 

结合引理5和引理6我们推出引理 7. 

引理7 £中不可逆的元素尺属于某个板大理想人 T 

引理8 若州是/：的一个极大理想，则 A ^ C / M 是一个可除代数，即 <4中的每 
个非零元都是可逆的. 

证明若/包含一个非零的不可逆元 C . J=CA 是包含在/中的一个理 
想.现在考虑自然的嵌入映射 q : C — C/M = A . 根据引理牝 J 的逆象了是£ 
中的理想，且真包含 *4 中0的逆象 M 由于假设人1是极大理想,这是不可能的 .口 

现在我们讨论一些分析的结果. 

引理9 有单位元的交换 Banach 代數£中的理想 T 的闭包 T 是一个理想 • 

证明容易验证 T 具有性质⑴和 （ ii )， 且真包含 {0}. 我们断言 f 不包含 J . 
由于 T 不包含可逆元，且根据第17章定理2知所有以 J 为心的开单位球中的 7 V 
都是可逆的，故 J 不在 T 中. □ 

引理10 有单位元的 Banach 代数£中的极大理想人 t 是闭的. 

证明若 M 不是闭的，则根据引理9, M 的闭包是真包含 7 W 的理想.这与极 
大性矛盾. 口 

引理11设如上，:1是£中的闭理想，则4 = £/： T 在商代教的自然范數下是一 
个 Banach 代數. 

习题1 证明引理 11. 

下面的结果由 Mazur 得出，它是上面一系列引理的主要结论. 

定理12 若乂是有单位元的可除 Banach 代数，则乂和复数域同构. 

证明正如在第17章定义的那样，乂中元素欠的谱是使得 （i - K 不可逆的 
复数 C 构成的集合，这里/是4的单位.根据第17章定理4, A ： 的谱都是非空的. 
这意味着存在复数《使得 kI - K 是不可逆的.由于假设 *4 是--个可除代数，这只 
能当 A ： 是 *4 中零元时成立，因此 kI ^ K . 于是每个元素 A ： 是单位元的常数 
倍; 映射 


⑺ 

□ 


是/和 C 之间的一个同构. 


K —> k 
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现在我们证明定理3,即任给/：中的不可逆元反我们可以构造同态 p ： C-^C 
使得 p ( K ) = 0. 

根据引理7, 属于某个极大理想根据引理10, M 是 闭的. 根据引理11， 

C / M 是一个可除代数.于是根据定理12, C / M 同构于 C •复合 

p M ： C^ ⑻ 

是£到 C 上的一个同态，其零空间为 由于欠 属于以， pmW =0, 这证明了 
定理 3. 口 

我们把关系式 （8) 重新叙述为如下定理. 

定理 13 设 Z ： 是一个有单位元的交换 Banach 代数，则对乙中每个板大理想 *M ， 
存在乙 — C 的同态 pm 使得 X 为其零空间： 

p M { K ) = 0 当且仅当 KeM . 

相反地，从£到 C 上的每个非0同态的零空间是一个极大理想. 

我们注意到上面对反方向的论述是纯代数的事实.下面我们给出定理3的一 
些结果. 

定理 14 设£如上， JV 是 /： 中任意元素，则 W 的谱是 

cr ( N )^ { p ( N }} ⑼ 

这里 p 取遍所有乙到 C 的非0同态. 

证明根据谱的定义， C 属于当且仅当(: W 是不可逆的.根据定理 
3这当且仅当存在 p 使得 p ( CI ~ iV ) = 0.因为由（3)， p (7) = 1,故 C € a ( N ) 当且仅 
当存在 p 使得 C = P ( W ). 口 

下面我们说明如何利用定理14中谱的刻画给出谱映射定理的一个新证明.我 
们首先回忆第17章中阐述的函数演算.对在包含 cj { M ) 的幵集内解析的函数/，公 
式 （21) 定义 /( iW ) 为 

/(A4) = ^(C- Ai)-V(C)2^dC. (10) 

根据第17章定理 4( iii ), 我们得到 

cU{M)) = /WAi)). (11) 

积分 （10) 是通常的定义 Riemann 积分的部分和在范数下的极限.因此，对任意的 
有界线性映射 e ： C ^ C , 我们可以在 （10) 式右端积分号里面应用 A 

W ⑽)=/ 嗽- Af )- 1 ) /( C )^ dC . (10') 

特别地， (100 对每个 C -^ C 的同态 p 成立： 

p(/(Af)) = fp((C-M}- 1 ) /(C)‘dC. (12) 

由于 p 是同态， 
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p((C-Ai)~ 1 ) = (C-p(iVi)r 1 . 

代入 （12) 给出 

p ( f ( M )) = j >( Q - p ( Ai ))" 1 /( C )2~ jdC . (13) 

由定理14可知 p ( M ) 属于 a ( Af ). 根据构造，围道 C 绕 a ( M ] 中每个点仅 一次; 故 
由 Cauchy 积分公式， （13) 式右端等于 /( p ( Ai )). 这意味着 

p { f(m = /( P ( M )). (14) 

根据定理14,当 p 取遍所有同态时 （14) 式左端填满 f { M ) 的谱而右端填满 
f (< r ( M )). 故我们断定 （11) 成立. 口 

在本章中构造的同态 p 可以视为对应的极大理想 M 和£中元素 AT 的 函数： 

p = p ( M , N ). (15) 

对固定的 JV ， p 是极大理想空间 J 上的函数. 

定义上面定义的函数 p 是交换 Banach 代数£在它的极大理想空间 J 上的 Gelfand 
表不. 

定理15 

( i ) Gelfand 表示是由 Z ： 到集合 J 上复数值函数构成的代数之间的同态. 

( ii ) Gelfand 表示是一个收粮： jp ( M , iV )| < 

( iii ) iV 的讲是表示 iV 的函数的值域. 

( iv ) 单位元 J 被 p ( M , I ) = l 表示. 

( v ) 函教 p 分离 J 中点； 即对两个不同的极大理想 人1 和人 f ， 存在 N 使得 
p ( M t N )^ p ( M \ N ). 

证明 ( i ) 表示了每个 p 是同态•，⑻重新叙述了 （2); ( iii ) 重新叙述了定理 (14); 
( iv ) 重新叙述了⑶； （ v ) 由定理13可得. 口 

定义极大理想空间 J 上的自然拓扑是使得所有的函数 p ( M , N ) (N 固定）连续 
的最弱的拓扑.此拓扑称为 Gelfand 拓扑. 

定理16 J 在 Gelfand 拓扑下是紧的. 

证明考虑乘积空间 

P ， （16) 

£ 

这里是复数域 C 中的圆盘 ICI < r *. 每个圆盘是 紧的； 因此根据 Tychonov 定理， 
它们的乘积 P 在乘积拓扑下是紧的.根据在圆盘里.我们通 
过把^/中的每个 M 映为点 


( 17 ) 







第 19 章交换 Banach 代数的 Gelfand 
理论的应用 

19.1 代数 C(S) 

设 S 是紧 Hausdorff 空间，£ = 是 S 上连续的复值函数构成的代数，赋 

以最大值范数 

|/| = max |/(5)|. (1) 

对中任意的点 r ， 存在与 r * 对应 3 的同态 p r : C -^ C ： 

Pr(/) = /(r). (2) 

正如我们在第18章定理13中注意到的，同态的核是一个极大理想 

M r = {f ■ f { r ) =0}. (3) 

定理1 C { S ) 的每个板大理想都形如 （3). 

习题1证明定理 1. 

定理1证明了 C ( S ) 的极大理想空间可以等同于自身. 

19.2 Gelfand 紧化 

设 S 是局部紧 Hausdorff 空间， C 6 (5) 是5上的有界的连续复值函数构成的代 
数，陚以范数 

|/| = sup |/( 5 )|. ⑷ 

任给 S 中点 r *， 由 （3) 定义的 i C b ( S ) 的一个极大理想.我们断定当 S 不 
是紧集时， C b ( S ) 还存在其他的极大理想.我们对5 = R 证明此结论. 

设〜 e 1 R , — 00,并设 Z 是由所有满足 

Um ^ fisn ) = 0 (5) 

的函数/构成的集合.显然 ， H 理想.同样，: T 中的函数没有公共的零点.由 

第18章知， Z 包含在某个（事实上有很多个）极大理想 中； 然而明显地，人 f 并 
不形如 （3). 

尽管定理1在非紧情形下不成立，下面的结论仍是正确的. 
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定理 2 设5是局部紧的 HausdorfF 空间.在 Gelfand 拓扑下，形如 （3) 的极大理 
想； W r 构成的集合是 C b (5) 的板大理想空间的一个稠密子集 • 

证明设人 loo 是 C b (S) 的一个极大理想，"是 Gelfand 拓扑下包含 Moo 的 
一个开集.则存在某个 e > 0 和 心， • • •，/ 1* 使得 

{M： 1 < ⑹ 

包含在 C 7 中，这里 p(M) 由第18章 （15) 式定义.设~ =乃+9,勺= p(Moo,hj); 
我们可以把 （6) 写为 

{M : \ p ( MJj )\ <£, p ( MooJj ) = 0, k }. ⑺ 

我们断定形如 （ 7) 的每个开集中都包含一个若不是这样，则对 *5 中每个 r ， 
M = Mr 不满足⑺.由第 18 章定义 （ 14) 和 A^ r 的定义 （ 3 )， p ( MrJj ) = / 々)， 
(7) 不成立意味着，对所有的 r ， 


m ax |/ j( r )l ^ ^ (8) 

由⑺， PiMooyfj ) = 0,故 / j_(j = l ，...， fc ) 属于 Moo , 由于 Moo 是一个理想，对任 
意的有界连续函数知 Y ：9 jfj 也属于州 oo •令办=万，则 

/ = Ei/ii 2 ⑼ 

属于 jVtoo. 由 (8), Vr € 5, 

f(r) ^ £ 2 . (10) 

这说明/是一个可逆元，从而不属于任何一个理想.这个矛盾说明 Moo 的每个邻 
域包含着一个点 □ 

在 Gelfand 拓扑下， C b ( S ) 的极大理想空间称为 S 的紧化.这个空间包含着一 
个和 <S 同胚的稠密子 空间； Gelfand 紧化上的连续函数空间中的函数在此子空间上 
的限制构成的集合是 S 上所有有界连续函数构成的空间. 

下面的例子更加有趣. 


19.3 绝对收敛的 Fourier 级数 


设£是由单位圆周沪上有绝对收敛的 Fourier 级数的复数值函数 f (9 ), 即满 
足 


f { 0 ) = Y .^ n ^ ( 11 ) 

1/1 = H l°nl < 00 (12) 

的函数构成的 代数. 容易验证范数 （12) 是次可乘的： |/ p | < l / lbl . 故 Z ： 是一个 
Banach 代数. 函数/ 三1 是£的单 位元， 其范数等于 1.对沪 上的每个点 u ;， 映射 

Pw (/) = /(^) (13) 
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是£ — C 的一个同态.相反地，有以下定理. 

定理3对£賦以范數（12)，则从£到 C 的每个同态 p 都形如 （13). 

证明根据第18章定理1，从 Banach 代数映到 C 的每个同态范数都为1.由 


于以和 的范数为1，故 

\ p ( e ie )\ < 1, \ P ( e ~ ie )\ < 1. (14) 

由于 p 是同态， 

p ( e ， p ( e - i 0 )= p ( l ) = l . (15) 

结合 （14) 和（15)，我们得到 \ p ( e ie )\ = 1;因此我们可以把 p ( e ， 写为 

p ( e ie ) = e iu; , cj 是实数. （16) 

因为 P 是同态， p [ e ine ) = 对所有的整数 n 都成立，且对所有的有限和 

p (^2 c n e ind ) = ^ c n e ^. (17) 

由于 P 是连续的且 E < oo , (17) 对在范数 （12) 意义下收敛的无穷级数也成立. 
这证明了 p 形如（13)_ □ 


根据第18章定理3, Banach 代数£中的元素/是可逆的，如果对所有的 
C ^ C 的同态 p ， 均有 p (/) 一 0. 由上面定理3,我们得到如下定理 • 

定理4 如果定义在单位圆周上的函数/有绝对收敛的 Fourier 级数，且在 S 1 上 
任意点处均不为0,则它的倒数/― 1 也有绝对收敛的 Fourier 级數 • 

这个由 Norbert Wiener 得出的著名定理很令人惊奇，因为函数/的 Fourier 级 
数和它的倒数的 Fourier 级数之间并没有明显的关系. 

在多个变童的情形时，结论是类的： 

f {0) = y ^ Cne in ' 9 = (9 i , - - -,9 k ), n = wi ，..、 nfc ， 

^|Cn| < OO. 

与定理 3 和定理 4 类似的结果成立，证明也类似. 


19.4 闭单位圆盘上的解析函数 


设4是由在开单位圆盘 { zeC ：\ z \< 1} 内解析且连续到边界 { zeC ：\ z \ = i } 
的函数构成的代数.在范数 

1/卜喘 I/WI (!8) 

下， *4 是一个 Banach 代数. 

任给: | z | < 1} 上的一点 u ;, 映射 


P .(/) = /M (19) 

是 A — C 的一个同态.相反地,有以下定理. 

定理5 乂 — C 的每个同态 p 都形如 （19). 
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证明根据第18章定理1，同态 P 的范数 | p | < 1. 由于根据（18)， /( z ) = z 范 
数为1,故 

|^)| < 1 . ( 20 ) 
设 p ( 2 ) = iw ; 由于 p 是同态, p { z n ) = w n 且对所有的有限和 戊 〆 ， 有 

P (零 a 〆 )（21) 

这说明当/是多项式时， 〆 /) = / ㈤ ).由于/中每个/在 W < 1上可以用 
多项式一致地逼近，且 P 是连续的，对乂中所有的/， 均有 〆 /) = f(w). 这证明了 
定理 5. 

□ 

习题 2证明 *4 中每个函数在单位圆盘上可以用多项式一致逼近 • 

定理 6 …， f m 是4中在单位圆盘内没有公共零点的 m 个函数，则在 *4 中 

存在函数 9 u ... i 9 m > 使得 

m 

= 1 - ( 22 ) 

i=i 

证明设 Z 是由形如 

m 

/ = !>/;， hjeA (23) 

的函数构成的集合.若 Z 一 A Ml 是一个理想，因此它包含在一个极大理想 M 
中.根据第18章定理13, 是一 个同态的零空间.根据定理5,所有的同态形如 
(19); 因此极大理想是由 *4 中所有在某个点 w 处为0的函数构成的集合.由于假 
设= l ，...， m ) 没有公共的零点，它们不能在同一个理想中.这说明2：不是一 
个理想，从而2： = 乂特别地，/三1可以表示成 （23) 的 形式； 这证明了 (22). □ 

对在多圆盘 

11(^1 < !) 

内定义的、 A : 个复变量的且直到边界连续的解析函数，情形是类似的.定理5和定 
理6也有类似的推广，证明也类似. 

19.5 开单位圆盘内的解析函数 


设5是由开单位圆盘内的有界解析函数构成的代数.在范数 

I/I = sup \ f ( z )\ (24) 

M<i 

T , B 是一个 Banach 代数. 
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对每个 M < 1，形如 （ W ) 的映射是谷 — C 的一个 同态； 因此满足 

/( it ;) = 0, | tu | < 1 (25) 

的/构成的集合是一个极大理想 M w . 并非5的所有极大理想都具有这种形式. 
但是，下面的结果是正确的. 

定理7 形如 （25) 的极大理想 M w 构成的集合在 Gelfand 拓扑下是极大理想空 
间的一个稠密子集. 

由定理2的证明过程中的分析知，定理7和下述性质是等 价的. 

定理 r 设是石中具有如下性质的函数：对 M <1 中的每个 2 ， 

( 26 ) 

j=i 

则存在5中 m 个函数 9j {j = 1, …， m ) 使得 

m 

^2/9jfj = 1 - ( 27 ) 

>=i 

定理 7 称为冠定理 .（26) =» (27) 是精巧和深刻的结果 . Lennart Carleson 利用 
函数论的方法证明了这个结果.在1979年 ， Toms Wolff 利用偏微分方程的方法给 
出了一个完全不同的证明（见参考文献 Koosis ). 

19.6 Wiener 的陶伯定理 


本节处理没有单位元的 Banach 代数.此时可以通过形式地加入一个单位元 J 
的方法来补救，即若4是一个没有单位元的 Banach 代数，把乂扩充为由所有形 
如 A/+ M(A 是复数， MeA ) 的元素构成的代数 £. 加法按照分量相加定义，且乘 
法满足分配律 .• 

(/i/+ 7V)(A/-f M) = n\I+ 入 AT+ NM. 

我们注意到乂是 £ 的一 个极大理想. 

在扩充后的代数£中定义范数 如下： 

|AJ+ Af) = |A| + \M]. 

显然，这个范数满足次可加性和次可乘性，且单位元 J 的范数为 1. 

设4是由 R 上复数值的可积函数（我们用小写字体表示）构成的空间 L 1 . 对 
f . geA , 我们定义/和 g 的乘法为卷积 

(/ * 9)( s ) = f f ( s - u ) g ( u ) du . (28) 

在积分中做变量替换 S - u = t ;， 得到卷积是交换的. 

引理8在 L 1 范数下，卷积是次可乘的，即 
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1/ < I / IlHpIl 1 (29). 

证明假设/和 P 都是有紧支撑的连续函数，则/ M 也有紧支撑，且它是有 

限和 


X ；/(5- jA ) p ( jA)A (29') 

在 △ — 0时的 L 1 极限.注意 ; 到/与其平移具有相同的 L 1 范数； 因此根据范数的 
次可加性， （290 的 L 1 范数以 

\f\ Ll ^2\g(jA)\A (30) 

为界.令 △ — 0; (29') 中和式趋于 / * 仏 （30) 趋于 \f\ L i | pUi , 故不等式 （29) 成立. 

□ 


事实上，上述证明对/的任意平移不变的范数都适用，从而 

\ f *9\^\ f \\ g \ L ^ (31) 

这里 | 丨表示 R 上函数的任意平移不变的范数.从现在开始，我们假设本节中的范 
数均为 L 1 范数. 

我们用£表示在 L 1 中形式地加入单位元（我们记为 e ) 后得到的卷积代数. 
下面我们确定£的所有极大理想，或等价地，确定零空间是£的极大理想的乘性 
泛函 P . 卷积代数£的一个极大理想是 L 1 . 对其他的乘性泛函 p , 存在 L 1 中的/ 
使得 〆 /) / 0. 正规化/使得 

P ( f ) = 1- (32) 

设《是任意实数，记 / t 为/的 平移： 

ft ( s ) = (33) 

引理9在范數意义， / t 是 t 的连续函數，即 

lini |/ t+/l ~/ t | =0. (34) 

证明当/是有紧支撑的^续函数时，结论是显 然的； 由于在范数下 L 1 中的 
每个函数/可以被有紧支撑的连续函数逼近，故 （34) 对所有的/都成立. 口 

现在定义 


xW = p (/ t )- (35) 

由于 P 是连续线性泛函，由引理9, x 是 t 的连续函数.由于 / t 的范数与 i 无关，故 
对所有的实数《， X ⑴一致有界，界为 
设6和 r 是两个实数.我们断定 

ft+r * f = ft * fr. (36) 

为此，我们对左端应用卷积的定义 (28)： 

(ft+r * f )( s ) = J f ( v - t - r ) f(s - v ) dv . 
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令 v - r = w , 则上式变为 

J f ( u - t ) f(s - r ~ u ) du ; 

此即 /t * f r {s). 这说明 （30) 式成立 • 

现在让 p 作用在 （36) 式上.由于 p 是可乘的， 

p{ft+r)p(f) = p(/l)p(/r). 

根据 X 的定义 （35) 和正规化条件 （32)， X 满足函数方程 

X ( 亡+ 0 (37) 

我们己经证明 X 是连续的且是有 界的; 根据分析中一个众所周知的结果， （37) 的所 
有解是纯虚指数 函数： 

X ( t ) = e 唂， (38) 
己经确定了 p 在/以及/的平移上的作用，我们想确定它在£中所有 g 上的 
作用.首先注意到由于 p 是连续的且 pCO 一 0, p 在以 / 为心的一个半径充分小的 
球内不为 0. 由于/在范数下可以用有紧支撑的连续函数任意逼近，存在有紧支撑 
的连续函数使得 P 在其上的作用不为 0. 这说明我们可以取/是有紧支撑的连续 
函数. 

设 9 是具有紧支撑的任意连续函数，则和式 （29') 在 P 范数下收敛到& 
利用记号 (33), 我们把 (290 重新写为 

^/( jA )(/0 A ) A . (39) 

让 P 作用到上面的和式上，我们得到 p ( f * g ) 的如下逼近： 

Y ^ e ^ A 9 ( jA ) A . (40) 

当 △ — 0 时， （40) 趋于 

9(0 = J ^ V 9{ v ) dv , (41) 

即它趋于与 9 的 Fourier 变换相差一个因子 \/ y / n 的函数.由于 （39) 趋于/ * 分且 
V 是连续的，故 p ( f * g ) = 由于 p 是可乘的且 p (/) = 1，故对所有的具有紧支 
撑的连续函数 S ， 

P (/ * 9 ) = P { 9 ) = 5(0. (42) 

由于 p 和在$点的 Fourier 变换都是 p 的连续函数 ， （42) 对 L 1 中所有的#成立. 
我们总结为如下定理. 

定理 10 卷 积代數 Z ： 上的每个乘法线性泛函都形如 （42) 式，这里 （ 是某个实數. 

相反地，对每个 ^ eR } (42) 式定义了 £上的一个乘法线性泛函. 

证明上面已经证明了第一部分.第二部分重新解释了 的 Fourier 变换 

是/和 g 的 Fourier 变换的通常的乘^这一众所周知的 事实： 

T*9 = /?• 


□ 
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定理11 ( Wiener ) 设/是 R 上的 L 1 函数，且其 Fourier 变换/(《）对任意的《 
均不为0,则/的平移张成了整个 L 1 , 即任意的乙 1 函数都通过/的平移的线性组 
合在 L 1 范數下逼近. 

注1 J 非零这一条件是必要的，因为若/在7?点为0,则/的任意平移、它们的 
线性组合以及它们的 L 1 极限的 Fourier 变换在 77 处都为 0. 

证明当 p 是有紧支撑的连续函数时，/ * g 是/的平移的线性组合 （29') 的 
L 1 极限.由引理8,对任意的^ L 1 , / * p 是/ * 如的 L 1 极限，这里如是在 
范数下收敛到 .9 的具有紧支撑的连续函数列.因此，为证明定理，我们只需证明函 
数/ * e L 1 ) 构成的空间在 P 中是稠密的. □ 

引理12 设/如定理11， m 是 L 1 中的函數，其 Fourier 变换 m 有紧支掸，則存 
在9 e L 1 使得 


m = f * g . (43) 

注意到 Fourier 变换具有紧支撑的 L 1 函数在 L 1 中 稠密； 因此由引理12可知定理 
11成立. 


习题3证明 Fourier 变换具有紧支撑的 L 1 函数 m 构成的集合在 L 1 中稠密. 


引理12的证明选择一个充分大的紧区间 J 使得它包含而的支撑.构造 
中一个辅助函数/ I 使得其 Fourier 变换是实的而且 


^(0 — 


1， 在/上， 
<1，处处. 


定义 尸为 /的共轭，即 


(44) 


f °( s ) = f ( s ). (45) 

众所周知/的共轭的 Fourier 变换是/ ^ Fourier 变换的复 共轭： 

?(0 = /( 0 - (450 

设乙是在 L 1 中形式的加入单位元 e 后得到的 Banach 代数.我们视 e 为广义 
函数理论中的 Dirac 测度 <5( 见附录 B ). £中的元素形如 


Ac + k , k e L 1 , XeC . 

显然，泛函 p 0 (Ae + A ;) = A 是可乘的.由定理10,其他的乘法线性泛函均形如 
p (入 e + Ar ) = A + fc (0, 《€ R . 

特别地，取元素 e — h + f * f c . 由上， p 0 (e -h + f * f c ) = l ， 此非零.对其他的 p , 
p ( e - h -\- f * f c ) = l-h + 1/| 2 . (46) 

由 （44) 和/非零可知，对所有的《，（ 4 6)是正的. 故 e-h + f * f c 不属于任意乘法 
线性泛函的零空间中. 
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我们断定 e - / i +/*/ c 在乙中是可逆的;这是因为,根据第 18 章定理 3, Banach 
代数中的元素是可逆的，当且仅当它不属于任何乘法线性泛函的零空间 • 

用 d 表示 e-h + /*/ c 的逆： 

(e ~ h f * f c ) * d = e. 

在此关系式两边乘以 m : 

(e — /i + / * / c ) * d * m = m. (47) 

我们断定 （e - /i) * m 为 0; 为此，我们视 e 为 Dirac 的 J 分布. （e - /i) * m 的 Fourier 
变换是 ( l - h ) m , 参考附录 B.5. 根据构造 （ 44) ， 1-X 在 / 上为 0 而 m 在 J 的余集 
上为 0. 这证明了在广义函数意义下 （ e - /i)*m 的 Fourier 变换是 0; 因此 
为 0. 代入 (47) 得到 

f * f c *d*m = rri] 

取夕 = / c *d*m ， 这正是所要证明的关系式 （ 43). □ 


现在我们给出定理11的一个应用. 


设 n 是 R 上一个有界函数，当 s 趋于 oo 时有 极限: 

lim n(s) = a. 

设 / 是一个正规化的 P 函数 ： 一 

J f(u)du = 1. 

于是由 （ 48) 和 （ 49) 易知 


(48) 

(49) 


lim (/ * n )( s ) = a . (50) 

问题： 是否能由 （50) 推出 3 (48)? 这样的一个结果称为陶伯定理. 

定理 13 设 n 是 R 上一个有界函数，/是在 （ 49 ) 意 义下正规化的 L 1 函數.假设 
(50) 成立，即当 s 趋于 oo 时，/和 n 的卷积趋于数 a. 假设/的 Fourier 变换处处 
不为 0, 则 n(s) 依平均值趋于 a ， 即对每个数 4 



n(u)dw = a. 


(51) 


证明由 （ 50 )， 对任意的 t ， 


取 (50 ; ) 的线性组合,对每个 


得 


lim (ft * n)(5) = a. 


h = ^2 c jft i1 


lim (h * n)(s) = a Cj — a J hdu. 
显然，若 /i 是形如 （ 52) 的函数列的 P 极限， （ 50) 也成立. 


(50') 

(52) 

(53) 
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若/的 Fourier 变换处处不为0,则由定理11, (53) 对所有的 L 1 中的 / i 成立. 


特别地，取 

对此/ I ， （53) 化为 （51). 


h(u) 


1M 

0， 


0 < 5 < d, 

其他. 


(54) 

□ 


注2 (51) 不是 （48) 但是它们己经相当接近.例如，若 n 在 R + 上是一致连续的, 

则由 （51) 可以推出 （48). 


习题4 假设 n 是缓增函数，即 

sup n(u) - n ( v ) (55) 

当 u 趋于 oo 时趋于0•证明& (51^ (55) 可以推出 (48). 

注记 Wiener 利用他的陶伯定理证明了素数定理. 

习题 5设/是 R 上的 L 2 函数.证明/的平移张成了 L 2 当且仅当/在一个具 
有正 Lebesgue 测度的集合上不为 0. 

注3 A . Beuring 证明了：若/属于所有的 L p (l < p ) 且/在一个具有正 Lebesgue 
测度 a (0^ a < 1 ) 的集合上为 0 , 则对 p < 2/(2 - q ), /的平移不能张成整个 


19.7 交换的 B * 代数 


Gelfand 理论对研究复 Hilbert 空间上的算子构成的交换代数特别有用.在第 
15章中我们引入了 Banach 空间上得有界线性算子4的转置的概念.当>1为 
复 Hilbert 空间 i / 上的算子时，它的共轭转置，称为 伴随， 记为 iT :丑 — 丑. 对// 
中任意的: r , 2/，有 

( Ax , y ) = ( x , A * y ). (56) 

每个有界算子>1都有一个伴随下面的代数性质由定义直接 可得： 

{A + B) m = iT + B \ ( kA )* = kA \ 

A ** = A , {ABY = B * A \ (57) 

我们把 >1 的算子范数记为||4||. 

定理14 设丑是 Hilbert 空间，4 : 丑 — i / 是有界线性映射，則 

= (58) 

\\^ A \\ = \\ A \\ 2 . (59) 

证明在 （56) 两边取绝对值并对所有单位长度的 x , y (|| x || = | M | = l ) 取上确 
界.在左端首先对2/取上确界再对 o : 取上 确界; 得到 || A ||. 再右端按相反的顺序取 
上确界，得到 \\ A 0 \\; 这证明了 (58). 


19.7 交换的代數 181 


为证(59)，在 （56) 中取 v = Ax ; 由 Schwarz 不等式， 

\\Ax\\ 2 ^\\x\\\\A^Ax\\^\\x\\ 2 \\A*A\\. 

对所有单位向量： e 取上确界， \\ A \\ 2 < \\ A ^ A \ l 由次可乘性和 （58)， \\ A ^ A \\ ^ 
WIHIAII < || A || 2 , 因此 （59) 成立. 口 

定义具有性质（57)， （58) 和 （59) 的 * 运算的完备赋范代数 称为斤 代数. 

R 代数中的元素 A 称为是自伴的，如果 ，= A B 称为是反自伴的，如果 

丑丰= - B . 

定理 15 

⑴交换 P 代数的自伴元>1的谱是实的. 

( ii ) 反自伴元 B 的谱是虚数. 

证明根据 Gelfand 理论， A 的谱集为 { p ( A ) : p 是任意的乘法线性泛函}.我 
们断定若>1是自伴的，则 p ( A ) 是 实的. 为此，记 

p ( A ) = a + i 6. (60) 

设 t 是任意 实数; 令 r = /. 则 r * = 4 - ia 且 

T * T = A 2 -h t 2 I . (61) 

由 （60)， p ( r ) = a + i (6 + t )， 故 

| p ( T )| 2 = a 2 + (6 + t ) 2 . (62) 

根据第 18 章定理1，每个乘法线性泛函是一个 压缩： 

\P(T )\ 2 < || T || 2 . (63) 

在左端利用 （62)， 右端利用 （59) 和 （61), 由 （63) 我们得到 
a 2 + (6 + t ) 2 <|| T * r ||<|| A || 2 - ff 2 . 

若 6 一 0, 对和 6 同号的充分大的 t , 这明显是错误的.故 6 = 0; 这证明了定理 15( i ). 
若 B 是反自伴的，则由 （57) 知 iB 是自伴的.故 ⑼由⑴ 可得. 口 


定理16 交换 R 代数上每个乘法线性泛函 p 满足 


P ( r *) = 而. 


证明定义>1和 B 为 


T + T* „ T-T 
A — ---, B = 


2 ， 2 7 
由（57)， A m = A , = 把 T 和 分解为 

T = i 4 + B ， T * = A - B . 

由于 p 是线性的， 

p(T)=p(A)+p(B), p(Tn^p(A)-p(B). 

根据定理 15, p ( A ) 是实数而 p ( B ) 是 虚数； 因此由 （66) 可得 (64). 


(64) 

(65) 


( 66 ) 

□ 


定理17 对交换 f 代数中的每个 r , 
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|| T || = \ a ( T )\. (67) 

证明我们首先证明对代数中的自伴元汔 （67) 成立.当 >!• = 4时， （59) 变 
成 

11 义 2 || = 11聲 _ 

由 （57) 知若4是自伴的，则4的任意幂也是自 伴的； 因此由 （68) 知 

l|A 2n || = |H. 

依次对 n = 1，2,4,8, ... ， 2 fc == m 应用此等式并结合这些等式，我们得到 

\\A m \\^\\A\r. 

取 m 次根，我们断言 

lim || = || A ||, m = 2 fc . (69) 

k—^ca 

根据第 17 章定理4, （69) 左端极限等于 4 的谱 半径； 这对自伴的 T = A 证明了 
(67). 

下面考虑任意的: T . 由（64)，对任意的乘法线性泛函 p ， 

p ( T ^ T )= p(T *) p ( T ) = | p ( T )| 2 . (70) 

由于 ( t ( T ) 中每个点形如 p ( T )， 由 （70) 知 T # T 的谱半径是 T 的谱半径的平方： 

MT * T )| = KT )| 2 . (71) 

根据 （ 57)， r •: T 是自 伴的； 由于我们在对称的情形己经证明了 （ 67 )， 故 

|| T " T || = \( j(T " T )|. (72) 

此式与 （71) 结合给出 

|| T * T || = KT )| 2 . 

由 （ 59) ， ||r*T|| = ||T|| 2 ; 这证明了对所有的 T ，（ 67) 成立 • 口 

注记为了导出 19.7 节中的结果， Gelfand 发展了交换 Banach 代数理论 . Banach 
代数理论在 Wiener 定理上的应用是人们后来才想到的. 


历史注记陶伯定理是 Hardy 和 Littlewood 以奥地利数学家 Alfred Tauber (1866— 
1942) 的名字命名的， Tauber 在1897年写了这方面的第一篇论文.他的主要贡献 
是精算科学.1942年，他被关押到了 Theresienstadt 集中营. 
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第 20 章算子及其谱的例子 


设 X 是 Banach 空间， 是 X 上的所有有界线性映射构成的 Banach 
代数.在本章中，我们讨论并阐述 C ( X , X ) 中的线性算子的谱理论. 

20.1 可逆映射 

首先考虑 C ( X , X ) 中线性算子 M 的可逆性.根据定义， M 是可逆的，当且仅 
当它把 X —对一地映到 X 上.根据闭图象定理， M 的逆是有界的（参考第15章 
定理 11). 因此只有两种情况使得 M 不是可 逆的： 

( a ) M 不是一对一的； 

( b ) M 不是映上的. 

由此可知，若两个线性映射 M 和 K 的乘积 MK 是可逆的，则 K 是一对一的， 
M 是映上的.若 M 和欠交换，即 MK = KM , 则由乘积的可逆性得到 K 和 M 
都是一对一的和映上的，因此 Af 和 K 都是可逆的. 

在第17章定理2 中我们看到，若 Banach 代数中的元素欠是可逆的，则当 
|A| < ^时，元素 A 是可逆的.对线性映射，我们有如下另外的结果. 

定理1 设 X 是 Banach 空间，夂：义―入是到上的有界线性映射，則形如 

K - A , | i 4| <£•，£：充分小 （1) 

的映射也是映上的映射. 

证明由第15章定理9,存在常数 fc 使得 W G X ，存在 x € X 满足 

Kx = z , | x | ^ k \ z \. (2) 

我们现在断定若线性映射 A:X 的范数< 1/ A :， 则 K - 4把 X 映到 X 

上，而且对任意的 rx , 存在 x 使得 

( K - A)x = u , \ x \ < 1 _^|| u |- ⑶ 

X 是逼近序列 { x n } 的极限， { x n } 可以递归地定义如下： 

Kx n ^\ = Ax n + w ， xq = 0 . ⑷ 

根据 （ 2 )， 对 n = 1 ， 方程 （ 4) 有解^，且:^满足 Ini < k \ u \. 对 n > 1 ， 我们对两个 
相邻的方程 （ 4) 相减构造 ^n+l : 

K ( x n+ i - x n ) = A { x n - x n - i ). (5) 

由 （2)，（5) 的解 ( x n + l - x n ) 满足 
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|^n+l _ 2<n| ^ ^ | |x n 一 Xfi—\ |« (5 ) 

由于 k \ A \ < 1， 由 （50 可知序列 { x n } 收敛.在⑷中令 n -MX), 得到 X = \ imx n 
满足 （3). 由于 Xo = 0, 3J == T^n°(x n +l ~ ^n)j 

\ x \^ Y , 1^1 -^ nl < < A:/(l - k \ A\)\ul 

这正是 （3) 式所要证明的. 口 

在第 17 章中，我们定义有界线性映射 M 的谱 a ( M ) 是使得 AJ- M 不可逆的 
所有复数 A 构成的集合. 

定理2设 — X 是一个有界线性算子.若 A 是 M 的谱的边界点，则 A-M 
的值城不是整个尤. 

证明由于 A 是 a { M ) 的边界点，在 M 的预解集中存在点列 { An } 以 A 为极 
限.根据第 17 章定理 3 的推论 3'， 对 P(M), 


这意味着存在依赖于 （的 

U 使得 （C - M)~ l u = x 而且 

⑹ 

(C- 

- M)x = u , |x| > A ||u|. 

⑺ 


在定理1中取 A = (A - QI . 若定理2结论不成立，即 Jif=A — M 的 
值域是整个 X ，则我们取 （ =与 A 充分接近使得 I 淘 -| A-CI 充分小从而使 
( K - A)x = u 有范数满足 （3) 的解 z . 但是由（7)， 


(K — A)x = (( — Af)x = u 

的唯一解: r 的范数 W 与 M 相比是很大的，这是一个直接矛盾. 口 

定理 3 设 M : X — X 是一个有界线性映射， AfW — f 是 M 的转置，则 

<j(M') = ( 8 ) 

证明证明基于以下简单 事实 ： K ： X ^ X 是可逆的当且仅当它的转置 
X 1 是可逆的.事实上，若 X 是可逆的，则它有逆 

KL = IK = I . (9) 

取转置得 

UK 二 KV = T (9 r ) 

这说明 I '是皮的逆.当 X 自反时，和 f 的关系是对称的，这就完成了证明. 
当 X 非自反时，我们需要另外的论证.假设疋是可逆的，则 （9') 成立，故取转置 
得到 

K " L n = L n K n = r . (9") 

由于和 r 在叉 上的限制分别是 ii ： 和/，由 (9^), K 的零空间是平凡的. 
散 K 是一对 一的； 根据 （9") 知 X 〃在 li ： 的值域上的限制是 K 的逆.由于 L 〃是 
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连续映射，故的值域是闭的.我们断定欠的值域是整个 X ，若不是这样，则根据 
Hahn-Banach 定理，存在线性泛函以0, £限制在丑 k 为0,但是根据第15章定理 
5,这样的〖属于的零空间.由于假设欠/是可逆的，故这不可能. 

在上述结论中取 K = X-M 即得定理 3. □ 

推论1 设 M 是 Hilbert 空间孖到//的有界线性映射， AT 是其伴随•则 

a(AT) 

习题 1 证明推论 1 . 

本章开始的讨论说明 A 可以通过下面的两种途径进入映射 M 的谱： 

( a ) ( XI - 在 X 中的零空间是非平凡的； 

( b ) { XI - M ) 的值域是 X 的真子 空间. 

入 J - M 的零空间中的非零向量称为 M 的特征向量.由于在无限维空间中当 
( a ) 不成立时 （ b ) 也可能成立，所以 M 的谱中的点 A 未必就是 Af 的特征值.这就 
是为什么与在有限维的情形相比，特征向量在线性算子的一般理论中所起作用不那 
么突出的原因.正如我们将会在下面的例子和在紧算子一章中将会看到的，特征值 
也起一定的作用. 

下面我们给出一些例子. 


20.2 移 位 

设 

X = £ 2 = {x= (ao, ai，•. •） <oo.} (10) 

在 x 上定义右移位 / e 和左移位 x 分别为 

Rx = (0,ao,ai, - • *)i Le = (ai ， a 2 , …). （ 11) 

显然 ， LR = I , RLjL I . 因此 Z 和丑 都不可逆.简单的计算说明，丑和 Z 互为转 
置 .• 

R f = L } R = L , . (12) 

定理 4 及和 Z 的谱为单位圆盘 {AeC: |A| ^ 1}. 

证明显然， i 是一个压缩，即 || Lrr || ^ || x ||. 由于存在 a : 使得等式成立，故 
|| L || = 1, 类似地，对任意的正整数 n , || X n || = l . 因此 

lim||X n || 1 /-=l, (13) 

根据第 17 章定理 4, i 的谱半径等于 1. 这说明若 |C| > 1, 则 C 不属于 I 的谱. 

下面我们求出 L 的特征值和特征向量.假设 Lsc = A *; 由定义，这意味着 
( ai , a 2,. •.) = A ( ao , a 】 ， a 2, •. .)，由此推出 

a n = A n ao, n = 1,2, • • •. (14) 
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由于 a ： 属于^ 2 , EKI 2 < oo ;(14) 式成立当且仅当 |Aj < 1.因此 I 的特征值是所 
有的 | A | < 1的复数 A . L 的所有特征值都属于 (7( L ); 由于谱是闭的， 单位圓盘中的 
所有 A 都属于 (7(L). 

由于丑和 Z 互为伴随，根据定理3可知 a ( R ) = a ( L ); 由此及上面的两个结 
论知定理4成立. 口 

习题2证明72没有特征值. 

习题3证明当作用在空间俨 ( l < p < oo ) 上时， i ? 和 [ 的谱是单位圆盘 { A€C : 

20.3 Volterra 积分算子 

设 ； c = c [ o , i ], v -. x^x 是积分 算子： v ® e X ， 

( Vx )( s ) = f x ( r ) dr . (15) 

Jo 

定理 5 C [0,1] 上的算子 V 的讲由单个点 A = 0 构成. 

证明利用分部积分，由归纳法可以证明 V "由下面公式给出： 

( ^)(8) = J \ s - r ) n - l x ( r ) dr . (15 f ) 

V 5 G [0,1], 

故 V ® e C [0, lj，I JTxl ^ | x |/ n !, 根据范数的定义 ， I < 1/ nl 由此可知 

lim I V^" 71 = 0. 

根据第 17 章定理4, V 的谱为 0. 由于谱是非空的，这证明了定理 5. □ 

例1设 X { A n } 是给定的一个有界复数列.对由 （10) 给 出的： c ， 定义 

Mx = ( A 0 a 0> Aiai ,- • -, A n a n ,---). (16) 

习题 4 证明由 （16) 定义的线性算子 M 的谱是集合 { A „} 的闭包. 

习题5设 X = < p < oo )， 设 — X 由 （16) 式定义，证明 ct ( M ) 是集 

合 { A n } 的闭包. 

习题6假设积分算子 s 

Kf { s ) = f S K ( s , t)mdt (17) 

Jo 

的核在时是 M 的连续函数. 




( a ) 证明 K 把 C [0，1] 映到 C [0，1】 里. 

( b ) 证明 ii ： 的谱由单点 0 构成 • 

形如 （17) 的算子称为 Volterra 算子，它是以首先研究这类算子的数学家 Vito 
Volterra 的名字命名的. 

20.4 Fourier 变换 

设表示 Fourier 变换： 

(Ff)(u) =-^=| f(x)e^dx = J(u). 

根据 Fourier 变换理论（见附录 B ), F 是把 L 2 ( R ) 映到 L 2 ( R ) 上的保范的可逆映 
射，其逆由 

/⑷ = J f(u)e~ ixu du 

给出.以 - x 替换 z 给出 

/(-X) = ▲ / f(u)e ixu 6u. 

用丑表示映射/ ㈤ —/(- x ), 由上面的公式知 F 2 = 由于 fl 2 = J , 故 

^ = 1 

由谱映射定理， P 的谱包含在由1的四次 根：士 1， 土 i 构成的集合里. 

习题 7 ( a ) 证明 F 把形如 p ( o ;) e -* 2 / 2 ( p 是次数< n 的多项式）构成的空间映到 

自身里. 

( b ) 证明 P 有形如夕(0^-* 2 / 2 的特征函数 • 

( c ) 证明（的中的特征函数张成了整个 L 2 ( R ). (提 示： 参看 9.1 节). 

参考文献 


Volterra, V., Sulla inversione degli integrali definiti. An. Mat (2) ， 25(1897): 139 178. 



第 21 章紧映射 

紧映射的概念和性质像“面包”和“黄油” 一样，在泛函分析中是必不可少 
的. 

如果完备度量空间的子集 s 的闭包是紧集，则称 s 是准紧的.以下是判断准 
紧性的两个有用 准则： 

( a ) 5是准紧的，当且仅当 <5中的每个点列包含一个 Cauchy 子列； 

( b ) 5是准紧的，当且仅当对任意5 >0,5可以被有限个半径为 e 的球覆盖. 
下面我们考虑 Banach 空间中的准紧子集.下面的性质由 （ a ) 和 （ b ) 容易推出. 

( c ) 若 Q 和 C 2 是 Banach 空间 AT 的准紧子集，则 G + C 2 是准紧的. 

( d ) 若 C 是 Banach 空间的准紧子集，则 C 的凸包也是准紧的. 

( e ) 若 C 是 Banach 空间叉的准紧子集， M 是 X 到 Banach 空间 t / 的有界线 
性映射，则是 C / 的准紧子集. 

习题1 证明结论 （ c )， ⑷和 （ e ). 

21.1 紧映射的基本性质 

定义设 X 和是 Banach 空间 ， C • X — U 是一个线性映射.如果 X 中单位 
球 方的象 在 C / 中是准紧的，则称 C 是紧映射. 

定理1 

⑴从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 [/ 的两个紧映射的和还是紧的 • 

( ii ) 紧映射的常数倍是紧的. 

( iii ) 设 K 是 Banach 空间， M：U 是有界线性映射， C : X — U 是紧的, 
則乘积 MC . X ^ V 是紧的 • 

( iv ) 设 Z 是 Banach 空间， N : Z — X 是有界线性映射， C . X — U 禾紧的， 
则 CN : Z-*U 是紧的 ■ 

( v ) 设: X 〜是一列紧映射，一致收敛到 C 7: 

lim | C n - C |=0 , (1) 

则 C 是紧的. 

证明设和 C 2 是 X — C / 的两个紧 映射； 这意味着 X 中单位球 Z ? 的 
象 C,B = Q 和 C 2 B = C 2 是准紧的.根据上面的 （ c)，G 是准紧的.由于 



190 第 21 章紧映射 


(Ci -f C 2 )(B) 包含在 C X B + C2B 中且准紧集的子集是准紧的，⑴成立. 

( ii ) 是 （ iii ) 的特殊情况 .（ iii ) 由准紧集的性质⑷可得. 

( iv ) 由于有界映射 iV 把 Z 的单位球映到 X 中的某个球内，故 CNB 是准紧 
的. 

( v ) 任给 e > 0,选择充分大的 n 使得 | C 7„ - C 7| < £■ .由于 CVt 是紧映射， C n B 

可以被有限个半径为 e 的球 覆盖； 于是被相同中心的半径为 k 的有限个开球 
覆盖. □ 

假设£/ = X ;在代数的语言下，定理1说明紧映射构成了 C(X ) 的一个闭双边 
理想.根据 Calkin 的一个定理，当 A ： 是 Hilbert 空间时，这是 C{X ) 的唯一的闭双 
边理想. 

定理2 设 X 和是 Banach 空间， C X — U 是紧线性映射.设 V 是 X 的一 
个闭子空间， v 是 cy 在 t / 中的闭包. 

( i ) c 在 y 上的限制是 y 到 V 的一个紧映射. 

( ii ) 假设 U = X 且闭子空间 y 在 C 下不变，即 C 把 F 映到 F 内，则 
C ：X/Y-^X/Y 是紧的. 

证明显然， （ i ) 成立; 考虑到商空间的范数的定义， （ ii ) 也是显然的. □ 

习题2证明退化的有界线性映射 D (即 dimi ? D < oo ) 是紧的. 

在本章余下的部分我们给出由 F . Riesz 得出的紧算子的理论.首先重新叙述第 
5章关于賦范线性空间的几何的引理 7. 这个引理将会被多次用到. 

引理3 设 X 是一个赋范线性空间， y 是 X 的一个真闭子空间，則存在 x€ X， 
使得 

| x | = l 且 d{x,Y)=mi r \x-y\> 1 -. (2) 

在第5章中，此引理被用来证明陚范&性空间的单位球是紧的当且仅当空间 
是有限维的.在这里，我们用此引理来研究从 Banach 空间 X 到自身的紧映射 C . 
下面三个定理是关于紧映射的基本结果. 

定理4 设 A ： 是 Banach 空间， C * : X — X 是一个紧 映射； IX 是恒等 映射; 
并设 

T = l-C (3) 

( i ) T 的零空同 N t 是有限维的. 

( U ) 用％表示 r 7 的零空间， 

Nj = N Tj . ⑷ 


則存在整数 i ， 使得 


Vfc > i , Nk = 


(5) 
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( iii ) r 的值域是闭的 • 

证明 （ i ) 根据 r 的定义 （3)， 若 y = C V , m y e N t . 由于假设 C 是紧的，故 
N t 中的单位球是准紧的.根据第5章定理6, &是有限维的. 

( ii ) 假设 （5) 对所 有的〗 都不成立，即对所有的 i ， 是况的一个真子集 • 
根据引理3,对每个 i ， 存在向量队使得 

Vi ^ Ni, |yt| = 1, d(yi,Ni-\) > ⑹ 

取 m < n •，由 r 的定义 （3), 

Cy n — Cy m = yn — Ty n - 2/m + Ty m . ⑺ 

右端最后 3 项在 N n ., 中，故由 （6), 它们的和到 yn 距离至少是^这证明了 
\ Cy n ~ Cy m \ > I 显然，序列 { Cy n } 没有 Cauchy 子列.由于 |如1 = 1，这与 C •的 
紧性矛盾. 

( iii ) 我们只需证 明：若 {糾}是尺 T 中的收敛点列， 

limy/k = y , yk = Tx kt ( S ) 

则它们的极限 2 /也属于 fir . 用4表示以到/化的 距离： 

dk - inf |*fc ~ z \. ⑼ 

戌 n t 

我们断定数列 {d k } 是有界的.事实上，我们可以在中选取办使得购：= Xk-Zk 
满足 

It^fcl = kfc - 2 fe | < 2 rffc . (9’) 

显然，由于 Tz k = 0, 

Twk = Txk - Tzk = Vk- (10) 

假设 4 无界.由⑻知 | y fc | 是有界的，我们用 (4 除以 （10) 式得到 

= # — 0. (11) 

dk dk 

♦ u k = 叫/办•由⑼）知 | w fc | < 2.由 （11) 和 r 的定义（3 )， Wfc - Cu k — 0.由 
于 C 是紧的， { Cu k } 有一个收敛 子列； 于是 { u k } 也有一个收敛子列（不妨仍记为 

Mb 

Uk —* u. ( 12 ) 

因为 r 是连续的，由 （11), lim rw = IV = 0,即 U 属于 JV T . 另一方面，由 （9) 

知，对所有的 2 e iVr ， kifc -Z\^d k . 除以 dfc 并利用 Ufc = w k / d k , 我们断定对所有 
的之€ iV T , - z | 彡 1. 由于可以取2 = u , 这与（12〉矛盾从而证明了数列 {4} 
是有界的. 

根据 T 的定义（3)，由 （10) 和 （8) 得， 

Wk - Cw k = yk — y . 


(13) 
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由 （90 和厶 的有界性， { w k } 是有 界的. 于是根据 C 的紧性， { Cw k } 有一个收敛 
子列.由 (13), ^的同一个子序列也收敛到极限％且由于 r 是连续的， 

w — Cw = Tw = y . 

这证明了 r 的值域是闭的. 口 

下一个结果说明对紧映射 c , t = J - C 的值域的余维数有限且等于 r 的零 
空间的维数.注意到在第2章中，我们将映射 r 的指标定义为二者的差，故此结 
果用指标的语言可叙述为如下定理. 

定理5 设 X 是 Banach 空间， C 7 — X 是一个紧映射，则 T = I-C 满足 

indT = dimA^T — codimi?T = 0. (14) 

证明 首先考虑 N t 是平凡的 情形： 

dimiVT — 0. (15) 

因此只需证明 codimi? T = 0,此意味着=久.若不是这样，则是 X 
的一个真 子空间 .由（15)， T 是一对一的，从而 rXi = X 2 是 Xi 的真子空间.定 
义= T ^ X . 类似地证明 XdX x dX 2 D ^； 且所有的包含都是真包含. 

根据定理4 ( iii ), r 的值域 A 是闭的.我们断定每个子空间是闭的.事 
实上， Xfc 是 I * 的值域且 2* = ( I - C) k = I ^ Eli-iy ( j ) c j . 根据定理1， 

是一个紧算子.由定理4, Xfc 是闭的.现在应用引理3;我们可以 
选择 Xfc 中的： Cfc 使得 

M = 1, dist ( x fc , X / b + i ) > i . (16) 

设 m 和 n 是两个不同的指标， m < n , 则利用 r 的定义 （3)， 

Cx m — Cx n — x m — Tx-m — x n + Tx n . 

右端最后 3 项属于 X m +1 ; 因此根据 (16), \ Cx m - Cx n \ > I . 这与假设 C 把单位 
球映为准紧集矛盾，从而在假设 （15) 下证明了 (14). 

现在再考虑 r 的零空间非平凡的情形.根据定理4,存在指标 i ， 使得 

N i+1 = N u (17) 

这里由公式 （ 4) 定义.由定义， iV =况是 r 的一个不变子空间，因此也是 C 
的一个不变子空间.故我们可以应用定理2 ( ii ) 并断定 C .. X/N — X/N 是紧映射. 
我们断定 T ' X/N — X/N 有平凡的零 空间； 因为有非平凡的零空间意味着存在不 
属于#中的向量 a ； 被映到 at 中.由于 tv 是 r 的零空间，这意味着 a ； 在 r +1 的 
零空间 AT i+1 中.这当然与 （ 17) 矛盾. 槪 T 在 XjN 上满足假设 (15); 因此 r 把 
X/N 一对一的映到 X/N ±.这意味着对 X 中任意的 y ,^ x € X,zeN 使得 

Tx = y z . (18) 


我们把此表示为 
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X = Rt + (19) 

即 X 中每个 y 都可以表示成中一个向量和/ V 中一个向量的和.对 i > 1,这 
些空间有非空交，由#中那些在 r 的值域中的向量 n 构成； 即形如 

n = Tz (20) 

的向量 n. 由 （ 17) 知 （ 20) 中的 z 属于 N . 根据线性代数的一个基本定理， T 在 N 
中零空间的维数等于 T 在 N 中值域的余维数.因此形如 （ 2 0) 的向量构成的空间 
的维数是 

dimJV — dimTVr. (21) 

此式与 （ 19) 结合说明了 R T 在 X 中的余维数等于 dimN Ty 这证明了 （ 14) 式. 口 

21.2 紧映射的谱理论 

定理6 ( F . Riesz ) 设 X 是一个 Banach 空间 ， C •• X — A ： 是紧线性映射. 

( i ) C •的谱由至多可教个复数构成， { A „} 的聚点只可能是 0. 若 dimX = 
00 ，则0 e < t ( C ). 

( ii ) 每个非零的 Aj 是匸的重数有限的特征值，即对每个 ； y = 一 0， 

C - A 的零空间是有限维的， 

存在整數 i 使得对所有的 A :> i ，（ C - A )* 的零空间与 （ C -；^ 的零空间 
相同. 

( iii ) 每个非零\是预解式 （ C - C )- 1 的极点 • 

证明对/ 0,定义1为 r = I - C l c 由定理5,若 r 的零空间是平凡 
的，即 dimiVT = 0,则 r 的值域是整个这证明了！ r 的谱中每个非零点是特征 
值.根据定理4⑹，特征值的重数是有 限的； 这证明了⑻. 

下面证明 （ i ). 为了证明 C 的特征值只能以0为聚点，考虑特征值的无穷 
序列 { An }, 对 n # m ， # A m ， 且对应的特征向量为 

Cx n = \ n x n . (22) 

用 K 表示由张成的线性空间.由于和不同特征值对应的特征向量 
是线性无关的， Vn - i 是的一个真子空间.我们对 X = y n , y = y n _! 应用引理 
3；存在％ e K 使得 

ll/nl = 1> \ Vn - V \> \ Vy 6 Vn - l . (23) 

由 K 的定义，我们可以假设形如 

n 

Vn ~ ^ ajXj. 


故 


194 第 21 章紧映射 


Cy n — \nVn = — ^n)0>j x j ^ ^n-l* (24) 

1 

这证明对 n > m , 

Cy n - Cy m = A n y n - V e Y n - i - 

故由 (23), 

\ Cy n - Cy m \^^. (25) 

由于每个 2/ n 是单位向量，且假设 C 7 把单位球映为准紧集，因此对任意的 (5 > 0, 
只能有有限个数 A Tl 满足 | A n | > A 

我们把 （25) 重新叙述为一种定童形式.回忆度量空间中准紧集 K 的容积函 
數 C ( e ，/0 的 定义： 它是中满足任意两个不同勺之间的距离至少为 e 的点 
2 i , ■ • * , zc 的最大个数： 

d (2 n ， 之 rn ) ^ 71 / 771. 

基于函数不等式 （25) 导出了 > e 的特征值的个数 N ( e ) 的如下 估计： 

7 V (5)^ C ( e ,2 C ( S )), (26) 

这里 B 是 X 的单位球. 

习题 3 证明 （26) 右端的因子 2可以 去掉. 

( iii ) 为证 C 的预解式以入> 为极点，取 C # \但是 K - 很小. 由预解式的 
定义 ， （C - C)~ l x = U 意味着 

x = — Cu . (27) 

对 u 我们分两步解此方程.取 i 充分大使得 N i+1 = N h 这里凡是 N {x __ C)i , 且记 
况为见由于 AT 是 C 的不变子空间， C 可以视为映射 

C X / N -* X / N . (28) 

根据定理2 ( ii ), (28) 中的 C 是紧的.我们断定 A 属于 X / N 上的 C 的预解 
集.若不是这样，则由 （ ii )， A 属于 X / AT 上 C 的 点谱； 这意味着 C 把 X 中某个 
2 /^ 0 mod N 映到 TV 中.但是这样的 y 属于 N i +1 而不属于队，与 i 的选择矛盾. 
于是由于 C •在 X /^^上是 紧的 ， A - C •在 X /7 V 上是可逆的.由于可逆映射构成的 
集合是 开的， 故当 K 」 A | 充分小时乂 - C 是可逆的,且在 X / N 上对所有这样的 C , 
l ( C - C )- 1 ! < c , c 是 常数. (29) 

解 （27) 的第一步是解同余式 

Qv — Cv = x mod N ; (30) 

根据 (29), (30) 有唯一的解 v 且 | v | ^ c *| x |. 同余式 （30) 意味着 

3 n ^ Ny (v — Cv = x — n } n e N . (31) 

第二步是在 W 中找方程 
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(z — Cz = n (32) 

的解 2 .把 （32) 加到 （31) 式上，我们得到 （27) 的解 w V t 

对 z € iV ， 解 （32) 是线性代数的一个问题.根据 A 是 C 的特征值的定义，我 
们知道 入属于 C 在 N 上的谱.由于 iV 是有限维的，不存在和入充分接近且不等 
于 A 的 C 属于 C 在 iV 上的谱.故对这样的 C ，（32) 有唯一的解，且由于有限维空 
间上的预解式是一个有理函数，解 2 满足 W < rf . |C - A |-*| n |, 这里 rf 是一个常数. 
由 （31) 知 |nK d . | x |， 从而 \ z\^d \ Q - Al - K 与 M < c 卡|结合，我们得到 
M = l(C - C )- 1 疋 I = |v + ^ | v | + \ z \ < (c + d ). |C — A 卜 

这个不等式也可以表 示为： 对和 A 充分接近但不等于 A 的 C KC - C )- 1 ! < 
(c + d ). IC - AI -. 换言之，在紧映射 C 的特征值 A 附近，预解式最多放大到 A 距离 
的负 i 次幂.与经典函数论一样，由此易知 C 的预解式有 i 阶极点.这完成了定理 
6的证明. 口 

注意到 （ iii ) 的证明给出了 （ ii ) 的另一 证明. 

习题4 证明 C 7 的预解式在 A 附近有 Laurent 展开 

( C - Cr ^^^ CC - Ay . (33) 

— OO 

证明是投影，即= ^_ 1； 参考第 17 章定理 6. 证明此投影的值域是 iV i; 
证明 

A-J = ( C - = 2,…， i . (34) 

习题5 证明 dimX = oo 时， Banach 空间 X 上的紧算子是不可逆的. 

设 X 是一个 Banach 空间 ， B : X — X 是一个有界线性算子.若存在正整数 
n , 使得 

B 71 =C (35) 

是一个紧算子，则称 B 是一个紧幂算子.紧算子的基本性质，定理4、定理5和定 
理6,对紧幂算子仍成立. 

定理 I 设 B : X — X 是一个紧幂 算子； 令 

S = I-B (36) 

( i ) S 的零空间 仏 是有限维的. 

( ii ) 存在 i 使得 

\ fk > i , N S k = N S i . (37) 

( iii ) S 的值成 R s 是闭的 • 

定理 5' 对 5=1-5， 

ind S = dim Ns — codim Rs = 0. (38) 
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定理^设 B : X — X 是一个紧幂算子. 

⑴ 丑的谱 包含至多可數个复數 {/?»»}， 其聚点只可能是 0. 若 dim；f = oo, 则 
0€( t ( B ). 

(ii) 每个爲 有有限重數和有限指标. 

(in) Pj 是预解式 (C - B)~ l 的极点. 

证明 我们从以下等式 出发： 

I-ET ^{1- 5)(/+ B + . • • + BT- 1 ). (39) 

记 f = 7\ J + B +... + B 71 - 1 = Q ，则 （39) 可以重新写为 

T= SQ= QS. (40) 

由此我们推出 

N t D N s 、 R t C R s . (41) 

根据假设 B n = C 是 紧的； 故由定理 4 和 5 ， 

dim Nt < oo, codim Rt < oo. (42) 

结合 （ 42) 和 (41), 得到 dim Ns < oo, codim Rs < oo . 根据定理 4, 是闭的； 

由此及 （ 41) 知也是闭的. 

对 （ 40) 取 A: 次幂： 

T fc = s fc g fc = 0 妒， 

由此我们推出 

N > j*k Z ) Ngk , Rfj>k (Z. Rg ^ - (43) 

根据假设， B n = C 是紧的，由定理 4( ii ), iV Tk 对> i 与 fc 无关.于是由 （42) 
知零空间都包含在有限维空间中.由此可知，存在 i 使得对 
任意的 k > i 、 N sk = N si . 这完成了定理 4' 的证明. 口 

下面我们证明定理以.根据谱映射定理（第 17 章定理 5) 以及 C7 =丑' 

a{C) = a(B n ) = a(B) n . (44) 

根据假设， C 是 紧的； 故根据定理6, a(C) 由一个只以0为聚点的可数集构成.由 
(44) 知这对 J3 的谱也 成立； 这证明了⑴. 

习题6用容积函数 C ( e , WB) 估计 B 的满足|/?| > e 的特征值/?的个数. 

我们已经证明了定理 6' 的 （ ii); 我们把 （ iii) 放在下一个习题中. 

习题 7 证 明定理& (iii). 

现在我们证明定理 5'. 若由 （ 39) 定义的算子 Q 是可逆的，则由分解 （ 40) 知 r 
和 S 的零空间有相同的维数且它们的值域有相同的余维数.故 indT=mdS; 由定 
理 5, indT=0, 故 ind5=0. 
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为证 Q 是可逆的，注意到 Q 是 B 的多项式，我们应用第 I 7 章定理 4 谱映射 
定理，据此， Q 的谱由形如1 + /? +…+ 0 n -' 的点构成，这里取遍 B 的谱. 故若 
a ( B ) 不包含除1之外的1的其他的 n 次方根，则 Q 是可逆的•若 e { B ) 包含1的 
1之外的其他 n 次方根，我们可以轻微地摄动乘积 （40). □ 

习题 8举例说明若 M 是一列紧算子的强极限，则 M 未必紧. 

习题 9证明若 C 是紧算子且 { M n } 强收敛到 M ， 则和 M n C 分别一致收 
敛到 CM 和 MC . 


定理 7 ( Schauder ) 紧映射 C : X — U 的转 置 CT 是紧的，反之亦然. 

证明我们必须证明 W 中的单位球在 C ' 下的象是准紧的.根据准紧性的判 
别准则 ⑷， 任给中点列 {4}，|4| 《 1， 我们必须证明 {C f t n } 有一个 Cauchy 子 
列.用 A ： 表示 CS 的闭包， B 是 X 的单位球.由于假设 C 是紧的， K 是的紧 
子集.是 u 的一致有界函数且在欠上是等度连续的： 

K4 ， w) - (4 ， v)| = |(4 ， m)| 彡 \u-v\. 

根据 Arzela-Ascoli 定理, 在紧集 凡上的一 致有界的等度连续的 函数列 {(^ n , u )} 
都有一个一致收敛的子列（仍记为 {(4, t /)})： Ve > 0, 37 V , 对所有的 n,m > N , 
MueK , 

|(4 ， WU < 二 (45) 

由于形如 u = Cx(\x\ < 1) 的每个 u 属于 欠， 由 （ 45) 我们断定到对所有的： r ， |a;| < 1 ， 
\(e n - e m , Cx)| = |(d - C7 m ,x)Ke (46) 

根据中范数的定义，这证明了对 n , m > N 1 

\C't n - C^ m \ < e, (47) 

即 { C ^ n } 是一个 Cauchy 子列. 

反之，若是紧映射，则根据上面的证明， C " 是紧映射.由于 C 是 C " 在 X 
上的限制，由定理2⑴， C 是紧映射.这完成了定理7的证明. 口 

定理8 设 （7: X — X 是紧映射且 T=I~C. 

( i ) 向量 u 属于 r 的 值城， 当且仅当对 f 的零空间中的每个 Mu ，£) = 0. 

( ii ) dim Nt > = dim Nt - 

证明 T 和它的转置的关系定义为 

(TxJ) = (x,T^). 

由此可知： T 的零空间是 r 的值域的零化子 

⑴根据定理4, Hr 是闭的，故由第8章定理8,对码中每个/都满足 ( uj )=0 
的向量 w 属于 ft T . 

( ii ) 由第 8 章习题 2, X 的闭子空间 H 的零化子同构于 X / R 的对偶空间.因 
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此 dimi^ = d \ m { X/Ry = dimX/R = codim R . 对 i? = i?r 应用此式-因为 
r t 的零化子是 T ' 的零空间， dimiVr' = codim 办.因为由定理 5, ind T = 0,故 
codim Rt = dim iVy . 因此 dimiVT , — dim Nr- 定理 8 称为 Fredholm 互斥性. 口 

定理 9 紧映射 C •• X — U 把每个弱收敛序列映为强收敛的序列 . 

习题10 

( i ) 证明定理 9. 

( ii ) 定理 9 的逆成立吗？ 


注记 F . Riesz 的论文一直是 Banach 空间上紧算子理论的基础.在该论文中，他 
引用了 Hilbert 关于紧算子的定义（那时称为全连续的)，并证明了如何将此概念延 
拓到 Banach 空间上.他的成就尤为突出，因为他在1918发表的论文比 Banach 的 
基本论文早了整整5年.而且和 Banach 不同，他讨论复数域上的赋范线性空间，这 
在谱理论中是本质的. 

历史注记 Julius Schauder (1899 — 1943) 是他那个时代最杰出的波兰数学家 ， Schauder 
基、 Schauder 不动点定理、映射的 Leray - Schauder 度以及在補圆和双曲偏微分方 
程理论中的许多基础性的结果都是他的发现.由于是犹太人，他在纳粹占领波兰期 
间被杀害.在当时，这样的事情很平常，以致没有人知道他何时何地被杀害. 

参考文献 

Calkin, J. W., Two-sided ideals and congruences in the ring of bounded operator in Hilbert 
space. An. Math. (2), 42(1941): 839^ 873. 

Riesz, F., Uber lineare Funktionalgleichungen. Acta Math., 41(1918): 71-98. 
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第 22 章紧算子的例子 

22.1 紧性的判别准则 


我们首先给出函数集在不同的拓扑下是紧集的一些有用的判别准则.第一个定 
理是著名的 Arzela - Ascoli 判别准则. 

定义设 S 是一个 Hausdorff 空间， { g } 是 S 上一族复值函数.如果 Vs e 5, Ve > 0, 
存在一个包含 . s 的开集 TV , 使得 Vr eN^ge {g}, 

\g(r) - g(s)\ < e, ( 1 ) 

则称 &} 是等度连续的. 

定理 1 设 S 是一个紧 Hausdorff 空间， { p } 是 *9 上的一族复值函数，满足： 

⑴集族是等度连续的； 

( ii ) {g} 是一致有界的： Vs 6 5, 6 {g}, 

\ 9 ( s )\ < M . (1，) 

断言当 C { S ) 賦以最大值范数时，集合 { g } 是准紧的. 

证明可以参考任何一本实分析的教材，如 Royden . 

习题 1证明定理1中的条件⑴和 （ U ) 也是一族函数在最大值范数下是准紧的 
必要条件. 

习题 2 设 Q 是的一个有界开集且 Q 中任意两点都可以被长度不大于^的 
道路连通，{射是 Q 上的一族函数. 如果函数 g 和它们的所有一阶偏导数在 Q 内 
是一致有界的：存在 Af >0, 

Vs G 0, I 沒 (s)| 彡 M, ldiff(s)l 彡 Af ， 

则在最大值范数下是准紧的. 


习题3 对取值于 度量空 间的函数族给出定理 1 的一个形式. 


紧性的另一个同样重要甚至是更重要的判别准则由 Rellich 得出. 

定理2 设 Q 是 ! R n 中一个有界开区域，其边界是光滑的.假设 {M 是 Q 上一族 
函数，且所有的函數 u 及其一阶导數在 L 2 ( Q ) 下是一致有 界的： 

INI ^ M, ^ M, i = (2) 

则集族 { t /} 在 L 2 ( Q ) 范數下是准紧的. 
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Rellich 判别准则的证明基于 Poincare 不 等式： 对有光滑边界的区域 Q 上的光 
滑函数％ 


|tt(a:)| 2 dx ^ 


udx 


+ d 2 [ j \diu\ 2 dx } 


⑶ 


这里 d 是 Q 的直径.具体的证明参考 Courant - Hilbert . 

我们注意到 Poincare 不等式和 Rellich 判别准则对所有的有界区域并不成立. 


22.2 积分算子 

现在考虑由第16章方程 （1) 定义的积分算子 K 、 g=Kf 定义为 

夕 (s) = J^K(s, t)f{t)dn(t), ⑷ 

s e 夂 t e r ， 5■和 r 都是紧的度量空间.我们将会研究在不同的拓扑下核 K(s,t) 
使得 X 紧的条件. 

定理 3 若核 K(s,t) 是 .S 和 f 的连续函数，则由⑷定义的积分算子是 yern )— 
C(S) 的紧算子. 

证明 要证明 A ：: L l (T y n)-> C(S) 是紧算子，我们必须验证函数族 

{9 = Kf, |/| l K 1} (5) 

满足紧性的判别准则 （ 1) 和 （ 1'). 由于 S 和 T 是紧空间 ，核 k(s,t) 是一致有界 
的，故根据第 16 章定理 1， K 是有 界的； 故条件 （ 1') 满足.为验证 （ 1 )， 我们考虑 
9(r)-g(s )： 

- 9( s )\ ■■ 


[K(r, t) - K{s,t)]f(t)dn 


^ sup \K(r,t) - K(s,t)\\f\ L i. 


由于 r x S 是紧的，核 k ( Sl t ) 是一致连续的，故当 r 趋于 
这证明了函数族是等度连续的. 


时 （6) 式右端趋于 0. 

□ 


利用类似的论证，我们可以证明如下定理. 

定理 3' 若当 t 固定时，核 ⑺在 I 1 范数下是 s 的连续函数，则积分算子 （4) 

是 C 7(： T ) — C (5) 的紧算子. 

由第16章定理 2 ,有平方可积核 k ( s , t ) 的积分算子*:是 L 2 ( T , n ) ^ L 2 (5, m ) 
的有界映射且 

|| A 1 I 2 ^ J J \ K ( s , t )\ 2 dmdn . (7) 

条件 （7) 包含了更多结论. 

定理 4 若积分算子 K : L 2 ( T y n )^ L 2 ( S , m ) 的核是平方可积的 ，则 允是紧 算子. 

证明设{化}是 L 2 (5, dm ) 的标准正交基.对固定的我们把 K ( Si t ) 展开 
为级数 
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K(s^t) = W Kj(t)Uj(s). 

⑻ 

对利用 Parseval 关系可知对几乎所有的 t 


J |K(s,t)| 2 dm(s) ^=^2\Kj(t)\ 2 . 

⑼ 

对 （ 9) 积分给出 


J J \K{s,t)\ 2 dmdn = 5 ^/ l^j(0l 2 dn(<). 

(10) 

现在定义 


Kjsf(s, t) = 》 : Kj{t)v,j{s). 

(11) 




并记 AT / v 为以 ZCw 为核的积分算子.显然，^是退化的算子，即它的值域是有限 
维的； 于是根据第21章习题2, 是紧算子.我们断定当 JV — oo 时， K / v 范数收 
敛到兄这是因为对 IC - Kn 应用 （7 ), 我们得到 


\\ K ~ 欠~1| 2 < J j \ K ~ K N \ 2 dmdn = %(*)加⑷. （12) 


由 （10) 知道当 TV — oo 时， （12) 式右端趋于 0. 由第21章定理 l ( v ), 紧算子的一致 
极限还是紧算子，故 K 是紧算子. 口 


习题 4 构造一个核满足 Holmgren 条件（第 16 章定理 3) 但不是紧算子的积分算 
子的例子. 

在第20章定理4中，我们证明了由 

( Vx )( s ) = f x(t)dt, (13) 

Jo 

定义的积分算子 V : C [0,1]^ C [0,1] 的谱只包含0点.在这里我们给出这个事实 
的另一个证明 .（15) 中定义的积分算子 V 的核是 

K(s ， t) = 

显然，: T 在 P 范数下对 i 是 s 的连续函数.故根据定理3'， V 是 C [0，1] 到自身的 
紧映射. 

根据第21章定理5,紧算子的谱由0和非0特征值构成.我们现在证明 V 没 
有非0特征值，因为假设: r 是特征函数，；^ 0是对应的特征值，则 

Vx = f x(t)dt — Ax(s). (15) 

•/o 

左端是 s 的可微 函数， 因此右端也是.对 （15) 微分，我们得到 

x(s) — 入工 ’⑷. 



(14) 


202 第 22 章紧算子的例子 


此式的所有非零解形如^:⑷= ce s /\ c ^ O . 特别地 ， : r (0) = c _0; 把 s = 0 代入 
(15), 我们得到 0 = M 0)， 与上面的结论矛盾.这证明了 V 没有非零特征值，故 

cr(V) = {0}. 口 (16) 


22.3 椭圆偏微分算子的逆 


现在考虑通过求解微分方程而定义的一类算子.设 Q 是 IR n 中有光滑边界的 
有界区域.用△表示 Laplace 算子.众所周知（参考 7.2 节)， V / e C ^( Q ), 边值问 


题 


在 Q 内 ， Aw = /，在 0 Q 上 ， w = 0 


有唯一的解 u . 

定义把 （17) 的解 u 记为 


u = Sf. 


(17) 


(18) 


定理5 S 是 L 2 ( Q ) 到 L 2 ( Q ) 的紧映 射. 

证明用《乘以 （17) 并在 Q 上积分，通过分部积分 得到： 

— J E \dju\ 2 ds = J fuds. 

正如在第7章引理1中注意到的，对在上为0的所有函数 u ， 


(19) 


INIo^rflNIi, (20) 

这里 IHIo 表示 U 在 Q 上的 L 2 范数， IMIf 表示 u 的一阶导数的 L 2 范数的平方 
和， d 表示 Q 的直径.在 （19) 式右端利用 Schwarz 不等式，然后再利用（20)，我们 
得到 


IHI?<ll/llolHlo^d||/||olNli, 

故 

IMIi^rf|l/llo, INIo^rf 2 ||/||o. (21) 

L 2 { Q ) 中的单位球在 S 下的象由所有与 ll/Ho < 1对应的 （17) 的解 tz 构成.根据 
(21)，这些解满足 

\\u\\i^d, IHIo < d 2 . (21，) 

根据定理2,满足 (210 的函数的集合在 L 2 ( Q ) 范数下是准紧的.这证明了 S 是一 
个紧算子. □ 


习题5 证明定理 5 当 Q 不是光滑有界的时候也成立.（提 示： 利用第 7 章引理 
2 .) 


定理5可以没有任何改动地延拓到有 Dirichlet 边值条件的二阶椭圆算子.在 
Neumann 边值条件= 0下，必须要求 Q 是光滑有界的. 
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22.4 由抛物型方程定义的算子 


我们的下一个例子是抛物型方程 

Ut = Ait , (22) 

这里函数 u ( s , t ), t >0, seQ 和上面的例子相同.我们将要在涉及半群的一章中证 
明，抛物型方程的边界初值问题有唯一的解，即 （23) 存在唯一的解 满足： 

在 Q 中有初值 0); 在 ag 上，对 T > 0,有 w = 0. (230 

设 r 彡 0. 我们用 S ( T ) 表示把 u ( s y O ) 映到 u ( Sl T ) 的 映射: 

5(: r ): w ( s ， o ) — w ( s ，: r ). (23") 

定理6 设 r > 0, 则 S ( T ): L 2 ( Q ) L 2 { Q ) 是紧 算子. 

证明在 （23) 两边乘以 u ， 在 Q 上关于 S 积分,对 t 从0到 T 积分.通过分 
部积分，我们得到 


^ J u 2 ds|o ^ J j uAudsdt — - J J ^ \dju\ 2 dsdt < 0. (24) 

这证明了 

J u 2 (s,T)ds < J u 2 (5,0)ds, 

即 ||ti ⑴ llo 是 《 的递减 函数.这说明解算子 S 满足 

\\ S ( T ) l \ ^ 1. (25) 

下面用乘 （23) 并在 Q 上关于 s 积分，对 < 从0到了积分.我们得到 


(26) 


J J tu t Au dsdt = J J t ( Au ) 2 dsdt . 

左端对 a; 和〖分部积分 ； 把 W 的偏导数简记为 ％, 我们得到 （26) 左端的如下表达 
式： 

J H w j( T ) ds +5 / /Z^】 dMs . 

由于 （26) 式右端是正的，我们推出 


\ / X^( T ) ds <\J J XX 献 . 

用 （24) 估计上式 右端； 我们得到 


T J 5>阶)心 ^~J u 2 (0) ds . 

利用 Rellich 的紧性判别准则，定理2以及习题6,我们断定对 T >0,{ u : fu 2 (0) d ^ 
1 J 在 S ( T ) 下的象是准紧的. 口 
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22.5 殆正交基 


下述由 Paley 和 Wiener 得出的结果说明标准正交基的不太大的摄动仍是基. 
定理 7 设丑是一个 Hilbert 空间， { w „} 是付的一组标准正交基 •设 { y n } 是下 
述意义下与 { Xn } 相差不太大的一族元素： 

En ^-^ ii 2<o °- ( 27 ) 

我们还假设{恥}是线性无关的，即不存在 2 M 在其余说的闭线性张内 • 

断言 { t / n } 是一个基，即 H 中每个 u 都可以唯一地表示成 { y n } 的线性组合. 

证明 （ Birkhoff-Rota 和 Sz . Nagy ) 由于 { x n } 是标准正交基，故//中每个 w 
可以展开为 

u = ： a n it n ， a n = ( tt ，^ r n ) ，且 | ju ||^ = ^ | fl n |2. (28) 

定义线性映射 B : /f — / f : 对由 （28) 给出的 w , 令 

Bu = a n y n . (29) 

因为 Blt~U = Z^Vn-Xn). 故上式右端级数 收敛； 于是，根据三角不等式和 
Schwarz 不等式’ 

\\Bu - u || ^ _ Xn W ^ (H l a » l 2 ) / (El — Tn ll 2 ) / ( 3 °) 

在最后一步我们应用了假设 （27) 和 (28), c 是常数.这证明了 B - J 是有界线性映 
射.我们断定 B - J 是紧映射.注意到 


N oo 

Bu-u = y ^ dn { y n - X n ) - i - a n ( y n - x n ) = Rnu. 

0 Af+l 


我们估计 Rnu ： 


II^IKIH|(£|| 1/n 

\N+l 


1/2 


〜 If 


由 （32) 及 （27) 知 


(31) 


(32) 


^11^11=0. 

这与 （31) 式说明了 J 是—致极限 . GW 是退化的，因此是紧 算子； 故 

B -/是 紧映射的一致极限.根据第21章定理2, B - J 是紧的. 

B 的零空间是平 凡的； 因为若存在 U / 0,使得 Biz = 0,则根据（29)，0 = 
E « nVn 给出了加间的一个非平凡的线性关系，由假设 （ U )， 这是不可能的.对 
B = 应用第21章定理5,我们断定 B 的值域是整个丑，这证明了 

定理 7. □ 
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第 23 章正的紧算子 

23.1 正的紧算子的谱 

Perron 给出了线性代数中的一个经典而又重要的结果（例如，参考 Lax , p .196)： 
所有表值均为正数的矩阵有一个正的特征值，并且该特征值是所有特征值中的绝对 
值最大的一个.在本章中我们给出这个结论在无穷维情形下的推广. 

定理1 设 Q 是一个紧 Hausdorff 空间， A ： = C ( Q ), K C ( Q ) — C ( Q ) 是一个线性 
映射，且 A ： 把实值函数映为实值函数.我们假设 

( i ) 夂是严格正的，即若 p 是 Q 上的非负函数， p #0, 则 K P 在 Q 上是正的. 

( ii ) 是紧的. 

我们断言 

K 有一个正特征值 <7,其重数为1，指标为1，且对应的特征函数是正的. 

K 的其他特征值 M 的绝对值小于 (7: 

|"| < ( 1 ) 

证明 算子 *： 的严格正性意味着 *： 是严格单调的 ，即 

若 z 彡 J /， X 由/ ，则 /fx < iiQ /. (2) 

我们现在考虑 K 在非负函数上的作用.考虑所有满足存在非负函数： r ， 使得对 Q 
中所有的点， 

kx ^ Kx y 0 < a; (3) 

的正数 fc 构成的集合.用 ㈣ 表示: r 的最大值范数， | K | 表示 K 的范数.容易证 
明， fc 构成的集合是有界的，因为 （ 3) 推出< |心| < | Al | x |, 这说明 A: 不能超过 
\ K \. 现在证明满足 （ 3) 的 A; 的集合非空.事实上，取 x(t) 三 1; 由 A ： 的严格正性知 
Kx 是 正的. 不等式 （ 3) 当 fc = min /fir 时 成立. 

下面我们利用 K 的单 调性； 结合 （ 2) 和 （ 3 )， 我们得到 kKx ^ 这与 （ 3) 
一起给出 fc 2 :r < K ^ x . 递归的应用此论证我们得到对任意的自然数 n , 

k n x < ICx. (4) 

由于函数 x ^ O , 我们推出范数不等式 

k n \x\ ^ |irx|< \IC\\xl 
故 

k n ( |JT|. (5) 
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取 n 次方根并应用谱半径公式（参考第1?章定理 4 ): 

由于 A : 的集合非空，故 K 的谱半径是正的.由于欠是紧的，故反 的特征值的集合 
是非空的. 

下面证明与不等式 （6) 方向相反的不等式也成立.由于根据第21章定理6, K 
的非零谱是离散点谱，故存在特征值 A 和特征函数 z 使得 

Kz = \ z , | A | = \ a ( K )\. ⑺ 

我们断定对 \ z ( s )\^ y ( s )^= \ a ( K )\, 下面的不等式 成立： 

ay < Ky . (8) 

Vg G Q ; 对函数 2 乘以绝对值为 1 的复数使得 \ z ( q ) 是正实数.设 2 = + iv . 
分开 （7) 的实部，我们得到 

h ( g ) = ( Ku )( q ). (9) 

由于算子 K 是单调的，且 W < 3/，由 （9) 

| A |2/( 9 ) = (/^⑷ < (构)⑷. (10) 

这证明了（8)，而且由于 K 是严格单调的，只有当2和 A 均为正实数时 （10) 中等 
号才成立. 

现在证明 （8) 中等号成立.事实上，假设存在 g 使得 

ay ( q ) < Ky { q ). (11) 

根据连续性，若不等式 （11) 成立，则存在正数使得对 g 的某个邻域 iV ， 

Vs € N , < ry ( s ) + 6 < Ky ( s ). (12) 

现在构造一个在 N 上为正但是在/ V 外为0的函数 p . 由于欠是严格正的，处 
处有 A：p > 0. 我们定义函数 a ： 为 

x = y + ep , e > 0. (13) 

我们断言对充分小的存在常数 c 使得 

((7 + ce)x ^ Kx . (14) 

首先对 s € JV 验证这个事实.显然， （ 14) 式的右端 ， Ky -h eKp > Ky , 左 端与知 
相差 O ⑷. 因此由 （ 12 )， 对充分小的 c 和 c 彡 1 ， （ 14) 成立.对 AT 外面的 .9, 函数 
p ( s ) — 0, 故不等式 （ 14) 断定 

(CT 十 ce)y ^ Ky + eKp . 

由⑻式，这可以由 

cy 4： Kp (15) 

推出.由于欠是严格正的， p 是非负的，故在 Q 上，仰 > 0. 显然，可以选取 c 足够 
小使得 （15) 成立.这完成了 （14) 的证明. 

不等式 （14) 说明若 （12) 成立， I » lljA:- < T + c£^x = y + ep 满足不等式 （3) .但 
是根据（的，这样的 fc 不能超过 C 这是一个矛盾，因此 （8) 式中等号处处成立.在 
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前面我们证明了乘以常数时，绝对值为 W(K)\ 的特征值 A 对应的的特征函数 2 
是正的，且 A 是正实数.这完成了定理1 ( H ) 的证明 • 

我们断定^重数为 1. 若不是这样，则 K 有两个与 a 对应的线性无关的特征 
函数.根据上面的证明，这两个特征函数都可以选为正的，但是它们的线性组合会 
改变符号，矛盾.这证明了定理1⑴的第一部分. 

我们只需再证明 X 没有与特征值 a 对应的广义的特征函数.把欠的转置记 
为 K ，' 作用在全质量有限的 Borel 测度上.它与 A ： 满足 

(Kx,m) = (16) 

由 (16), K' 也是严格 正的； 即若 m / 0是一个非负测度，则 K'm 是正测度 . 和 
K 有相同的谱.因此与 K 有相同的主特征值 a . 由于 A ： 是紧的，也是紧的. 
应用与上面相同的证明，与特征值 cr 对应的特征测度 m 是正的. 

我们现在可以证明 iC 没有和特征值 a 对应的广义特征函数，因为若是这样 
的广义的特征 函数： 

(K-cr)w = v, (K-a)v = 0 . (17) 

则由 (16), 

((K — <r)w y m) = (tu, (K' — a)m). (17 ’） 

因为 （iiT — a)w = v 和 （ K"' — cr)m = 0 ，由 (17), 

(v, m) = 0. 

但是由于 r 是正函数且 m 是正测度，这是不可能的.因此定理1得以证明. 口 


23.2 随机积分算子 

现在考虑定理1的一个应用. 

定理2 设 K(s,t) 是在 {( M ) ： 0^s,t^l} 上连续的正函数，满足 

We [0， l ]， f 1 K(s,t)ds = l. (18) 

Jo 

用 X 表示核为尺的积分算子，则 

( i ) 1 是尺的一个特征值，与之对应的特征函数 2 /是 正的； 

( ii ) 若: c 满足 

J x(t)dt = l, (19) 

则 

lim jff'x = y, (20) 

只要我们正规化2/，使得 

J y(t)dt = 1 . ( 21 ) 
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证明在第21章中我们证明了核在紧集（比如 [0,1]) 上连续的积分算子是紧 
算子.由于核 K { x , y ) 是正的，算子 K 是严格正的 • 由定理1 ( i )， K 有一个正的特 
征值 A 其对应的特征函数是 正的： 

J K(s,t)y(t)dt = cry(s). ( 22 ) 

此式对 s 积分并利用 (18), 我们得到 

J y ( t)dt = <r J y { s ) ds . 

因为 2 /W > 0, /ydt / 0,故 a = 1. 这证明了 （ ii ) 的第一部分. 

为证明第二部分，考虑平均值为0的连续函数 z 构成的空间 

Z = {2G C[0,1] : J 2(t)dt=0}. (23) 

Z 是 X = C [0,1] 的闭子空间.我 Cl 断定 Z 在 K 下是不变的，即若2属于则 
u = iCz 也属于为此在 

u (5) = J K { s y t ) z ( t)dt 

两边关于 s 积分.利用 (18), 改变积分顺序后得到 

J u ( s)ds = J J K ( s , t ) z ( t)dtds = J z ( t)dt = 0. 

显然，由于 tx = 1 重数为1,且对应的特征函数2/不在 Z 中， A ： 在 Z 上的谱是 
由 if 在 X 上的谱构成的点谱去掉了特征值 a = 1构成的.根据定理1 ( ii ) 的第一 
部分，所有余下的特征值的绝对值小于1，于是欠在 Z 上的限制（简记为仏）的 
谱半径满足 

W{Ky)\ = 7 / < 1 . 

根据第17章定理4中的公式（12)'， 

lira \K^\ l / n = r). 

特别地， V 2 € Z ， 

lim K x z = 0. (24) 

M z =： x - y 应用此式.由于 x 满足（ 19)， .v 被 （ 21) 正规化， z 满足 （ 23) 故属于 
因此可以应用 (24 )： 

lim IC 1 (x — y ) = 0. 

由于2/是特征函数 ， y = Ky = ICy ; 这证明了 (20). □ 

注意到 ITx 趋于 j ; 的速度 依赖于 K 的 第二大特征值 7?. 关于第二大特征值 
的有趣的估计由 Lawler 和 Sokal 导出. 

满足 （19) 的非 负函数 a : ⑷可以解释为概 率密度 .核 K ( s , t ) 是由状态 （ 到状态 
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s 的转变的概率密度.关系式 （ 18) 意味着状态 （ 转变到状态 s 的概率为 1 .算子 K 
刻画了分布具有密度 x 的随机变量转变为分布具有密度心的随机变量的随机过 
程.由 （ 21) 正规化的特征函数 y 是在 K 描述的随机过程下不变的概率测度 • 

给定一个概率分布: r , iTa ： 表示随机过程 X 作用 n 次后系统的概率分布.极 
限关系 （17) 的概率意义是当 n — oo 时，应用随机过程 iTn 次把任意的分布 a : 变 
为不变的分布 2/. 

23.3 二阶椭圆算子的逆 

定理 3 设 

L = + (25) 

是作 用在幻 ，…，〜的周期函数上的微分算子 ， di = d / d Si ，A = Zdl bi 和 c 
是 s 的光滑周期 函数' 是正数，则对任意的光滑周期函數/，方程 

Lu = f (26) 

有唯一的光滑周期解 w . 我们把此解表示为 = 当视为由连续的周期函数构 
成的空间 C 到 C 的映射时， 尺 有下列 性质： 

( i ) K 是有界 映射； 

( ii ) iC 是严格 正的； 

(Hi) K 是 紫的 . 

证明我们简要给出不需要太多技巧的部分的证明.用 s max 和 s min 表示使 
得函数 u 分别取最大值和最小值的点的集合.在这样的点上， u 的一阶导数为0,二 
阶导数分别是非正的和非负的.因此我们由 （25) 和 （26) 推出 

c { s majl ) u max ^ /( s m ax )? 

c ( s m j n ) u m i n ^ /( Smin )* (27) 

由于假设函数 C 是正的，我们断定 | tx| max < C |/| max (这里 C 是常数)，这证明了 A ： 在 
最大值范数下是有界的，此即 

由（ 27 )， 若/对所有的 s 是正的，则 w 也是如此.我们省略 （ ii) 中余下的结论 
的 论证： 若/ # 0是非负函数，则 u 是正的. 

我们省略 （ iii ) 的证明，但是提醒读者注意到一个类似的但是更弱的结 果：在 
L 2 范数下 1 C 的紧性,这在第22章定理5中已被证明. □ 

根据定理1,具有上述性质的算子 K 有一个控制其他特征值的正特征值 A ， 其 
对应的特征函数是严格正的.由于 K 是 Z 的逆，它的特征值是1的特征值的倒数, 
因此由定理3我们推出如下定理. 
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定理 4 由 （25) 定义的二阶椭圓型偏微分算子 Z 有一个比其他所有特征值的绝 
对值都小的正的特征值.与此特征值对应的特征函数是正的. 

当 Laplacian A 换为任意二阶椭圆型算子 (( a ^) 是正定矩阵）时，定 
理3和定理4对形如 （25) 的算子 Z 成立. 

关于积分算子的定理1已经由 Jentsch 推出 • Krein 和 Rutman 推广 Banach 
空间的一个凸锥的情形. 

对第二大特征值的估计由 E . Hopf 得到. 
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第 24 章积分方程的 Fredholm 理论 


历史上，关于无限维空间中线性方程组的解的一般理论是由 Ivar Fredholm 在 
1900年首先给出的.这一理论的重要性马上被人们认识到，同时该理论激发了 
Hilbert , Schmidt , F . Rieszi , Banach 等一大批数学家，他们对此进行了进一步深 
入的研究.这些在 Hilbert 空间和 Banach 空间中建立的新理论完全取代了 Fred ¬ 
holm 的理论.与新的抽象理论不同， Fredholm 研究积分算子，他的核心概念是积分 
算子所对应的行列式.由于积分算子的行列式出现在某些现代理论（如逆散射，完 
全可积系统）中，我们在这里重新复习一下. 

24.1 Fredholm 行列式和 Fredholm 预解式 

考虑方程 

U(x)+ f K(x,y)u(y)dy = f(x), (1) 

Jo 

这里 / 是给定的一个在区间队 11 上连续的函数， u 是要求的未知函数.我们假设 
核 K(x ， y) 是连 续的； 而 Fredholm 处理的核是允许有奇异性的. 

方程⑴何时有解的问题可以由第 21 章定理 5 解决.为此,我们把/和 1* 都 
看作是连续函数空间 C10,1] 中的元素.正如在第 22 章中证明的， （ 1) 式左端的积分 
算子是一个紧算子.根据第 21 章定理 5, （ 1) 式左端作用在 W 上的算子的零空间的 
维数等于其值域的余 维数； 根据定理 8, 该值域是 （ 1) 式左端的积分算子 的转置 (其 
核是 K\x,y) - K(y,x)) 的零空间的正交补. Fredholm 对形如 （ 1) 的算子证明了这 
个结果，此结果现在称为 Fredholm 择一性. 

Fredholm 的方法是把 （1) 中的积分替换为长度为 / i 的 n 个 K 间上的 Riemann 
和.这导出了以 ti 在剖分的 n 个节点 j / n 处的值％为未知量的 n 个线性方程组. 
Fredholm 把方程组的解表示为行列式的比的形式，然后在 n — oo 时，取这些行列 
式的极限. 

(1) 的离散形式是 

m + h^KijUj = / j , i = l ，...， n ， （ l x ) 

这里 /i = f { ih ), h = 1/ n , Kij = K ( ih ， jh ). 用 D ( h ) 表示作用在 （1') 中的向量 w 
上的矩阵的行 列式： 


D(h) = det(I + hKij). 


(2) 
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显然， D ( h ) 是 h 的多 项式： 

jfl 


D ( h ) 

n 

(2，) 

系数可以用 Taylor 展开表示为 

U 



f d 、 m 

(2, 

为对多项式求微分，我们利用规则 


i-det(Ca,C 2 ,...,C n ) = 

(Ci, … ， 去 。，…，。《) • 

(3) 


应用同样的规则求 m 阶导数.由于每个列 Q 是 /I 的线性函数，这样导出的公式非 
常简单.因为在 /I = 0点， C ^ O ) = Ej 是第 j 个单位向量，我们可以进一步简化公 
式.因此，在 （ 2") 中应用（ 2 )，我们得到关于的主子式的行列式的一个表示： 

现在取 /I = 1 /n 并令 n 趋于 oo. (4) 中的第 A : 项是关于 A : 个参数的一个和式，它趋 
于一个 A : 重积分.为了把它们写成紧凑的形式， Fredholm 引入了下面的方便的缩 


detKixi . yj ), 1 ^ i,j ^ k . 


写： 

K 卜 ，…， ％ 

V 2/1 ， … ， 2/fc , 

/i = 1/ n 时， （4) 式当 n -> oo 时的形式极限为无穷级数 

定义称 D 是作用在 （ 1) 式左端的算子的 Fredholm 行列式. 


dxi ♦ - - dxk- 


(5) 


⑹ 


引理1 级数（ 6 )收敛. 

证明为证明收敛性， FVedholm 应用了 Hadmard 的关于行列式的不等式去估 
计级数 （6) 中 的项： 

这里 || C || 表示向量 C 的 Euclidean 长度.⑺的几何解释是：以向量 q 的和为顶 
点的平行六面体的体积小于或等于以与等长的边为 C / ( IIC/H = \\ CjW ) 的直 
平行长方体的体积，这里 cy 互相正交. 


习题1给出不等式（ 7 )的解析证明. 

由于核 A ： 是连续的，因此它是有 界的： 存在 M 使得 
对所有的 \ K ( x , y )\^ M . 
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故 A: x it 矩阵 （ 5) 中的每个列向量的长度不大于 MVk . 因此根据⑺， 

k ( Xu， ^ Xk \ ^ M k k k/2 . ⑻ 

\ yu .，.、yk ) 

级数 （ 6) 中的第 fc 项小于 M k k k / 2 / k \, 根据 Stirling 公式，又彡 ( Me ) k k - fc / 2 . 这个 
估计式说明级数 （ 6) 是收敛的. 口 


Fredholm 说明了在核尺关于变量 y 满足 Holder 条件 

\K(x,y)-K(x } z)\^M\y-z\ a (9) 

时，如何得到比 （ 8) 更好的估计式.在 （ 5) 式右端的矩阵中，我们从第 * 列中减去第 
S + 1列 ， i = 1， . •. ， A : - 1. 这个新矩阵与原来的矩阵有相同的行列式，且其第 i 列的 
长度小于等于 M\y i+ i 一 •由 （ 7) 可知 

k( Xu ' ^ Xk ) O fc / 2 M fc (niym-2/，. 

V m、 …， Vk J 

根据算术平均-几何平均不等式 

我们推出 

K ( XU "'^ Xk \ ^ ( fc fc)(l/2)-a M fc ⑻ 

\ yu...，yk J 

当 K(x,y) 关于 z 也满足 Holder 条件时，同样的不等式也成立. 

现在考虑方程 （ 1'). 为解此方程组，我们在 （ 1') 两边乘以作用在未知数上的矩 
阵的逆矩阵.逆矩阵的元素可以表示为余阶为 1( 即比原来的矩阵阶少1阶）的主 
子式的行列式除以矩阵的行列式.对方程组 （ I') 我们应用此过程，我们得到与 （ 2) 
类似的公式，此公式又可以化为形如 （ 4) 的式子.通过令 /I — 0 取极限， Fredholm 
求出了这些行列式的连续类似 /?. 利用记号 （ 5 )， 我们可以把表示为 


R ( x , y ) = k ( x , y ) + [ K 


/ ••• / 叫，^ * 如…心. (10) 

o J J \ y ， x u … ， x k J 

不等式 （8) 说明 （10) 式右端的级数关于 x 和 y 是一致收敛的.这证明了 
丑 ( x ，2/) 是: r , y 的连续函数. 


我们现在说明如何应用核 R { x , y ) 和行列式 D 来解方程 （ 1). 按照第一行展开 
(10) 式中由 （ 5) 式定义的行 列式： 
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K 


XI，…，® * 


y ， 工1， 


Xk 


-K{x,y)K\ 

K{x,x x )K 

K(x,x 2 )K 


21，…，工 fc j 
xi， …，以 J 
XlyX2 ' • • yXk 

y,x2, …， Xk j 

X\,X2 • • jXk 
2/, xi, X3 • • •, Xfc 


+ 


( 11 ) 


在: rv，：^ 空间中的单位长方体上对 （11) 积分.我们断定最后 A: 项的积分 相等; 
这可以通过在第 j 个积分 


(-l) j J … j K(x,xj)K 


dxi • - - dx/c 


工1，工2 ，… ，怎 Jk 

y t xir ' ,Xj-i t Xj+iy- - ,Xk / 

中交换变量 A 和％，然后在进行一个行变换和 j - 2 个列变换.我们得到 


/../ 


K 


X ， Xi ， 

VyXly 


Xk 

Xk 


dxi - - - da;*； = K (x, y) J' 'J ^ 


无 1 ， • • •，怎 fc 
工 1 ， … ，工 fc 


ckci … dx *； 


-k j … j K(x,xi)K 


忠1，… ，办 


dx\ - - • dx^；. 


y,X 2i - • yXk I 

除以 A:! 并求和.根据 R(x 、 y) 的定义 （10) 和 D 的定义⑹，我们可以把上述结果表 

示为 r 

R(x,y) = K(x,y)D - / K(x,xi)R(xi,y)dxi, 

这又可以写为 

丑 ( 工 ， !/) + J K(x J z)R(z,y)dz - DK(x,y) = 0 . ( 12 ) 

如果不是按照第一行，而是按照第一列展开行列式 (10), 我们得到类似的等式 


尺(工， y)+ / ^ (z, y)R{x } z)dz - DK (x, y) — 0. 


(12') 


现在我们考虑积分方程 （1). Fredholm 把左端视为作用在 u 上的 算子； 把以 
K(x,y) 为核的积分算子记为尤： 

{Ku)(x) = J K(x,y)u(y)dy. (13) 

类似地用及表示以 R(x，y) 为核的积分算子.方程⑴可以简记为 

(/+ K)u = /. (130 

Fredholm 注意到形如 （13') 的算子构成了一个半群,即两个这样的算子的乘积仍形 
如 (130 ： 


(I+fl)(J+K) = /+L, 


(14) 
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这里算子 Z 的核为 

L ( x , y ) = K ( x , y ) + H ( x , y ) + j H ( x } z ) K ( z , y ) dz . (14') 

定理 2 设尺是连续核且假设 D / 0,则算子 J + iC 是可逆的，其逆为 /- D ~ l R , 
这里 ID 和 R 分别由 （6) 和 (10) 定义. 

证明关系式 （12) 和 （12') 可以用线性算子表示为 
R + KR - DK =0, 

R -^ RK - DK =0. (15) 

由于假设 D _0 , 上面的等式可以重新写为 

( I - hK )( I - D - 1 R ) = l 

(/- - 1 H )( J + K ) = I 口(15') 

定理 2 的逆也是成立的. 

定理3设 K 是一个连续核且使得 D = 0,则算子 J + K 有一个非平凡的零空间， 
从而 Z + if 是不可逆的. 

证明在 R ( x , y ) 中固定 j / 并记得到的 a : 的函数为 r : 

丑(.，2/) = r (.). 

方程 （12) 可以写为 

r + Kr — 0. 


这说明 r 属于 J + A ： 的零空间.此论证中的问题是： R ( x 、 y ) 可能对所有的: r 和 y 
都为0,从而使得 r 是零函数.因此我们必须另外给出证明. 

设 A 是一个复参数.在公式 （6) 中以 A / C 代替 K 给出了 A 的一个幂级数，记 
此级数为 




, Xfc 

，…， 办/ 

类似地，通过在 （10) 中以； JC 代替 K 定义函数 H ( x ， y ， A ) 为 


dxi.. .dx/c. 


= j … j K 




工 k 


dxi • • • dccfc. 


引理 4 D ( A ) 和 R ( x , y , A ) 是 A 的整解析函数，即对所有复数 A 都解析的函数. 


(16) 


(17) 


习题2 证明引理 4. 


如果我们在 （16) 和 （17) 中取 A = 1,则我们得到由 （6) 和 （10) 定义的 JD 和 
R . 因此若 D = 0,则 D ( X ) 在= 1处有一个零点.由于 D ( X ) 是解析的且不恒等 
于0,此零点是有限阶的. 
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引理5假设 A = 1是 D ( A ) 的 m 阶零点，则存在: r , 使得 A = 1是丑(: r ， a : ; A ) 的 
零点且其阶< m . 

证明在 （17) 中取 y = x 并关于 a ： 积分： 

/雖，—[夺/.../《(址 

上式右端等于 （16) 式关于 A 的导数与 A 的 乘积： 

J R ( XyX ； A)dar = X -^ D ( X ). 

根据 m 的定义 , A = 1 是上式右端的 m _ 1阶 零点； 因此左端也具有相同的性质. 
但是 R(x y x;X) 不可能对每个 a : 都有不小于 m 阶的零点. □ 

用'表示使得对每个 x 和 y，A = 1是 R(x,y]X) 的£阶零点的€的最大值•根 
据引理 5，/< m . 我们有 

fl ( x , y ; A )= 5 ( x , y )( A - l )^- fO ( A - 1)^ +1 . (18) 

由€的定义可知 ff(x ， y) # 0 . 对 ; \ # 1 ，由 （12) 式， 

R(x, j /; A ) -f J XK(x, z)R(z,y\ A ) d2 = XK(x, y)D(X). 

上式两端除以 （A - 1，并令 A 趋于 1. 因为 D (\) 有一个 m 阶 （m > Q 的零点, 
- 1)^ 趋于 p ， 因此我们得到 

g(x,y) + j K(x,z)g(z,y)dz = 0. (19) 

由于分一 0,存在 2/ o 使得对某个 X ， g ( x , y 0 ) ^ 0. 显然， w ( rr ) = g [ x ， y Q ) 属于/+ K 
的零空间.这证明了定理 3. □ 

习题3假设核 K(x,y) 是退化的，即证明 D(X) 是一个 
次数不大于 n 的多项式. 

我们现在把解析函数 D ( X ) 的零点与反的特征值联系起来. 

定理6 复数《是积分算子 K 的特征值，当且仅当 A =-1/ k 是£>(久）的零点. 

证明定理2和定理3说明/« == -1 属于积分算子 A ： 的谱当且仅当 D ⑴= 0. 
以九 R ： 代替欠即得定理 6. D 

定理6说明 D (\) 所起的作用与算子 K 的特征多项式一样.算子 K 的特征值 
k 的代数重度是它的广义特征空间的维数，即是任意正整数）的零空间 
的并集的维数.根据第21章定理6,紧算子的非零特征值的几何重度是有限的. 
定理7 设《是由 （13) 定义的算子 ii ： 的一个非零特征值.根据定理6, A = - 1 /ac 
是 （16) 中定义的 D {\) 的一个零点.用 m 表示这个零点的重数.断言： m 是特征 
值《的代教重度. 
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证明证明与有限维的情形相同，应用行列式 D 的余有限阶的主子式.我们 
省略掉具体的证明. D 

下面我们将两个重要的矩阵关系推广到算子的情形. 

定理8设积分算子尺的核 K ( x , y ) 关于 a : 和 y 是 Holder 连续的且 Holder 常数 


a > |， Ki ， k 2 , … 是欠的特征值，则 


J K ( x , x)dx = /tj, 

(20) 

D = + ac j ) - 

(20 。 


上面的级数与乘积是绝对收敛的. 

(20) 式左端的数称为积分算子 的迹； （20) 式称为迹公式.在第30章中我们 
将会对 Hilbert 空间上的一大类算子建立这样的一个迹公式. 

定理8的证明基于 Hadamard 的因子分解定理.我们仅叙述我们需要的情形. 
定理9 设 /( A ) 是 A 的解析整函数，且对所有的 A ， 其阶均小于1，即它满足生长 
条件：存在常数 c ， 使得 

|/( A )| ^ c ( exp | A |^), p < 1. pi ) 

记/的所有根为 { Xj } } 重根按出现的次數计算，并假设 A = 0 不是根，即/(0) ^ 0. 
則 EM -1 收敛且/可以分解为 

,( 入)=/⑼ n (丄 _ • (22) 

这个结果并不十分复杂，其证明可以参考 Ahlfors 的复分析教材.我们将对 
/( A ) = D(X) 应用 （22) 式. 

引理10 若核 K 关于 rc 或 2 /满足 Holder 常数为 a 的 Holder 条件，则 D (入）满 
足生长条件 

| D ( A )| < c (exp | A | 2 /( 1+2a )). 

这里 c 为常数. 

习题4 应用 D(X) 的定义 （10) 和不等式 （8') 证明引理 10. 

显然，对 a > |,函数 Z >( A ) 的阶小于1，因此可以形如 （22) 进行因子分解.利 
用定理6中建立的 D 的零点与尺的特征值~之间的关系，我们可以把因子分解 
写为 

^(A) = n( 1 + «i A )- (220 

这里应用了 D(0) = 1,此事实是 （16) 的一个直接推论.对 (220 微分并取 A = 0.在 
(220 的左端我们得到 dD(\)/d\\ x=0 , 根据幂级数展开（16)，这又等于 fK(x,x)dx. 
对 | A | < 1，右端的无限乘积是有限乘积的一致 极限； 因此它的导数是有限乘积的导 
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数的极限.这说明 （22，） 右端在 A = 0 点的导数等于这证明了 （加） 式.在 
(220 中取 A = 1 得到等式 （200. 这完成了定理 8 的证明. 口 


24.2 Fredholm 行列式的乘法性质 


下面讨论 Fredholm 给出的行列式 的乘法性质在 算子情形下的延拓.记/+ [ 
的行列式为/+ H 的行列式为 Da /, 依次类推.类似地，记 J + K 的逆为 
I-D~ K l R k , R k 的核为 Rk ( x , v ). 

定理11 设丑和 AT 是具有连续核的积分 算子， 并设 （/+ H)(/+ liQ = /+ L, 则 

Di = DffDK. (23) 

证明下面的漂亮证明是由 Fredholm 通过计算的变分所给 出的. 我们定 


义 


SD k 


^^ K + eSKle =0- 


(24) 


为计算的函数 SD K , 首先计算行列式 （5) 的变分.应用行列式的微分公式（3)， 


得到 A： 个行列式的和: 


SK 


Xi ,-- ,Xk 
XI ， • . ' yXk 



(25) 


这里 Ki 的第6列是5/，识).把 detKi 关于第£列 展幵: 


Sk( Xu ''^ Xk \ = T{-l) e+m K ( Xl， " ，，( / Xm N )，， ** ，Xfc S ]sK(x m ,x ( ), (250 

V ) \ ) 

这里括号表 示第彳 列和第 m 行被去掉了.在 A： 维的单位立方体上对 (250 积分.所 
有 f = m 的 A: 项相等；记: c m xe = x 并把余 F 的变量重新标号为 A, …， xa ：- i , 
我们得到 (250 中 € = m 的项的和的积分的表达式： 


k 


J 'I K { 


工 1» • • • ,Xfc-l 
冗 i» … ，工 fc-i 



J 8 K ( x y x ) dx . 


(26) 


余下的幻一: r m 的 - 1) 个积分也 相等; 记: r m = : r ，a = 2/并把余下的变量标号 
为: • .，办_ 2 .假设 f < m ; 则 / _1 个行变换和 m - 2个列变换把 （25') 中€ _ m 
的项化为相同的形式从而这些项的和是 


-k(k — 1) j I K ( 沒，工 1 ’ ， Xfc - 2 ) (: r，y)dxi. • • da；fc_2dxdy. (26,) 

J J K 怎，工 1 5 • • • 1 —2 f 

为得到 SD ky 在定义 Dfc 的级数 （6) 中逐项求变分.我们得到 （26) 与 （260 的 
和除以 a 利用 A 的定义 （6)， 我们把由 （26) 得到的和式写为 

Dk f SK(XyX)dx, 
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根据由 （ 10) 定义的 i ^( x ， y )， 把由 （ 2 6') 得到的和式写为 

-// RK ^ y ^ x ^ K ^ x,y ^ dxdy ' 


合在一起，得到 


SD k = D k J SK ( x , x)dx - J J Rk (2 /j x)SK ( x , y ) dxdy . 


假设 一 0 并在两边除以 D *， 我们得到 

5\nD k = J 6K{x,x)dx - D^ 1 J J Rk {y, x)6k(x y y)dxdy. (27) 

根据公式 （150, 算子 / V 及 fc 是算子 R 尺的逆.因此我们可以把 （ 2 7) 右 
端关于 x 的积分视为 （/+ J 0- 1 在 SK (-> V ) 上的作用，并把 （27) 写为算子形式 

6\nD k = y*(/+ K)~ l 5K{^ y)dy. (28) 

另外，我们可以把 （ 27) 式右端关于 y 的积分视为 J - D ； l R k 的转置 在函数 
5 K ( x r ) 上的作用.由于逆的转置是转置的逆，可以把 （ 27) 写为 


S\nD k 


J(I^K , )- 1 6 K{x,-)dx, 


(28，) 


这里 A ：' 表示夂的转置. 

设 K 和丑是使得# 0和一 0的任意两个连续核.与前面一样，我们 
把 J+H 与 J+K 的乘积记为 I+L 根据定理2, J +欠 和 J+IT 都是可 逆的； 因 
此它们的乘积 J + Z 都是可逆的.于是根据定理3, Dt # 0. 

为了用和(5欠计算的变分，通过//和 K 把 Z 的核表示出来.因为 
1 =尺+孖+丑反，所以 

L(x,y)^K{x,y)^H(x,y) + J H(x, z)K(z,y)dz, 


因此 

SL(x, y) = SK(x, y) + SH(x t y) ^ j 6H(x 1 z)K{z,y)dz J H(x i z)SK{z,y)dz. (29) 

再通过算子 IT 和 if 的作用把 （ 29) 右端的积分表示出来 

SL(x,y) = (/+ K f )SH(x,-)-^ (J+ H)8K{-,y). (29，) 

把的这个表达式代入与核 L 所对应的公式 （ 27) 中， 再把与和有关的 
项分别用 （280 和 （ 28) 表示出来，得 

6\nD L = y'(J+I/)- 1 (J+!C’)5//(av)dx + J {IL)~ l (IH)SK(^y)dy. (30) 
注意到 1+ [ 定义为 U + H )( J + K ); 取逆然后再取转置，得 

(/+ l)- 1 = (/+ H)~\ (/4 - Ly 1 = (j+ frr 1 (/+ K f )~ l . 
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将上述两式代入 （30)， 我们得到 

8 \ nD L = J (/+ H ^ SHix .^ dx-b JK )~ 1 SK (^ y ) dy . (30，) 

将此式与 （28) 和 (280 比较,我们得到 

<51n Di, = (51n Dh -{- Jin Dk - (31) 

现在把 K 和丑形变到0,使得在此过程中， 0. 这很容易实现，只要 
取/^⑴= X(t)K, H(t) = X(t)H, 这里复数值函数 A ⑴的零点与 /^(A) 和 D h {X) 
都不同.公式 （ 31) 说明 


^pnI>L(t) - ln£>A ： (<)D H ( t )] = 0. 

因为 L (0) = 尺⑼ =//⑼= 0且 Do = 1，我们推出 \ nD L - InD K d H = 0;这证明 
了当 Dk # 0, # 0时行列式的乘法性质.当= 0时， J + 丑不是映 上的； 当 

= 0时， J + 反不是一对一的.在这两种情形下， （ J + H )( J -^ K } 不是可逆的，故 
D l = 0. 因此在所有的情形下，均有 D L = D h D k . □ 

习题 5 在定义 P/c 的无穷级数中逐项计算验证 SDk - 


24.3 Gelfand-Levian-Marchenko 方程和 
Dyson 的公式 

到目前为止，积分方程 （1) 中的积分只是在单位区间上取.当然这可以在任意 
的有限区间上取，只要当核 K 的自变量趋于 oo 时, K 趋于0的速度足够快, 
那么积分甚至可以在无穷区间 [ a , oo ] 上取. 

习题6证 明：若 

\ K ( x , y )\^ M ( x ) M ( y) t 
这里 M ( x ) 是单调下降的可积函数且 



则定义 Fredholm 行列式的级数 （6) 和 （10) 都收敛. 


设 K ( x , y ) 是对所有的实数: r 和?/ 都有定义的连续核.假设当 x ， y 趋于 do 时， 
核以充分快的速度趋于 0. 对每个实数 a , 我们定义 FVedholm 算子 J + IC a ， 这里 
K a 是区间 ( a y oo ) 上以欠为核的积分算子： 

( X a tx )( x ) = J K ( x , y ) u ( y ) dy , a x . (32) 



222 第 24 幸积分方程的 FVedholm 理论 


设 D ⑷是 J + 的 Fredholm 行列式.我们将要研究 Ma ) 对 a 的依赖性.假设 
D ( a ) 一 0. 

令/ I 是任意 实数； 简单的变换 y — y + / i 把算子 K a+h 映为在固定的区间 
( a , oo ) 上以 K(x + h , y ^ h ) 为核的积分算子.这个核在 h = 0 点关于 h 的导数是 
6 K = K X + K y . 因此 D ⑷ 关于 a 的导数可以通过 D 的变分公式 (27), (28) 推出. 
为此,我们需要一些联系核 K 和/?的等式.利用公式 （ 12) 和 （120 导出这些等式, 
公式 （ 12) 和 (12 7 ) 表明 K ： 和 I - D ~ l R 是互 逆的： 

R ( x , j K ( x , z ) R ( z , y ) dz - DK ( x y y )=0, (12) 

jK ( z y y ) R ( x , z)dz - DK ( x } y ) = 0. (12’) 

在 （ 12) 中对: r 微分: 

R x ( x , y ) + j K x ( x , z ) R { z } y)dz - DK x ( x ? y ) = 0. 

在此式中取 2 / = a :， 我们得到 

Kx ’ x ) + J K x ( x y z ) R ( z J x)dz - DK x ( x , x ) = 0. (33) 

类似地，我们也可以得到 

Ryiy, j Ky{y, z ) R { z } y ) dz - DK y { y , y )=0. (33’) 

考虑 InD 的变分公式 （ 27) 并将 6 K = K x -h K y 代入： 

S\n D ( a ) = J [ K x ( x , x ) 4 - K y ( x , x)]dx - D j j R ( y 、 x )[ K x ( x , y ) - I - K y ( x , y )] dxdy . 

(34) 

应用 （ 33) 和 （330 将 （ 34) 右端的二重积分替换为一重 积分： 

(Jin D ( a ) = J [ K x ( x , x ) 4 - K y ( x % x )] dxJ [ D ~ l R x ( x , x ) - K x { x , x)\dx 

+ J [ D ~ l Ry ( y , y ) - K v ( y 1 y))dy 

poo 

= D - 1 [ R x ( x y x ) + Ry ( x , x)]dx 
= — D ~ 1 R ( a , a ). 

因为 InD ( a ) 的变分是它关于 a 的导数， 

^ lnD ( a ) = - J D - 1 ( a )^( a , a ), 由此得出 ^ D ( a ) = - H ( a , a ). (35) 

习题 7 由公式 （6) 对积分的下限求微分导出公式 (31). 
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现在再次回到公式 （12) 并且注意到它有下面的解释•设是任意固定的数， 
a ^ y , 则积分方程 

w f + KaW 1 = K(',y) 


的解是 w \ x ) = D ~ l ( a ) R ( x , y ). 特别地，取 y = a , a : = fl ， 
D -1 ⑷ K ( a ， a ). 应用关系 （35)， 我们得到如下定理. 

定理12 若 《； = w { x \ a ) 为积分方程 

我们得到= 

roo 

xu ( x ) + / K ( x , y ) w { y)dy = - K { x , a ) 

(36) 

的解，则 


w ( a \ a ) — —In D ( a ). 
da 

(37) 

我们现在说明如何把这个结果应用到散射理论中微分算子 


-dl + 9, 

(38) 


的 逆问题 ，这里 g = g ( x ) 是位势且当 : r — 士00时快速地趋于 0. 逆问题是根据第 
37章将要定义地 反射系 数来决定位势 9. 这个问题来源于物理学，主要处理当反射 
系数己知而位势 g 不能直接测量的情形. 

Gelfand , Levitan 和 Marchenko 设计了一个积分方程使得其解可以确定•记 
Z(x) 为反射系数的 Fourier 变换； 在算子 （37) 有特征值点时，这些必须包含在 Z 
中.辅助函数 w 的 G - L - M 方程为 

rOO 

w(x 、 a) + I Z(x + y)w(y; a)dy = -Z(x -f a). (39) 

根据 G - L - M (比如，参考 Lax ， 第 84 〜 91 页)，位势 g 与 G - L - M 方程的解祕之间的 
关系为 

q(a) = -2—w(a,a). (40) 

方程 （39) 是方程 （36) 当 K(x,y) = Z(x^y) 时的特殊 情形. 从而根据 (40), 我们可 
以应用定理12推出由 Freedman Dyson 得出的下述公式： 

q ( cl ) = - ⑷， （41) 

这里 £ Ka ) 是 （39) 式左端作用在如上的 G - L - M 算子的 Fredholm 行列式. 
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第 25 章不变子空间 

设 A ： 为 Banach 空间， M : X X 为有界线性映射.首先回想一下线性代 
数中不 变子空 间的概 念：称 X 的子空间 K 为 M 的不变子空间，如果 K 在 M 的 
作用下被映入到自 身内； 称 F 是非平凡的，如果是 X 的含有非零向量的真子空 
间.在陚范线性空间中，我们感兴趣的是 M 的闭 不变子空间. 

对于 M 的闭不变子空间广我们有可能分两步反演 M , 即给定； C 中的向量 
%在 X 中可以找到向量： co , 使得 Mx 0 = lx . 首先解关于模 K 的方程，即在久中 
寻找向量: Ci , 使得 Mx \ = u (mod K ); 若令 z = u ~ Mri ， 则; e 属于 V . 然后，在 
Y 中选取向量 j /， 使得 My = 再令 xo = *! +认则 Mxq = u . 第一步实际上是 
在商空间 X / Y 上反演 M ; 只要 X / Y 有賦范结构，利用解析工具这一步很容易处 
理； 而要使得 x / y 有賦范结构，仅仅需要 “ y 是 X 的闭子空间”这一条件. 

由上面提供的算法，如果 M 在 X / y 和 r 上都可逆，那么它在 x 上也可逆. 
但是，反之是不成立的，如第2章所示. 

习题 1 证明： 如果 Af : X 一 X 可逆， y 是 M 的有限维不变子空间，那么 Af 
在 y 和 X / Y 上都可逆. 

习题2 证明： M 的所有闭不变子空间在下列意义下构成一个格，即两个闭不变子 
空间的交仍是闭不变子空间，两个闭不变子空间生成的闭子空间也是不变子空间. 

25.1 紧算子的不变子空间 

显然，由 M 的特征向量所张成的每个子空间都是 M 的不变子空间.但是，我 
们以后会看到，有许多算子没有特征值却拥有非平凡的不变子空间.本节主要研究 
紧算子的闭不变子空间问题.对于紧算子的非平凡的闭不变子空间的存在性，即下 
面的定理1，在 Hilbert 空间的情形归功于 von Neumann , 在 Banach 空间的情形下 
则是由 Aronszajn 和 Smith 给出的本节所给出的 Aroriszajn - Smith 定理的证明 
是经 Hilden 简化后 Lomonosov 的证明. 

定理1 设 X 为维数大于1的复 Banach 空间， C .. X — X 为紧算子，则 C 有非 
平凡的闭不变子空间. 

证明假设0,并正规化 C ; 因此，可以假设 

①因此定理 1 也称为 Aronszajn Smith 定理 .- 译者注 
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| C | = 1. 


⑴ 


选取向量€久，使得 

| Cx 0 | > 1 , \x 0 \ > 1 . (2) 

用 B 表示以 ® 0 为心的闭单 位球： 

B — {x| I® — xo\ ^ 1}. ⑶ 

由（2)，零向量不属于 R 用表示 B 在 C 7 下的象的 闭包： 

K = ~CB. ⑷ 

因为 C 是紧映射，所以尺是一个紧集.由 （2) 和（1)， K 不包含零向量. 

我们将间接证明 C 的不变子空间的存在性.假设 C 没有非平凡的闭不变子空 
间.对于 X 中的任意非零向量 y ， 集合 {p(C)y\ V 为多项式 } 是 C 的不变子空间, 
从而该子空间的闭包是 C 的闭不变子 空间. 由假设， （7 不存在非平凡的闭不变子 
空间，所以该闭包一定是平凡的，即为全空间 X . 因此，即对每个非零向量 y ， 集合 
{p{C)y\ v 为多项式 } 在 X 中是稠密的 • 

由于零向量不属于 A ：， 所以对 K 中的每个向量2/，我们可以应用上述结论.故， 
对每个 yeK , 都存在多项式 p 使得 

\p(C]y-x 0 \ < 1. (5) 

注意到 （ 5) 是一个严格不等式,所以对给定的多项式满足 （ 5) 的所有向暈 1/ 组成 
的集合是 X 中的一个开集 O p . 所有这样的开集构成了 K 的一个开覆盖.又 K 是 
紧集，所以此覆盖存在一个有限子覆盖，即仅仅需要有限个这样的开集 O p 即可覆 
盖 K 记这有限个开集所对应的多项式为 Pir -. PN - 因此，对于 K 中的每个向量 
y , 必存在某个 p = Pi 使得不等式 （ 5) 成立.为简略起见，我们引入缩写 Pi { C ]= C ^ 
i = 从而对 K 中的每个向董 y , 至少存在一个 i 使得 

|C i2/ —x 0 |<l. (6) 

注意到 a ; 0 € B 及 K 的定义 （4), 我们有 C 7® 0 e [在⑹中，令 y =仏 0 ,则 
存在某个 i = “， 使得 -® o | < 1. 由万的定义 （3), 此意味着向量 Ca : 0 
属于 B ; 再由的定义（4)， CC U Cx 0 € K . 因此在 （6) 中，再令 y 二 CC ix Cic 0 , 进 
而又会存在对某个 i = i 2 , 使得 

\C i2 CC ix Cxo x 0 | < 1. 

重复上述过程，得 

n 

C)Xo — X 0 < 1 . 

利用三角不等式，我们有 

n 

JJ( C)xo 彡 |®o| ~ 1. ⑺ 

注意到不等式 （2) 蕴含 （7) 的 1 右边大于 0. 
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因为 Ci 凫 C 的多项式，所以 G 之间以及 G 和 
我们可以将 （7) 重写为 

彡 |®ol — 1. 

用 c 表示 G 的范数中的最 大值： < c ， i = 1,_••，". 

c n |(T||®o|>|*o|-l. 

两边取 n 次方根,然后令 n — oo , 得 

lim IC^/n 彡 i. 

n-^oo C 

根据 谱理论（参见第17章定理4)，左边的量是有界线性算子 （7 的 谱半径 | or ( C )| .由 
于 \ o ( C )\^ l / c >0, 所以 C 7 存在非零谱点.依照紧算子的谱理论（参见第21章定 
理 G ), 这样的谱点一定是 C 的具有有限重数的特征值.因此，相应的特征空间为 C 7 
的闭不变子空间，此与我们的假设矛盾. 口 
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C 之间都是可换的.因此, 
(7 。 

由 （70, 得 


一旦证明了某类算子 A / 的单个非平凡不变子空间7的存在性，就可以重复 
调用此结果证明该算子存在无限多个不变子空间.因此， AT 限制在子空间 K 上， 
以及 M 在商空间 X / Y 上都存在不变子空间，从而存在 M 的不变子空间 Z ， 使得 
Y dZcX . 

在一篇十分有趣的论文中， Ringrose 探求了这样的不变子空间族. 

定义复 Banach 空间 A ： 的闭子空间族 {M} 称为一个套，如果此子空间族 { M } 
相互嵌套，即在包含关系下， { M } 是一个全序集.我们常用表示子空间套. 

定义设 X 是复 Banach 空间,■为 X 的一个闭子空间套,令 C7 为 X 到自身内 
的紧线性算子.称 Y 为 C 的不 变套, 如果套 AT 中的每个子空间都是 C 的不变子 
空间. 

定理 2 设 X 为复 Banach 空间， C ，. X — X 为紧算子，则 
⑴ C 存在一个极大不变套 

(ii) 包含平凡子空间 {0} 和 X; 

(iii) 若 A/i 为 AT 的一个子集，则子空间 N = n { L ： L e X 0 } 属于 M 

证明极大不变套的存在性可由 Zorn 引理得到，因此⑴和 （ ii ) 得证 .（ Hi ) 中 
刻画的子空间 AT 显然是闭的，并且是 C 的不变子空间.对于 AT 中的任意元素 AT , 
如果存在中的某个元素 L , 使得 LQK , 那么 TV 也包含在 欠中； 另一方面，如 
果 M ) 中的每个子空间 L 都包含了 那么 AT 也包含因此，无论哪种情形 ， AT 
与 AT 中的每个子空间 K 都有包含关系.由于分为极大套,所以 7 V 属于 □ 
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定理 2 , (Ringrose) 设 C 7 为复 Banach 空间 X 到自身内的紧算子，人 " 为 C 的一 
个极大不变套.对 AT 中的 任一元 JV/，Af _ {0}，用 M — 表示子空间 

M - = u { LeAf ： L 真包含在 M 中}. ⑻ 

由 AT 的板大性， A /- 属于 AT 

( i ) 商空间 M / M - 的维數为0或 1. 

( ii ) 若 dim = 1 ,则 C 在 M / M - 上的诱导作用为数乘映射.假设 MeC 

确定了此数乘映射，且 / i / 0 , 则 / i 是 （7 的特征值. 

( iii ) 反之，对 （7 的每个非零特征值 7 ,都存在 AT 中的非零子空间 M , 使得7 
等于由 （ ii ) 所确定的复数此外， 7 通过（⑴中方式所确定的个数等于 
7 作为 （7 的特征值的代数重数，即 

max {( 7 -^- C ) 1 的零空间的维数}. 

证明⑴由于 M 和 M _ 都在 C 下不变，所以 C 诱导出了 Af / M -到 自身内 
的紧 映射若 MjM _ 的维数大于1,则 Aronszajn - Smith 定理蕴含了 C 在 M / M - 
上有非平凡的闭不变子空间，从而存在 CtEX 内的闭不变子空间 L ， 使得 L 真包 
含了 Af _ ，但 L 又真包含在 M 内，即 M _ c L c Af . 由 AT 的极大性， L 属于 AT ; 但 
是，此与的定义 （ 8 ) 矛盾.因此， M / M - 的维数为0或 1. 

( ii ) 由于 M / M _ 的维数 1 ，所以 C 在 M / M . 上的（诱导）作用为数乘映射. 
假设 C 在 M / M . 上的作用为复数//所作的数乘映射,并假设/ 0,则 C 在 
M / M _ 上为零映射，此意味着 C 将 M 映入 M _ 内.又 C •在 M 上为紧映射 
以及 M / 0,由第21章定理5, / iJ - C 在 M 上的零空间的维数等于 ( fil - 在 
M 内的余维数.由于 ( jil - C ) M 包含在 M _ 内，所以它在 A / 内的余维数至少为 
1 .故 M /- C 的零空间中含有非零向量，即 / i 为 C 的特征值. 

( iii ) 设 7 为 C 的非零特征值 ，： r 为相应的特征向量，令 人：为 Y 中的包 
含 ® 的所有子空间构成的集合，定义 M = n { ii ： : K G A x ). 由定理2, M 属 
于如（ 8 )，我们定义子空间假设 M _ 真包含在 JVT 中 ： M _ C M , 由⑴, 

= 1 . 依定义， M 是 A /" 中的包含 x 的最小子空间，故: r 不属于 A /_. 因 
此，商空间 M / M - 可用: r 线性张成.又 Gr = 7 工，所以 A 4 = 7 - 

要完成上述证明,我们需要验证：真包含在 M 中.为简单起见，不妨设 7 的 
重数为 1. 首先断言，在转置 CT -7 J 的零空间中，存在向量 m 使得（: r ， m )#0 .否 
贝 IJ , 对 e - 7 / 的零空间中的每个向量叫有 （ sc , m ) = 0;因此，由用 Fredholm 变换 
(即第21章定理8)， a : 属于7/的值域，即存在非零向童％使得 （ C 7- 7 i)ii = a :. 
故 

(C — ^ I) 2 u = (C — ^ yl)x = 0 , 

所以 u 是 C 的一个广义特征向量且 1 的重数至少是2,此与我们的假设矛盾.因 
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此上述断言成立. 

令 A / 同上，即 M 是#中包含 a : 的最小子空间.设 L € #且 L 真包含在 M 
中，则 a ^ L . 因为 7 的重数为 1 ，所以 07 - 7 ^ 的零空间由特征向量 35 生成，进而 

C 7 - 7 了在尤 上的零空间是零，即 C 7-7 J 将 I -地映入自身内 • 根据 Fredholm 

变换，此蕴含 L 上是一个 满射. 因此， L 中的每个向童2/都属于 C -7 / 
的值域，从而 ( y , m ) = 0,其中 m 为 C - 7 /的零空间中的任意向量. 

我们下面证明： a ： 不属于 M -. 否则，由 M _ 的定义（8)，存在 k 〆 及向量 
y n € iL n , n = 1，2,…，使得 L „ C M 且 {im} 收 敛于; t. 由于每个这样的 2/„ 都满足 
条件 ( Vn ^) = 0,其中 m 属于 CT - 7/的零空间，所以 (®, m ) = 0, 此与我们先前 
的断言矛盾. 口 

习题3 模仿上述讨论，试证特征值 7 有任意代数重数的情形. 


构造紧算子的不变子空间套的过程类似于将矩阵化为上三角形矩阵的过程.因 
此，大量的上三角形理论出现在 K . R . Davidson 的套代数理论的专著中. 

现在，我们来看一个例子.令久= C [0,1], V 为 X 上的线性 映射： 

( V 7)( i )= f t f(s)ds. (9) 

Jo 

由第 22 章中的 （15)， V 是紧算子，但 V 没有特征向量.因此， V 的谱为单点集 {0}. 
另一方面，对任意实数 a , 0 < a < 1, X 中的所有在 [0,(2] 上取值为0的函数/组 
成集合 C a 显然是 F 的闭不变子空间. 

习题4 试证子空间 C a ，0 彡构成了 V 的一个极大不变套. 


Brodsky 和 Donoghue 独立地证明了上述命题在 L 2 拓扑 F 的逆. 

定理3 设孖为 Hilbert 空间 L 2 [0,1], a 为实数且0彡 a 彡1，令为 H 中的在 
[0, a ] 上取值为0的所有函數组成的集合，则 （9) 定义的算子 V 为开到自身内的 
紧映射，并且每个 H a 都是 V 的不变子空间.此外， V 再也没有其他形式的不变子 
空间. 

证明 ( Donoghue ) 我们先简单 讨论一 下实直线 R 上的 L 1 函数的卷积.设/ 
和 g 为实直线上的两个 L 1 函数，定义它们的卷积 /* P : 

(/*^)( t ) = J f ( s ) g ( t - s ) ds . 口(10) 

在 19.6 节，我们证 明了： 两个 L 1 函数的卷积仍是 L 1 函数且卷积满足结合律 
和交换率. 

假设当 s 为（绝对值）充分大的负数时， / W 和的取值均为0.用&和& 
分别表示/和#的支集的下 端点： 



230 第 25 章不变子空间 


t f = sup{^ : /( 5 ) = 0 ,s<£}. (11) 

由此，当 f 时， （10) 中右边的积分为0,因为它的被积函数中必有一个因 

子为 0. 这证 明了： 当 t < 0 G 时， （/ * g )( t ) = 0, 从而心 ％ > £/ + 4. 根据 
Titchmarsh 卷积定理，此不等式中的等号成立： 

e f . g = e f ^ e g . ( 12 ) 

关于此定理的证明，我们将在第 38 章给出. 

用卷积的形式将算子 V 重新表示为 


V 卜 h * f ， 

其中 / E L 2 [0, 1 ]，/1 为 Heaviside 函数 


h ( s ) = 



当 s < 0时， 
当 0< s 时. 


(13) 


(14) 


注意到公式 （13) 的右边定义在整个实直线 R 上，其在 [0,1] 上的限制等于 F / •由 
卷积的结合率，对任意自然数 n , 有 

^/ = / i ( n) * /， （13。 

这里 / i , ( n ) 为/ 1 与自身的 n 重卷积.由第20章中的计算，容易证明 


/i (n) (s) = 


0， 

s n /n!, 


当 s < 0时， 
当 0< s 时. 


(14') 


要完成定理 3 中非平凡部分的证明，我们需要下述引理. 

引理 4 设 / 为 L 2 [0,1] 内的任一函数，则 / ， V/ ， V 2 /, • • • 生成了空间 L 2 (A1 )， 其 
中彳 = ,/. 

证明假设夕属于 L 2 [0, 1】，并且与每个函数 W，n = 0,1，…，正交•由 (130, 
我们将正交条件重新表示为 

(/i (n) */ ， 分 ) = 0, n = 0 ， l , …， (15) 

其中（， ） 表示 L 2 [0,1] 上的内积.定义弘为 L 2 (-1,0) 内的 函数： 

g -( s ) =^(- 5 ), s G (-1,0). (16) 

利用 P - 和卷积，我们可以将 L 2 [0,1] 上的内积表示成卷积的形式.设 A : 为 L 2 [0,1] 
内的函数，则 A ; 和的内积为 

{^,9) = ( k * g -)(0). (17) 

由卷积的结合率和 （ 17), 将 （ 15) 改写为 

( h ^ n) * f * g -)(0) =0; 

再由 (17), 此等价 T 

( 打广 )，/ * 夕 -) = 0. (15’) 

注意， /*[ 支撑在 [-1,1] 上，而 h ^( s ) 在区间 [-1,0] 上取值为 P / n !， 在 (0, oo ) 
内取值为 0 .由 Weierstrass 逼近定理，多项式在 L 2 [-1,0] 内稠密.因此，依 （ 15 ')， 
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函数/ * 5 -在 [-1,0] 上取值为0;此条件蕴含了 if ”— 彡0.由 Titchmarsh 卷积定 
理，得到 

0 +V• 彡 0; 

此蕴含了当 s 时， g ~( s ) = 0;由^的定义 (16), 也即为 

g ( s ) =0，当 s > €/ 时. 

由分的任意性，我们可以得到：由 VV，n = 0， l ,...， 所张成空间的正交补子空间 
包含在 L 2 [( M ] 内，从而该张成空间包含了 L 2 ( i , l ). 另一方面，由于每个函数 V "/ 
在 lOj 上取值为0,所以集合 { V "/}张成了空间 L 2 { iA ). □ 

定理3的结论很容易由引理4得到.事实上，设 y 为 V 在 L 2 [0,1] 上的非零 
不变子空间，令/为 F 内的任一非零函数，则/， V /， V 2 /,--都属于 K 由引理4, 
y 包含了 L 2 [ e f , l }. 因此，若令 

a = min/ev 史/， 

则 y 包含了 L 2 [ a , l ). 另一方面，由 a 的定义，对 y 中的每个函数/，当 f < a 时， 
f ( t ) = 0,故 / 属于 L 2 [ a , 1]. 因此 y = I 2 [ a , 1]. 

人们将 Aronszajn - Smith 定理沿许多方向进行了推广.用 Robinson 的非标准 
分析方法， Robinson 和 Bernstein 证明了：若存在多项式 p 使得 p { T ) 为紧算子，则 
r 存在非平凡的不变子空间. Lomonosov 证 明了： 与一个紧算子交换的算子存在非 
平凡的不变子空间.每个非紧算子是否存在不变子空间一直是一个悬而未决的问 
题，直到 EnHo 构造了一个 Banach 空间 X 以及 X 到自身内的不可约算子，即不 
存在非平凡不变子空间的算子为止.接下来,人们在许多所熟知的空间上构造了不 
可约线性映射.但是，所有这些 Banach 空间都不是自反的.因此， Hilbert 空间上 
是否存在不可约算子至今仍是一个尚未解决的问题. 

第38章将给出产空间上的右移位算子的所有不变子空间的 Beurling 刻画. 
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第 26 章射线上的调和分析 

本章将提炼第21章中为研究紧算子而采用的技巧，并用它导出一类具有指数 
型衰减性质的函数. 

26.1 调和函数的 Phragmen-Lindelof 原理 

经典解析函数论中的最大值原理可以推广到定义在延伸至无穷远处的域内的 
解析函数上，此推广归功于 PhagmSn 和 Lindelof , 称为 Phragmen - Lindelof 原理.该 
原理的假设条 件是： 函数在域的边界上有界，并且当2趋向无穷时，函数有有限增 
长性； 其结论是：函数在整个域上有界.对于调和函数，此原理有一种类比的情况. 

设 h(x, y) 为定义在半带： {( x , 2 /) : -1 < a : < 1, 0 < 2 /} 内的调和函教，且 
h(x,y) 连续到边界.若 

⑴ h(±l t y) = 0, y > 0; 

⑼在半带内， | A ( ar ， v )| 彡 Me 气其中 M ， €为 常數， 且0 < 名< tt /2, 

则对任意的 m ，0< m < ji /2 在半带内， \ h { x , y )\^ Ae ~ m y , 其中力为常数 • 

证明显然，我们仅需要考虑 f >< m < n /2 的情形.对任意 m , e < m < K /2 
及任意 s >0, 作辅助调和函数 

(^i y ) — ^ cos mxe~ my + e cos mx e my . (1) 

将 / i 和 对比. 由于 m 的上界受 ji /2 控制，所以函数 cos mx 在 -1 彡 : r < 1上 
为正.因此，由 （ ii )， 我们可以将⑴中的 A 取得充分大，使得对于 [-1,1] 中的每个 
X ， 有 

|/i(x,0)| ^ A cos mx. (2) 

我们 断言： 对半带内的所有: r ， ％有 \h{x,y)\ ^ k e (x ， y). 

要证明此断言，由4的选取，当2/ = 0, a : €卜1，11时，成立 

~ k e ( x , y ) < h ( x ， y ) < k e ( x , y ). (3) 

由题设条件⑴，当 y >0 且 ; r = ± l 时， h ( x , y ) = 0,而此时 k e ( x , y ) > 0,故⑶也 
成立.当2/ == y > 0充分大，且 ： r € [- l ， lj 时， （3) 亦成立，这是因为，由题设条件 
⑻以及 m > £， h 的增长性至多同—样，而心的增长性则同-样.在方 
形区域0 < 2/ < K ，-1 < x < 1上，应用经典的最大值原理，则不等式 （3) 在该方 
形内成立.综上所述，对任意的正数由 V 的任意性,不等式 （3) 在整个半带上成 
立.令 e 趋向于0,则在整个半带上，有 
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此证明了，当 J / 趋于00时， h 呈指数 衰减. ° 

26.2 抽象 Phragmen-Lindelof 原理 

本节主要陈述和证明 Phragm 6 n - Lindeli 3 f 原理的一个直 接推广 该推广由 Phr - 
agmen - Lindclof 原理的作者给出，其理论建立在调和函数空间的泛函分析抽象的基 
础上. 

定义设 X 为复 Banach 空间， S 是由定义在正实数集切 ： y > 0} 上且取值在 
X 内的局部可积的向量值函数 u ( y ) 组成的线性 空间. 假设空间 <9满足下述两个条 
件. 

( i ) S 有 平移不 变性，即若 W ( y ) 属于5,则对任意正数 t ， 函数 u(y + 0也属于 
S . 

( ii ) 设0 < a < 6, u € 5,定义范数 | u | S ： 

| w|a = J 卜 (2/)1 办- ⑷ 

我们假设 S 的 | t ^ 范数下的单位球在范数拓扑下是准紧的，其中 
[ ao , M 为 k &] 的任意紧子 区间 ： a < a 0 < bo < b . 

若用 P 范数 ^ i/p 

W\ b a = ( / Wi /) j p dy ) (4') 

代替 L 1 范数，我们可以给出类似的定义. 

件质 （ ii ) 称为内紧性. 

如果我们将 S 内的、在 R + 的紧子集上依 L 1 收敛的所有函数列的极限函数 
添加到 S 内，则拓广后的空间仍具有性 质⑴和 （ ii ). 因此，不失一般性，我们可以 
假设 S 满足 条件： 

( iii ) 在上述刻画的序列收敛拓扑下， S 是闭的. 


例1 设 X 为定义在 [-1,1] 上的、在端点士 1上取值为0的连续函数组成的 
Banach 空间，令 5" 为形如 u ( y ) = h ( x ， y ) 的所有函数组成的空间，其中 / i ( a ;， 2 /) 是 
任意一个在半带 {( x , y ) : _1 < a : < 1, y ^ O } 内为调和函数，且连续到边界以及在 
: r = 士1 取值为0的函数.不难证明，空间 S 有性质 （ i ) 和 （ ii ). 

例2设 L 为 2 n 阶的线性椭圆算子，其系数为其中的一个独立变量 y . 令 G 为其 
余变量 re 空间内的域，且 G 有光滑边界和紧闭包.设； C 为 Banach 空间邱，即定 
义在 G 上的具有平方可积的 n 阶导函数，并且每个 i ( O ^ i ^ n - l ) 阶导函数在 
G 的边界上取值为0的所有函数组成的 空间； 令 S 为形如 <2/) = h(x,y) 的所有函 
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数全体，其中 h ( x 、 y ) 为方程= () 在半柱面 GxU + 内满足：对固定的 y ， h ( x y y ) 
属于 X 的任意解. 


利用椭圆方程理论，可以证明上述定义的空间^有内紧性, 


例 3 设； C = C ，5 ■为定义在上的由指数函数集 { e^y : / i n >0, X ；//- 1 < 00 } 
所张成的线性空间.根据 Muntz 定理（见第9章)， S 为定义在上的且在 00 处 
为0的连续函数空间的真子 空间 . Laurent Schwartz 对这些空间进行了研究，其内 
紧性可由 Schwartz 所建立的性质得到 • 


现在我们叙述抽 象的 Phragmen-Lindelof 原理 • 

定理1 设 S 为定义在 R + 上的向量值函數组成的具有平移不变性和内紧性的线 
性空间，则存在正常教 c (仅仅依赖空间 S )， 使得对 S 内的每个满足条件 



|u(7/)|dy < 00 


的函數 u ( y )' 有 



|it(y)|e c：y dy < oo. 


证明令 S 内的可积函数 u (2/) 组成的空间为在 L 1 范数 


M = / ⑻ 

J0 

下，它是一个 Banach 空间. 

对 f > 0,令 r ⑴为作用在上的平移算子： 

(T(t)u){y) = u(y^t). ⑹ 

显然， r («) 为可缩算子，即 || T ( i )||< i . 因此,每个 r ⑴的谱都含在单位圆盘内•定 
理 1 证明的关键 在于： 要证明算子 r ( t ) 的谱含在单位圆盘的 内部： { Aec ： [ A | < 


1 }. 

此关键性的证明十分精细，要建立在12个引理和两个命题的基础上.在下面 
的叙述中，我们用 r 表示算子 T ( t ). 

命题 A T 的位于单位圆盘内部的非零谱边界点 A: |A| < 1 ， /0, 是 T 的有限 
重数的特征值，即 


(i) (T-A) 存在非平凡的有限维數零 空间； 

(ii) r 的所有广义特征函数空间是有限 维的； 

(iii) 若用 iV 表示 r 的所有广义特征函数空间，则： T-A 为 K / N 到自身内的 
可逆映射； 


( iv ) A 为 r (在 /C 上）的语的孤 立点. 

证明命题 A 的证明需要以 下几个 引理. 
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引理2令 A 为单位圓盘内部的非零点 ： W < 1 ， A _ 0,若 { w „} 为 K 中的有界 

列，且存在某个 正整数 fc ， 使得 

lim ( T ~ A ) fc w n = v y ⑺ 

则 { u n } 存在（在凡内）强收 g 列，使得该子列的强极限 w 满足 

( T - X) k u = v . 

证明我们只证 fc = 1的情形.由假设， { u n } 有界 •• Af , 所以 

|u n |^ < |u n | < M. 

又如属于内紧空间，故 {〜} 存在子列，仍用 {〜} 表示，依 Mf 范数 收敛： 

| w „ - u m \f -► 0. ⑻ 

首先断言：对任意正数 a， { u n } 在范数 Mg 下收敛.因为= 1，所以由（7)， 
{IK - A〜} 在 L 1 范数下收敛.又 ( Tu n )( y ) = u n (y + 0以及 A / 0,故⑻蕴含 
了 {、}在丨 | 纟范数下收敛，进而在丨您范数下收敛.因此，对任意正整数 』V, 重复 
此讨论可得： {uj 依丨 If 范数 收敛； 断言得证. 

为完成引理1的证明，只需证如在无穷远 oo 处有一致 小的/范数. 将代数 

等式 

171 

7^ = A m + ^A m - J r ) ~ 1 (r-A) 
j=l 

作用到 U „ 上，并令 （r - X)un = Vn , rn 

m 

= A m u n + ^A Tn -^r ? - 1 t； n . ⑼ 

1 

由题设条件 （7 )， 〜 V 〜，其中 — 0; 此时，上将述等式重写为 

mm 

T^Un = A m w n + xm ~ j E X ^ T ^ en . (9，） 

1 1 

下面证明，当 m，n - oo 时，（叫的右边在 A ： 上的 L 1 范数下趋于 0. 首先注意，最 
后一项有 估计： 

其次，再估计另一个和式.由于 

mm 

r 7-1 ^ < Y 1 lAr ^' ir 7 " 1 ^, 

i i 

并注意到 j — oo 时 ， I T - l v \ = dj 趋于0,所以 （9') 右边的第二个和式,在 m — 00 
时，也趋于 0. 最后，由于 \ X m u n \ < | A | m M , 所以，当 m — oo 时， | A m u n | 0. 因此, 
对于任意 e > 0,当 m 和 n 充分大时，由（90， 
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ir " u n |< e . 

又 ,oo 

\T n u n \ = I |«n(3/)|dy, 

所 以如在 oo 处有一致小的 L 1 范数： ik ， 子列 {〜} 不仅在每个有限子区间上 
而且在整个正实数轴上依 L 1 范数收敛. 口 

引理3设 r 为复 Banach 空间尺 上的有界线性算子， A 为 T 的请边界点，则 

( i ) 存在 向量列 { u n }, 使得对每个 n ^ 1, | u n | = 1，且 

|(T-A)w n | -^0. ( 10 ) 

( ii ) 尺在 r _ A 下的象为尺的真子空间. 

引理2是第20章定理2的重述. 口 


现在我们转而证明命题 A 中的 （ i ). 设 A 为 T 的谱边界点， | A | < 1， A 〆 0.由 
引理 2( ii )， 存在 K 中的函数列 { u n }, |如| = 1,满足 （10). 再依引理1, {如}存在收 
敛于 u 的子列，使得 （ T - A)u = 0. 因为单位向量列的极限仍是单位向量，所以 u 
是； T 的特征向量.故 A 为 T 的特征值.用 TVi 表示特征值 A 的特征向童空间.我 
们 断言： M 是有限维的.注意， ( T - A)tx = 0 意味着 

u(y + «) = Xu(y). 

因此，对于特征向量 ti ， 有 

卜 (2/)1 一 (lAI^ + l + IAI)^ M3/)|dy 
= (| Ar 1 + l + | A |)| u |? t . 

故在空间上， I 哎范数与丨 f 范数等价.由内紧性， M 在 | ❻范数下的单位球 
在丨 f 范数拓扑下是准紧的，所以 TVi 在丨❸ 范数下的单位球在此范数下是准紧 
的.由第5章定理6, M 为有限维的.命题 A 的⑴ 成立. 

命题 A 中的 （ ii ) 涉及广义特征函数，即 （ T - A) fc 的零空间凡中的向量， 
fc = 1，2，....由第2章定理2,如果 M 是有限维的，那么所有零空间 W 都是有限 
维的，并且它们的维数满足不等式 

dim Nk - dim Nk-i ^ dim 7 V fc+1 — dim Nk - ( H ) 

注意，此不等式可以由算子 T-A 一一地将 N k + l / N k 映入 Nk / N ^ 内的事实得 
到. 

引理4存在某个指标 i ， 使得对所有 A : X (11) 中的等号 成立： 

dim N M / N k = dim Nk / N ^. (11，） 

证明非负整数组成的非增列 {dim N k +1 / N k } 最终仅由同一个数组成. 口 
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引理5 令 昂 表示 （ r — 的零空间， i = 1,2，...， 用 w 表示它们的并 •• W = UNi , 
则 

( i ) r - 入将 N/Ni 一一地映到 iV / iVi -1 上； 

( ii ) ( r - A )- 1 为 N/U N/Ni 上的有界线性算子. 

证明 ( i ) 纯粹是线性代数中的内容. 

习题1证 明引理 4 中的 （ i ). 

( ii ) 若 （r - A )- 1 无界，则 N/Ni 中存在向量列 {U n }, 使得队 I = 1，且 
{(T-X)U n ] = {KJ 为 NH 中的零列.因为|仏| = 1 ， 所以在陪集 （4 中存在 
代表 u „， 使得 | w „| < 2. 另一方面， — 0意 味着： (T-X)u n 有分解， 

( T 1 - X ) u n = + 2 nt (12) 

其中 z n eNi - U v n eN , Kl —0. 将 (T- A )^ 1 作用到 （ l 2 ) 两边，得 

( T - A )* u n = ( r - A ) i - 1 t ； n . ( 12 ') 

由 | Un| — o 和 ( T - A )*- 1 的有界性知， （12) 右边的范数趋于 0. 因此,左边范数也 
趋于0: 

lim 一 Kr -我 卜 0. (13) 

由引理 h { u n } 存在收敛于某一向量 t / 的子列，使得 

( T -^)^ = 0. 

这样的 u 属于队. 回想一下，模况陪集的范数的定义.对于上述收敛于 ii 的子列 
(为方便起见，我们也用 {«„} 表示该子列)，有 

\ V n \ ^ \ u n — u | —♦ 0. 

此与我们的假设: \u n \ = 1, n = l ，2,".， 矛盾; 此矛盾是由假设 （ r - A )- 1 无界导 

致的.因此，⑻得证. 口 

用 F 表示# 在 K 内的闭包.因为 M 和 Ni . x 是有限维的，从而是闭的，所以 
E / h 和 N / Ni 分别是 A 7 M -1 和 N / Ni 的完备化.由于（: T _ A ) - 1 在 N / N ^ 
上为有界线性算子，所以它可以延拓为 W / Ni 一到 N / Ni 上的有界线性算子.故 
r - a 将 F /况 一对一地、满地映到 

引理6 若将 r 看作是 K / N 到自身内的有界线性算子，则 a 不属于 r 的谱. 

证明用反证法.假设 a 属于 r 在欠/及上的谱.注意到我们己预先假设了入 
为 r 在 k 上的谱边界点，此意 味着： 存在 t 在尺上的预解集中的复数列 {/ X n }, 
使得~ — A . 我们先 断言： 至多有有限个~属于 T 在_ 上的预解集.否则， 
由我们的反证假设， A 为 r 在 AT /及 上的谱边界点.由引理2中的 （ i ), 存在模 F 
陪集中的列 { C / n }, 使得队 I = 1 , \( T - X ) u n \^ 0 . 若令、 为陪集 [；„ 中的代表 
元，且 | ttn | < 2,则 
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{T - \) u n = v n -{■ z n , (14) 

其中 〜属于 F ，4 0 .由 （ 1 4 )， >„| < 3 . 由上述观 ^ (T - A)- 1 有界地 
将 F / M - i 映到 F /况 上；此又意味着，存在常数 C 以及及内向量 Wn ， 使得 
| ti ； n | < C \ z n \ ^ 3 C , 以及 

(T- X)w n = z n (mod Ni-\). 

用 （14) 减此等式，得 

(!T 一 A)(u n - — V n (mod M-l )， 

将 ( T - xy ~ l 作用到上式两端，有 

( T - A ) i ( w n - w n ) = ( T - A ) i -1 v n - (!4 ; ) 

因为 ( T - A 广 1 有界且 | v „| — 0, 所以 （140 右边的范数趋于 0; 因此,左边的范数 
也趋于0: 

lim„—oo ](T- - Wn)| = 0. (15) 

又^ - ii >„| + |祕„| 一致有界，应用引理1, -存在收敛子列，使得 

该子列的强极限 u 满足 

( T - A) i w = 0. 

因此，这样的 u 属于况.根据陪集范数的定义， 

\U n \ ^ |tin 一 W；„ - 岣 — 0， 

此与 | C /«| = 1矛盾.故上述断言成立,从而除有限多个 Mn 外，其余的都属于 r 
在 K / N 上的谱.由 Mn 的选取， r - …将 K 映到凡上，从而将 K / N 映到 K / N ±. 
因此，要使得如属于 r 在 K / N 上的谱，那 么如 只能是 r 在 K / N 上的特征值， 
即存在陪集 C / n , = 1 ，使得 （T - ti n ) U n = 0.又 w 所以 KT - A ) LT n | _ 0 ； 
这样，我们又回到了上述断言的证明过程中导致矛盾的地方.得到此矛盾的原因是 
我们错误地假设了 A 属于 r 在 K / N 上的谱.因此，引理得证. 口 

引理7 A 属于 r 在 AT / M-i 上的预解集 • 

证明引理5证明了， r - A 将尺映到 KfN ± A 以前，由引理4,我们导出了 
T - A 将 N 映到 N/Ni^ ±. 由这些事实知， T-\m K 映到 K/N^i ±,从而 
r - A 为 K / Ni - x 到自身上的满射. 

注意到我们己经假设 A 为 r 在 K 上的谱边界点，所以存在 T 在 K 上的预解 
集中的数列使得/^#>，71=1,2，...,且〜—入由于是有限维的，由 
第25章习题1, 属于 T 在 K / Ni -! 上的预解集. 若入属于 T 在 K / Nh 上的 
谱，则它必是该谱集的边界点.根据引理 2( ii ), Klh 在 T - A 下的象是 K / Ni.x 
的真子空间，此与上述建立的事实即 T - X 为 K / Ni -, 到自身上的满射矛盾.因此， 
A 属于 r 在 K / N ^ 上的预解集. 口 

由于 A 属于 r 在 K / Ni - x 上的预解集，所以 r - A 不能将 K 内的不属于 ATi -., 
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的向量映入爪^内.由此，我们得到况=爪 -1. 故广义特征函数空间况是有限 
维的.这证明了命题 A 的⑻和 （ iii ). 

对于命题 A 的 （ iv )， 即 A 为 T 在 X 上的谱的孤立点，我们可采用类似于经典 
的 Riesz 理论中的证明方法.由引理6, A 属于 T 在 K/Ni-i 上的预解集，并注意 
到有界线性算子的预解集为开集，所以每个充分接近于 A 的复数 M，A 一 A , 都属于 
T 在上的预解集.另一方面， T 在 iVH 上的谱由单点集 { A } 组成.此外, 
由于 r 在欠上的预解集为 r 在 Ni-, 上的预解集和 T 在 KH 上的预解集的 
交，所以每个充分接近 A 的复数 〜 /i / A ， 都属于 T 在 K 上的预解集.故 A 为 r 
在上的谱的孤立点.此完成了命题 A 的证明. 口 


命题 B T 的谱是一个离散点集 . 0是该点集的唯一聚点. 

该命题的证明依赖于下面的4个引理. 

引理 8 设 A 属于； T 在 / C 上的谱，且 | A | = 1, 则存在 S 内的（特征函数)％使得 

v(y + t) = Xv(y). (16) 


注意，特征函数?；属于但不属于 K . 

证明由于 T 在 K 上的谱包含在单位圆盘内，从而谱中的绝对值为1的点为 
谱边界点.因此，由引理 2( i )， 对任意一个极限为0的正数列 {e n } y 如取〜= 1/ n 2 , 
必存在 K 内的函数列 {tin}, 使得 


\(T-X)u n \ 




对任意正数 a , 重写 （17) 为 


Z k \(T-X)u n \ 

因此,对于每个 n , 都存在正整数心，使得 

|( T - A ) u n |^ a +1)a 


(A ： +l)a 




1C 


(fc n + l)a 




定义 


(17) 


(17，) 


v n (y) = CnUniy 4 - k n a), 

其中 Cn 为代定常数.且可以选取 C „， 使得 

l v n|o = (18) 

这里 f 为定义平移算子 T(f) 的正实数. （17') 又可以改写为 

\(T-\)v n \S^e n \v n \^ (17") 

令 a = ni , 并定义 


— l^nlo*- 


我们 断言： 对所有的整数 fc < n ， 有 
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l^nlo 4 < A? + (A ； - l)£ ： n v4 n . (18') 

当 A : = 1 时 ， （18，） 正 是等式 （18). 当 A : > 1 时，我们可以利用 （17〃)， 采用归纳法得 
到此断言.因此，对于 fc = n ， (180 蕴含 

Afi — |Vn|o^ < 打 + (打一 

注意， b = 1/« 2 .因此， ‘ < 2 n ; 将此不等式代入(17")，得 

KT-AKIJU (18") 

采用引理1的第一部分的证明方法，利用（17〃）和（18')，选取 {〜} 的在 | 这范数 
下的收敛子列 （6 为任--正整数)，并设 v 为该子列的极限.因为 S 在此拓扑下是闭 
的，所以 t ； 属于 S , 并且 t ； 满足 （16). 由正规化式（18)， ^^0. □ 

引理 9 对于充分小的 t,X = - l 不属于 T ( t ) 的谱. 

证明用反证法.假设 -1 属于 r ⑷的谱.由引理7, 存在 S 内的非零向量 
使得 

v t (y + 1) = - v t ( y ). 

当亡 — 0时，函数波动地越来越快.显然，此与5的内紧性矛盾.因此，当亡充 
分小时, A = -1 不属于 rw 的谱. 口 

引理 10 T ( t ) 的位于 0< | A | < 1 内的谱是一个聚点至多为原点或单位圆周上的 
点的离散点集. 

证明我们已经证明了 .•当 《充分小时 ， A = -1 属于 IV )的预解集.因此， 
A = -1 的某个开邻域也含在的预解集内. 

由命题 A ， T ( t ) 的位于单位圆内部的谱边界点形成一个离散点集，该点集的聚 
点至多为0或为单位圆周上点.因此，我们只需断言. • r ⑷的位于单位圆内部的 
所有谱点都是谱边界点.假设不是这样，则单位圆内部存在某个谱点不是谱的边界 
点.由于 r ( t ) 的位于单位圆内部的谱边界点是一个离散点集，因此利用一条不过 
谱边界点的多边形道路，可将该点和圆周上的 A = -1 连通； 但是，这是不可能的， 
因为这样的道路一定含有一个边界点.因此，当 i 充分小时，引理9成立.利用等 
式 r ( t ) = 以及谱映射定理，容易证明引理9对于任意的 f 也都成立. 

令 P 为任意正数，用义 W 表示形如 

u ^( y )^ e -^ u ( y ) 1 ueS 、 (19) 

的函数的全体.显然， S ㈤ 有平移不变性以及内紧性，因为对有限的 a 和6, 

e _ 沖彡 \ u^\ b a < e ~^\ u \ b a . (190 

用表示中的可积函数组成的子空间•，在 L 1 范数下，是-•个 Banach 
空间. 

以后，我们用 r 表示单 位平移 T ( l ). 
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引理11 若 A 属于 T 在尺上的谱， p 为正數，则 Ae - P 属于 r 在上 的谱. 

证明 我们先回忆一下， r 在 K 上的每个谱点 A 都是下列意义下的特征值, 
即存在特征函数1/满足 

u(y + 1) = Xu ( y ). 

当 | A | < 1时，特征函数 u 属于^而 | A | = 1时，特征函数 u 属于 S . 易见， 
w (p) = e ’ pv u 属于 K ip \ 且满足 

u^\y + 1 ) = e- p{v+1) u(y + 1 ) = Xe~ p u^(y). 

故 u ( p ) 为 T 在上的特征函数，相应的特征值是 Ae _ p . □ 

将引理9应用到空间上，则 r 在尺⑼上的谱在单位圆内部没有非零的 
聚点.结合引理10,我们 得到： r 在 ZC 上的谱的聚点不可能在单位圆周上.这正 
是命题 B 的结论. 

现在我们准备证明定理 1. 这还需要如下两个引理,其中第一个引理是引理10 
的延拓. 

引理12 令表示 r 在⑼上的谱，设 p 和 g 为两个正数， p < 则 

e ( p -<?) E ( P ) C E (9) . (20) 

如果我们观察到 s ^= e ^ ys ( p \ 那么该引理的证明和引理10 —样. 

由命题 B ， 是单位圆盘内的聚点仅为原点的离散 点集； 因此， （20) 蕴含了事 
实 :满足 与单位圓周相 交的所有小于的正数 p ， 即 { p >0: p < q , E ^ H { A : 
| A | = 1}^0}, 是一个离散点集.在该离散点集外，取 p , p < g . 按照绝对值的大小， 
排列 r 在 K ⑻上的特征值; 

1 > 1入 l | 彡 I 入2! 

对于每个特征值我们定 义投影 & ， 

其中 q 是-个以 a , 为圆心、但内部不含有 r 的其他谱点的圆周. 

引理 13 

⑴算子&是两两不交的 投影： 

P] = Pj, PjPk = 0 , j^k. 

( u ) 每个 巧 都与 r 可换 • 

( iii ) Pj 的值域为 T 的对应于特征值\的广义特征函数空间. 

习题2 证明引理 11. 

由命题每个巧的值域都是有限维的. 

用 / d p) 表示 A , p 2 ，…， Pn 的零空间的交集，则 为 r 的不变子空间. 
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用 T p ， m 表示 T 在 上的限制，则 T p , m 的谱由特征值 A m , A m +1 ，…组成•由 
谱半径公式（第17章定理4)，得 

Jirn ^ | m | 1/，fc = | A m |. 

因此,对任意正数 e , 当充分另莳， 

l^,ml = (|Aml + e) fc . (21) 

注意到 K ⑼中的每个向量 ti ( P ) 可以分解为 

W (p) = 5Z /j + v, (22) 


其中 △■ = P ]U ^\ v 属于 K ^\ 设 w 为 K 中的任意向量，则 e^u = 属于 
利用分解 （22), 得 


u = ^2 e py fjJre py v , (220 

令正数 m 充分大，使得 | A m | < | e - P , 令 e < ie - P . 由不等式（21)，对充分大的 fc ， 
成立 


产+1 

Jk 


r \ v ( y )\ d y 〜 ㈣ 、 J : \ v ( y )\ dy ^ 

<，+"(- e - P ) fc M = e P(y fc W . 


(23) 


这证明了 (220 右边的最后一项可积.我们 断言： 其余的项 ePyfj 呈指数 
型 衰减; 这是因为，它们都是： T 的相应于特征值的特征函数或广义特征函数. 


所有这些特征函数的绝对值都是小于1的，否则它们以及它们的和不可积，此与 t / 
属于空间 K 矛盾. 


显然，我们可以取到充分小的正数 c ， 使得对每个满足< 1的有 
e c |Aj|e^ < 1, ^e c < 1, 

由 （22') 和 (23), 函数 e ^ u (2/) 可积.此完成了定理1的证明. 


26.3 渐进展开 

本节我们将证明，如何利用在定理1的证明过程中所导出的结果来给 出欠内 
函数的一些渐进刻画. 

引理14 

⑴ r ( i ) 在尺上的特征函数空间中，存在由指数函数，即形如 

Re / i <0 (24) 

的函数组成的基. 

( ii ) T ( l ) 在尺上的广义特征函数空间中，存在指數型多项式组成的基，这里 
的指數型多项式是指，形如 
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y k e tiV Wk 1 


(25) 


的函數的和. 

证明因为平移算子 T ( t) y t > o 之间两两可换，所以 r ( i ) 的特征空间为其他 
所有平移算子 r ⑴的不变子空间 • 因此， r ( i ) 的特征空间中存在一组由所有平移 
算子的特征函数& 

T ( t)v = X { t ) v , (26) 

构成的基.这样的特征函数 I ，属于是2/的可积函数.因此， T ( t)v 为 i 的 L 1 范 
数拓扑下的连续函数.此蕴含了 A ⑴是连续的.注意.平移算子满足 


T(s + t )= T ( s ) T { t ). 

由 (26), 我们得到 

A(s + 1) = A(5)A(t). 

满足此方程的唯一连续解是 A ⑴= 又算子 r ⑷是降范的，所以 Re M < 0.这 
样，我们证明了引理13的 （ i ). 对于 （ ii ), 我们可以采用类似的方法讨论得到. 口 


用 {/ i ,} 表示出现在 r ( l ) 的一个特征函数 （24) 内的所有数值//的集合.由命 
题 B ， 内的实部趋于 - oo . 

定理15 令 S 如定理1所示， K 为 S 内的可积函数空间，则 K 内的每个函数 

u ( y ) 有漸进展开 

u(y)^J 2 etAjVe ^ ( 27 ) 

其中每个~为形如 

e i = ^2 y kw ^ k ( 27 。 

的有限和. 

证明如同 （22) —样，在 p = 0 的条件下，分解作为谱半径公式的应用，我 
们可以证明展开式 （27) 有渐进性. □ 


现在我们再回到例2.令 Z 为 2 n 阶的椭圆算子 

L = Y / A j dl n ~^ (28) 

0 

其中= Aj ( x y dx ) 是: Ti ，: r 2 , …，为变量、系数仅仅依赖于: r 而与 y 无关的 j 
阶线性偏微分算子 . I 的椭圆性是指,存在正常数 c ， 使得对所有 rr ， 有 

L(^r ,) = [ 沟 (x ， 0” 2n — ，• > c(|f| 2n + r? 2n ). 

一个典型的椭圆算子的例子是 

L 0 = dl n + A；. 

令 G 为 x - 空间内的带有光滑边界的区域，并且 G 的闭包是 紧的； 令 S 为方 
程 Lu = 0在半柱面 G x R + 内的、在 G 的边界 dG 上满足强制性边界条件的解 1 / 
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的全体.对所有的 2/, 我们取相同的边界条件，最简单的如 Dirichlet 边界条件.将这 
些解看作是陚值在 Banach 空间 A ： 内的向量值函数 u ( y ), 其中义为定义在 G 上 
的、满足边界条件的&的）函数空间，其范数为 Sobolev 范数 

[ ^2 \dy\ 2 dx. 

Jg a<2n 

由椭圆方程理论，这些函数 u ( y ) 组成了一个有内紧性的空间. 

考虑方程 Lu ^ O 在半柱面 G x R + 内的所有满足条件： 

u { x y y ) = e tiV w { x ) (29) 

的解 t /. 将此解代入（28)，则 u ， 满足方程 

(51 切= 0， (30) 

以及满足指定的边界条件.对上述具体情形应用定理2,我们得到如下结果. 

定理16 

⑴使得方程 （30) 存在满足边界条件的非平凡解的所有/ X ,构成了一个下列 
意下的离散点集：即在每个带 

a <Ke n < b 

内，仅包含有限多个这样的 / i . 

(ii) 方程 2^ = 0 在半柱面内的可积解有渐近展开 

u ^^ e ^ kV w k ( y ), Re / x fc < 0, 

其中 Wkiy ) 为 y 的多项式. 


习题3设 


A = ( 巧 + dl) 2 y 

G 为区间 [0, Ji],n 满足 Dirichlet 边界 条件： 

当 x = 0或 时 ， u = u x = 0. 

证明：方程 （30) 内的芦满足等式 tan 2 fin = (^ ji ) 2 /[1 + (^)] 2 . 
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本章首先回顾一下第2章中指标理论的几个主要结果.设为无限维线性 
空间，称线性映射 T ： U ^ V 具 有有限 指标，如果它满足： 

(i) T 的零空间 Nt & U 的有限维子 空间； 

(ii) 若用表示 T 的值域，则商空间 V / R t 是有限维的. 

这时，我们定义 r 的指标为 

ind T= dim Nt — codim Rt- (1) 

从一个线性空间到另一个线性空间内的线性映射 G 称为是退 化的， 如果它的 
值域是有限维的.在第2章，我们已经得到以下几个结果. 

定理 A 线性映射 r : t / — v 有有限指标，当且仅当 r 存在伪逆，即存在线性映 
射5: v — t /， 使得 

ST= /+ G, T5=/+if, (2) 

这里 J 同时表示和 V 上的恒等映射， G ， 好分别表示 C / 和 V 上的退化映射. 
定理 B 设 — — w 有有限指标，那么它们的乘积也有有 
限指标，且 

ind AT = ind K +indT. (3) 

定理 c 设 r : c / — v 有有限指标， g ： u ^ v 为退化线性映射，那么 r+G 有 
有限指标，且 

ind ( r + G ) = indr . (4) 

27.1 Noether 指标 


本章我们将建立 Banach 空间（/到 Banach 空间 V 内的 有界线 性映射 T 的相 
应指标理论.与以前的定义一样，称 r 有有限指标，如果它满足性质⑴和 （ ii). 由 
条件 （ U) 和闭图像定理 15.14, r 的值域是闭的. 

在这种情况下，有界线性算子的伪逆自然地可以定义如下. 

定义有界线性算子 r : [/ — V 和 v — C 7 称为互 为伪逆 ，如果 

ST=I^K, TS= I 十 H 、 (5) 

这里 K 和 if 分别表示1/和 V 到它们自身的紧算子. 

在 Banach 空间的指标理论中，类似于定理 A 、 定理 B 和定理 C 的结论也是 
成立的，其证明也是类似的.另外， Banach 空间中还有3个特殊的结果，这些结果 
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的证明反复用到了第 21 章定理 5. 

定理0设 C 7 — I ；为紧算予，则 J + 仄有有限指标，并且 

ind (/+ K) = 0. ⑹ 

类似于定理 A 、 定理 B 和定理 C ， Banach 空间中的指标理论有如下定理1、定 
理2、定理3: 

定理1有界线性映射 t：u -^ v 有有限指标，当且仅当 r 存在 （5) 意义下的伪 
逆. 

证明 容易证明，当 r 有界时，由第 2 章定理 A 所构造的伪逆是有界的.又 
因为退化映射显然是紧的，故由 （2) 可得 （5). 反之，如果 （5) 成立，那么 G 
N i + k 、 R t 2 R ^ h . 由定理 0 知， /+尺和/>孖 有有限指标，从而有 

dim Nt ^ dim ATj + ^ < oo , codim Rt < codim / ljr + 好 < oo . 口 

定理 2 设； T : t / — V 和 i ?: V — W 有有限指标，那么乘积 HI * 有有限指标，且 

ind K T — ind R + ind T. 

由定理2,我们可得如下定理。 

定理 f 若： r 和 s 互为伪逆，则 

ind T~ —ind S. ⑺ 

证明 由定理2和⑻知 

ind T f ind 5=ind(/+Jf)- 

再由定理0, ind ( J + iiQ 0 .故⑺成立. 口 

下述结果是 Yood 给出的. 

定理3设 r:LT — V 有有限指标， V 是紧线性映射，则： T + L 有有限指 
标1且 

ind(r+X) = indr. 

证明 因为 r 有有限指标，所以它存在伪逆反显然， S 也是 r + L 的伪逆， 
此结论由如下方程 

S(T+L) = ST+SL = I^K+SL, 

以及和的紧性得到.由 （7) 得， 

ind (T + L ) = —ind S = ind T. 口 

对有界线性映射 r：u^v y 其转置： r 由关系式 

(Tu,£) = (u, tt) ⑻ 

定义. 

定理4 若 C ； — V 有有限指标，则转置玄也有有限指标，并且 

ind T* = -ind T. 


⑼ 
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证明设 S 为 r 在 （ 5) 意义下的伪逆.对 （ 5) 的两个等式取转置，得 

rs' = r + K , ) = / + /r. 

根据第 21 章定理 7, 紧算子的转置仍然是紧的， 所以： T 和彳互为伪逆.因此，疒 
有有限指标.我们再证明 

dim = codim ， codim R T > — dim 7V T _ (10) 

由 （ 8), 7" 的零空间是的零化子，故 （ 10) 的第一个等式成立.类似地， （ 8) 又表 
明了 r 的零空间是： T 的值域在 C/ 中的零化子.如果 Banach 空间是自反的, 


则 （ 1()) 的第二个等式也 成立； 否则，我们仅有不等式 

codim ^ dim Nt- 

(100 

(10') 减去 （ 10) 的第一个等式，得 

-ind T ^ ind T. 

(11) 

对于 5, 用同样的讨论可得， 

-ind ^ ^ ind S. 

(11，) 

(11')+(11 )， 得 

—ind T* — ind ^ ^ ind T + ind S. 

由 （ 7), 该不等式的两边都 是零. 但是只有当 （ 11) 和 （ 110, 进而只有当 (100 中的 

等号成立时.此事实才成立.这证明了 （ 10 )， 从而得到 （ 9). 

□ 

下面的结果称为指标的稳定性，是由 DieudoimS 给出的. 

定理5 若 r : f / — V 有有限指标，則存在 £ > 0, 使得对所有有界线性映射 

M.U^V, 只要 |M] <£, 就有 

ind(r+M) = ind T 

(12) 

证明设 s 为 r 的伪逆，那么由 （5) 得 

5(r+ M) = 5T+ SM= /4 - K^r SM. 

(13) 


取 e == I5T 1 ， 则 |SM] < 1. 由第 17 章定理 2, J+5M 可逆•将 （ 13) 左乘 （ J+SiW )- 1 ， 
得 


(/+ SM)~ X S{T^ M) =/4- (/4- SM)~ l K. 

这说明 （ J + 5 MT 4是 r + M 的伪逆.由⑺，知 

ind(r + M ) = - ind (/+ SM)~ l S. (13，) 

因为 ( J +5 M )- 1 可逆，所以 

ind (/+5Ai)~ 1 5=ind S. 

将上式代入 （ If ), 再由 （7) 得到 （12). □ 

将定理5重新叙述如下. 

定理设 {r n } 依范數收敛于 r ， 若 r 有有限指标，則当 n 充分大时， r„ 有有 
限指标，且 
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lim ind T n = ind T. 

定理 5' 有一个直接推论 .^ 

定理 5" 设 T ( t ), 0< t < l ， 为 C / — V 的有界线性算子的单參数族，若每个 T ⑴ 
都有有限指标，并且 T ( t ) 在范数拓扑下关于 t 连续，則 ind T ( t ) 与 f 无关； 特别地， 

ind T (0) = ind T ( l ). 

此结果称为 指标的同伦不变性， 可以广泛应用于指标的运算 • 

容易看到，有界线性算子的指标在强拓扑下不一定 连续. 例如，取 C / = V =户， 
对1，令 

T n {u) = (ai ， a2 ， ... ， a„ ， 0 ， a„+i ，-.-)， 

其中 tx = (^，勿，…）€ C /， 则几为 C / 到 V 内的有界线性算子.易知 iV Tri = 0, 
Rt „ — { w | u n +i = 0}，并且 s - lim r „ = J , 故 ind r „ = -1. 但是 { T n ) 的强极限 J 
的指标却为零.因此,有界线性算子的指标在强拓扑下不一定连续.但是，在附加了 
其他条件下， H 6 rmander 给出了强收敛序列指标的连续性.这些附加条件在许多情 
形下是很容易验证的. 

定理 6 (Hormander) 设 r n : 1/ — V 和: K — 卩为两列有界线性映射，且 
满足 

5 n T n -/+/r n , T n S n = /+ H n , (14) 

其中{^}和 { H n } 为下述意义下的一致紧序列，即向量集 

{ K n u : H < l , n = l ,2,.- } (15) 

和向量集 

{H n v: H ^ l,n= 1,2,-. } (15，) 

分别含在 C 7 和 V 的一个紧子集内•若 { r n } 和 {5 U 强 收敛： 

s — lim T n = T , s — lim S n — S , (16) 

则 

lim ind T n = ind T. (17) 

关于此定理的证明、参 m Hormander 中的定理 19.1.10. 

下述结果是定理6的一个直接推论. 

定理^ 设 T ( t ) : C / — V 和 S ( t ) : V U 是两族强拓扑下连续依赖于参数 
t (0 ^f < 1) 的有界线性映射.如果 5( t ) 和 T ( t ) 互为 伪逆： 

S(t)T(t) = I + K(t) y T(t)S(t) = J+ _， 

并且 K ⑴和 H(t) 分别在 （15) 和 （15') 意义下是一致紧的，那么 ind T(t) 与 t 无 
关；特别地， 

ind T (0) = ind T ( l ). 

注记有限指标算子通常称为 Fredholm 算子.但是，以前并没有关于这方面的说 
明.然而，称指标不等于零的算子为 Noether 算子，并称其指标为 Noether 指标却更 
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恰当！这是因为，在奇异积分算子的背景下 ， Fritz Noether 第一次给出了这类算子的 
例子，并定义了指标的概念，证明了指标的稳定性；参见 Hdrmander 和 Dieudonne . 
算子指标的乘积性质 （3) 是由 Atkinson 和 Gohberg 给出的. 


历史注记 Fritz Noether 是 Emmy Noether 的兄弟，为了逃避纳粹统治到了前苏 

联，1937年在大清洗运动中被捕入狱，1941年被处死. 

结果却成为斯大林政权的牺牲品. 

有些算子的指标可以精确地计算出来 . 27.2 节中我们将举一些例子说明这一 
点.在第30章，我们还将证明在一定条件下算 T 的指标可以表示成两个算子的迹 
的差. 


27.2 Toeplitz 算子 

我们用 L 2 (5 x ) 表示单位圆周 S 1 上的平方可积的复值函数 u 的空间，在 L 2 范 
数 

\\u\\ 2 = ^ J \u(6)\ 2 d9 (18) 

下，它是一个 Hilbert 空间，并且函数 e iA ^， A : = 0, ±1，±2,…，构成了它的一组标准 
正 交基； 于是 L ^ S 1 ) 中的每个函数 u 都可以展成级数的 形式： 


u {0) = 


(19) 

其中 Fourier 系数 wjt 由等式 



Uk = i, 

1 u {0) e- ike dd 

(20) 

给出.与此同时， Parseval 等式 



IMI 2 : 

= £ki 2 

(21) 

成立. 



定义用丑 + 表示 L 2 (S ] ) 内的负 Fourier 系数叫， A : < 0,为0的函数 u 组成的子 
空间： 

u € H ^. v，k — 0, k < 0. 

令 （19) 为 L 2 (^) 的 Fourier 级数展开式，定义 U 到上的投影 P + u ： 

(22) 

P + u = 


(23) 


0 


此定义了以(妒）到//+上的投影 P+. 由 （ 21) 知 


(24) 
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类似地，可以定义以及 L 2 ^) 到 I 上的投影. 

空间//+内的每个函数都是单位圆盘内的解析函数的边界值函数，而丑-内 
的每个函数则是单位圆盘内的反解析函数即复共轭解析函数的边界值函数 • 
定义设 s (0) 为单位圆周 S 1 上的复值连续函数，称由 

T s u — P + (su)j u E H+ (25) 

确定的算子乃为函数 s 定义的 Toeplitz 算子 • 

总之， r s 是丑+到自身内的映射，是在上先用 s 作乘法运算，然后再到 
H + 上投影所得到的线性算子. 称 S 为 T s 的符号.显然， r s 关于符号是线 性的: 
1' s^-r ^ + T r . 

当我们用 Fourier 级数表示 H + 内的函数时， Toeplitz 算子实际上就是一个被 
截断的离散 卷积： 

OO 

(T s u)k = y ^ Sk - jUj , A : = 0，1，...， (25') 

j=o 

这里 和 Wn 分别表示函数 s 和 u 的第 n 阶 Fourier 系数.由 （25') 确定的半 
无限矩阵 ( Sfc - j ), 在每个对角 j =常数上，赋值都是相同的.称满足此性质的 
矩阵为 Toeplitz 矩阵.这种矩阵常常出现在偏微分算子的离散化（见 S . Parter •和 
S . Osher ) 和统计力学（见 McCoy ) 理论中. 

定理7 设 s 为5 1 上的复值连续函數，： T , 是符号为 s 的 Toeplitz 算子，则 

( i ) T s 为 — 有界线性映射，且 

IIT . II ^ Is ^ ax . (26) 

( ii ) 如果 s 在5 1 上处处不等于零，那么； T s 有有限指标. 

( iii ) 

ind T s = -W(s), (27) 

其中 W(s) 表示在原点的圈绕数. 

回想一下，曲线 s(0) 在原点的圈绕数是指，当 0 由 0 变化到 271 时， 5(0 的幅 
角增加量泠以 2 jt 得到的数值.用解析的语言表达为 

证明⑴由 s 所作的乘法算子是有界的，其界为 | 5 | max ； 算子 P + 也是有界 
的，其界为 1. 又 r s 为这两个算子的乘积，因此也是有界的，且 （26) 成立. 

( ii ) 我们断言： T 8 - H 的伪逆.为此，我们需要如下引理. 

引理8当 s 连续时， 

C=P + s~s (29) 

为到 L 2 内的紧算子. 

证明因为 s 连续，所以对任意 e > 0,可以找到三角多 项式知 一致逼近 s : 
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| s (^)- s e WI < e , ees \ (30) 

注意到= P + s e 一 s e 零化了 H + 中的所有形如 W = E ^ u k e ik 0 的函数，其中 M 
表示〜 的阶数.由于所有这种形式的函数组成的空间是丑+中的余维数为 M 的 
子空间，所以值域的维数小于 A /， 从而为紧的.由 （26) 和 （30) 知， C 4 依范 
数拓扑收敛到 C 7, 故 C 7 是紧算子. 口 

下面证明 T s i 是 T s 的伪逆.由 （29), 得 

T s iT s = P + s _1 P + s = P + s~ l (s + P + s - s ) = I ^ rP . ¥ S ~ l C . 

由于 C 是紧的，与上的恒等算子相差一个紧算子.再注意到 S 和 
的对称性，因 此尺和 TVi 是一对伪逆. 

( iii ) 欲计算 r s 的指标，通过 s 的形变，我们连续形变乃，然后利用拓扑中的 
如下结果. 

引理 9 S 1 上的处处非零的复值连续函数类中的两个函数在此类中可以相互连续 
形变，当且仅当它们具有相同的團绕数 1^(5). 

证明注意到圈绕数是连续形变下的不变量.因此，若题设条件中的两个函数 
之间存在连续形变，则它们有相同的圈绕数.要证此结论的反面，首先考虑圈绕数 
为0的情形.这样的函数 5 奶存在单值的对数 \ ns (0). 利用连续形变 Uns (6 l ), M 
函数可以形变为 0. 再令 

s (0, t ) = e t]na{e \ 

则 s ( d , t ) 为函数咖）到常函数1的形变. 

对于一般的情形，设的圈绕数为 iV , 即 AT = W ( s )， 记 

s ( e )= e iN 0 { e - iNO s (0)). 

该等式右边第二个因子的圈绕数为0,因此由上述讨论，它可以连续形变为常函数 
1.故 s ⑻可以连续形变为 e iNe ,N = W ⑷ 

从解析的角度而言，绕原点 | iV | 次的最简单的曲线为当 iV > 0时，符 
号为的 Toeplitz 算子 T n 是由所作的乘法算子.此时不难证明， IV 有 
平凡的零空间，并且 2 V 的值域在丑+内有余维数 AT ， 这是因为该值域是由形如 
^ u k e ike 的函数组成.因此 

ind T n = - TV . (31) 

当 W < 0时，符号为的 Toeplitz 算子 IV 为//+到 / f + 上的满射 P + e 1 ，此 
时，它的零空间由函数生成.故 （31) 对 N <0也成立. □ 

①因此，若题设中的两个函数有相同的圈绕数，则它们都可以连续形变为 e iNe , 其中 N 为它们共同 
的圈绕数，进而这两个函数之间存在连续形变. 一一 译者注 
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从引理 9 的证明过程可知，夕上的处处不为零的连续复值函数 S 0) 可以形变 
为函数 e ^ 5 即存在0和 < 的连续函数族 s(0 ， t), 使得 

s (l9 ， t)_0 ， 8(0,0) = 8(0), 8(6,1) = e iNe , d e S 1 . 

因为圈绕数在连续形变下保持不变，所以 

W(s) = vy(5(o)) = iy(s(l)) = N. 

由 （ 26 )， 得 

||r s ⑴一 r s ( t /)|| = ||r s ( t )_ s ( t /)|| ^ ||s ⑴一 sCtOllmax ； 

又因为 s ( e , t ) 关于《连续，所以关于 i 在范数拓扑下连续.由定理 5" 的指 
标同伦不变性知 

ind T a = ind Tn . 


由上式和 （31) 得到 （27). □ 

由定理7的证明过程中可知，符号为 snW = e iN 〃 的 Topelitz 算子 r N 的零空 
间的维数为0或州，这依赖于 W 的符号.事实上，对符号为一般函数 s 的 Topelitz 
算子 T s ， 此结论也是成立的. 

定理10 设 s 为单位圆周 S 1 上的处处非零的连续复值函数 . 是符号为 s 的 
Toeplitz 算子，那么 

⑴若州⑷ > 0,则； r s 是单的，它的值域有余维数 w ( s )； 

( u ) 若 州⑷ <0,则； r s 的零空间的维数为 i ^ wi , 并且； r s 在丑 + 上为 满射; 
( m ) 若 w ⑷= 0,则 r s 为可逆算子. 

证明我们首先证明 （ iii ). 若 W ⑷= 0，则 S 有单值对数 
s (0) = exp £(0), £(0) = lns (^). 

将/分解为解析和反解析两部分的和 

《= 6+ + 豸 ― ， £+ € /f-f, £— € H — . 

先考虑 s 为光滑函数的情形，即 .s € <7°°，此时纟,心， t 也是光滑函数.作指 
数函数 

s ―^ — = e ^+ e ^- = s + s — ， (32) 

则4是解析函数的边界值函数， s _ 是反解析函数的边界值函数，并且这些解析函 
数和反解析函数在闭单位圆盘内处处不为0并连续到边界.下面我们利用 s + 和 
s _ ，求 r s 的逆，记 

T s u = P s u = /, 

u ，/€ i /+ .此方程意味着 

SU = / + 殳一 , g- e H-. 


由 （ 32), 得 


5+W = S 二 1 / + S 二 1 沒一 . 
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因为= exp (- 1)，所以乘积 s 二 1 属于 两边用作用 ，得 〜 w = 
P + s+u= P+sI 1 /- 两边再用去除，得 

u ^ s ^ P + sZ 1 /. (32’) 

此证明了 二 1 为 T s 的逆. 

现在证明⑴和 （ ii ). 用 W 表示 s 的 圈绕数 ，则的圈绕数 为零； 因此， 
( iii ) 蕴含了方程 

P + se~ w6 u = { 

定义了 一个可逆映射 u — f . 等价地，映射 T s 将 e ~ we H ^ 一一地映到 H +上 .由 
此⑴和⑼得证. 口 

公式 02') 不仅在理论上有用而且还是计算乃逆的一种有效方法. 

再考虑 s 仅仅连续且 W(s) = 0的情形.对任意正数 £， 可以用光滑函数 r 一 
致逼近& 

\ r ~ 5|max < e . (33) 

当 e 充分小时， 

| r - 1 5- l | max < i (330 

此不等式蕴含了以下两个结论. 

⑴由 (33') 和 （ 26 ) 知 

IIU|< 

再由第17章定理2知， T r ^ a 可逆. 

( ii ) 由 (330 知, r 和 s 有相同的圈绕数.由假设 W(s) = 0,故 W{r) = 0.因为 
r 是光滑的，按照 （32) 分解为 


r = r + r _, 

其中 r + 为单位圆盘上处处非零的解析函数的边界值函数， r _ 为单位圆盘上处处 
非零的反解析函数的边界值函数.因此 W ( r + ) = 0 = W ( r .). 

我们 断言： 算子 T r ^ a 可以分解为 

^r -1 s ~ ^ ， rZ 1 sr~ l = 户+厂―^ = P 1 +7* 十 1 = T* r -i T s T r ~\. 

这是因为， rf 左边的食子 i >+ 与恒等算子有相同的作用，而 s ^边 的算子 P + 消 
去了一个本应该被最左边的算子 P + 消去的反解析函数.由上述观察,左边的算子 
T r - i a 可逆； 由于 r + 和的圈绕数为0,所以由我们已证的情形， 3；-: 和 T r -, 
都可逆.因此右边中间的算子乃可逆.这就证明了定理10的第 （ iii ) ‘分. 

上述证明是由 Gohberg 给出的.与此同时， Gohberg 指出，如果 s 为分段连续 
函数并且存在连续函数 r 满足 

|y _ 1 S- l|max < C, C < 1 ， （ 33") 

那么上述结论也是成立的.如果我们在上式两端乘以|7*|，将不等式改写为 
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刚- s _< r (0)， 

那么 （ 33") 的几何意义会更加 清晰. 如果用 汽彡） 表示一个人绕原点散步时的位置, 
s ( S ) 表示他的宠物狗的位置.假设这条狗总是被主人用长度小于 c \ r (6 )\ 的皮带牵 
着，那么无论这条狗沿皮带限制的圈内跳得多快，它和主人绕原点的圈数总是相等 
的.关于此问题的一个完整讨论,参见文献 Gohberg 和 Krupnik, 或者参见 Douglas 
的最后一章. 

Krein 和 Gohberg 已将定理 7 推广到 n x n 矩阵 值函数 5( 的上，这里 5 ⑻通 
过乘法算子作用到向量值函数 u((9) 上.用 H+ 表示妒 上的负 Fourier 系数部分为 
零的函数组成的 L 2 向量-值函数空间的子空间 . P + 为 L 2 到 H + 的上的正交投影. 

固定 正整数 n ， 用 5( 幻 表示# 上的连续 n 阶复矩阵值函数.因为 5(60 是一 
个有界函数，所以矩阵 To 印此算子 

T s = P+S (34) 

为的有界线性映射. 

定理 U 设 5 ( 0 ) 为 < 上连续的复矩阵值函数，并且 m 在义 上的每一点都可 
逆，则 

(i) 按 （ 3 4 ) 定义的算子 Ts ： H ^^ H + 有 伪逆； 

(ii) 因为 S (9) 可逆，所以 = det5(0) 在 5 1 上处处不为零，此时 ，有 

indr s = -W(det5). 

证明类似于定理7的证明，是 T S 的伪逆.要计算它的指标，我们用 
如下结果将 S 形变为简单的情形. 

引理 12 5 1 上的每点都可逆的连续复矩阵值函数类内的两个函数在该类内可以 

相互连续形变，当且仅当它们的行列式有相同的圈绕数. 

设5属于引理12所刻画的函数类，将 S 连续形变为对角矩阵 
(e iNe 0 、 

Sn(0) = ( 。 ^ )， iV = V^(detS )， 

其中对角线上的元素除了第一个之外都是 1. 符号为 S N 的矩阵 Toeplitz 算子 IV 
为数值 Toeplitz 算子的直和，其直和分支的指标可以由公式 （31) 计算得到，从而 
T n 的指标为见由指标的同伦不变性，定理得证. □ 

习题1令 



证明 dim Nt s = 1, codim = 1- 

前面的例子说明，定理10的结论对于矩阵值符号的 Toeplitz 算子是错误的. 
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当5可以分解为 S S +， 其中反解析，5+解析并且它们都在单位圆盘内的每 
点可逆时，则 T s = 即使该分解存在，此也不能通过取对数过程得到. 

对于该分解， Lax 给出了一种建立在解 PDE-5 系统基础上的方法 • 

在定理11的证明过程中，本质上用到了拓扑中的一些概念和结果.反过来，指 
标理论中的一 ft 概念和结果又是处理微分拓扑的有力 工具； 这方面的一个基本结果 
就是 Atiyah-Singer 指标定理. 

用实直线代替 S 1 , Wiener 和 Hopf 给出了 Toeplitz 算子理论的一个重要扩展. 
Strang 将单变量函数扩展到两个变元的情况 . L. Boutet de Monvel, V. Guillemin, C . 
Berger 和 Coburn 等人给出了更一般的 Toeplitz 算子的概念.而 von Neumann 代数 
中的维数函数的概念则是零空间维数和值域维数等概念的最深远的 
扩展. 


27.3 Hankel 算子 

考虑 L 2 (#) 到上的投影可以得到与 Toepliz 算子有关的另一类算 

子. 

定义设 s (0) 为单位圆周 S 1 上的连续函数， Hankel 算子 H s : ^ H . 是由方 

程 

H s ( u ) = ( su ) (35) 

定义的算子.如果我们用 Fourier 展开表示 if 和内的函数，那么 Hankel 算 
子私可表示为 

OO 

{ H s u)k = A : = 0,1，… （35’） 

、 一 J=0 

这里表示 s 的 （- n ) 阶 Fourier 系数， u ), j = 0,1，…表示 w 的 Fourier 系数. 
注意，为了保持对称性，在丑+和内的 Fouier 展开中都保留了第0阶 Fourier 
系数.用来表示 Hankel 算子的半无限矩阵在每个对角线 A : + j =常数上有相同的 
赋值. 称这样的矩阵为 Hankel 矩阵. 

习题2 证明每个 Hankel 算子是 紧的. 

习题3 证明 Hankel 算子风 的范数满足 

|| if 』 < inf |s -^ Imax , (36) 

其中 <7 取遍单位圆盘内的在原点取值为零、内部解析且连续到边界的所有函数.根 
据 Nehari 的定理 ， （36) 中的等号成立. 

关于 Hankel 算子的更深入的理论，参见文献 Hormander 的第19章. 
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第 28 章 Hilbert 空间上的紧对称算子 


线性代数中最漂亮同时也是最有用的一个结果是埃尔米特对称矩阵的谱理论 • 
我们先来回顾埃尔米特对称矩阵的定义.称矩阵 a 是埃尔米特对称的，如果 a 和 
它的伴随相等，即 

A * = A . 

矩阵 A 有一个完备的正交特征向量集，并且 A 的相应特征值都是实的. Hilbert 将 
此结果推广到 Hilbert 空间上的紧埃尔米特对称算子上.本章将刻画这一推广，并 
给出一些具体的应用. 

定义称复 Hilbert 空间 H 上的线性算子 >1 为埃 尔米特对称的 (简称对称)，如果 
对//中的任意向量 ® 和 y ， 有 

( Ax f y ) = ( x , Ay ). (1) 

习题1 证明由 （1) 定义的对称算子 4 是闭的 ，也 是有界的. 

定理1 设4为对称算子，则 

( i ) H 上的埃尔米特二次型 （ Ac ,®) 是 实的； 

( ii ) 二次型 （2) 不恒为零，除非 A = 0. 

证明在 （1) 中，令》= y : 

(- Ax , x ) — (*, Ax ). (2) 

由于复 Hilbert 空间上的数值内积是反对称的，所以 ( Ax y x ) 是实的.若对 H 中的 
每个向量 a ;, 均有 ( Ax , x )-0, 则用 : c ± y 代替*，可得双线性型 ( Ax , y ) = 0.故 
Ax = 0,从而 >1 = 0. □ 

定义称 Hilbert 空间//上的对称算子 A ： 是 正的， 如果对每个向量 z ， 二次型 
( Ax , x ) 是非负的.记正算子 iiC 为0彡 / C . 

定义设 B 为 Hilbert 空间 H 上的两个对称算子，称4小于5或称 B 大于 
A , 用符号记为如果0 < B 

习题2 证明两个正算子的和仍为正的. 

习题 3 证明： 如果 A 那么 A -^ C ^ B^D 

类似地，我们可以定义严格正和严格不等的概念. 

本章将研究紧对称算子的谱理论.回忆一下第21章中紧算子的概念.如果线 
性算子 A ff — 1/将 H 中的单位球映入到一个紧集内，即集合 {Ar : | M | < 1} 
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是准紧的， 则称 A 为 紧的. 为方便读者，我们先回忆准紧的概念.称拓扑空间中的 
子集是准 紧的， 如果它的闭包是紧的.在度景空间中，此概念又有如下两个等价性 
定义. 

定义 I 度量空间中的子集 H 是准紧的，如果尺中的每个序列 {〜} 都含有一个 
收敛子列. 

定义 II 度量空间中的子集 丑 是准 紧的， 如果对任意 e > 0,集合 i ? 能被有限个 
半径为 e 的球覆盖. 

定理2 设>1为紧对称算子，序列 {x n } 弱收敛，那么 {Ax n } 强收敛 • 

证明由 （1) 知，如果 {x n } 弱收敛，那么 {Ax n } 也弱收敛.由一致有界原理， 
{® n } —致 有界： || x n || ^ 常數. 由紧算子的定义， {Ax n } 包含在一个准紧 集内； 根 
据定义 I ， {Ax n } 有一个强收敛于某一向量2的子列.我们断言：整个序列 AoJn 也 
强收敛于 2 . 若不然， 存在 Z 的某一 e 邻域，使得无限多个 Ax n 不属于该 e 邻域. 
再由准紧性， {Ax n } 必存在强收敛于 〆 的子列，使得|| 2 -^|| 此与的 

弱收敛性矛盾.因此， {Ax n } 强收敛于 2 . □ 

下面的谱定理是本章的主要结果. 

定理3 设4为复 Hilbert 空间 H 上的紧对称算子，則丑存在由>1的特征向量 

z 7l : 

Az n - a n z n (3) 

组成的标准正交基 {z n }. 特征值 a n 是实的，0是它们的唯一聚点 • 

证明若4 = 0,则//的任意标准正交基都满足题设条件.故我们假设 A ^ O . 

由定理2, ( Ax , x )^0, 从而该二次型在 / f 中的某一点取值非零，不妨设在该点的 

值大于零.考虑二次型 (Ax,x) 在单位球||坤=1上的值.因为4有界，所以在单 

位球上， (Ax,x) 不超过 || A ||: (Ax,x)^ ||劓|.令 m 表示最 大值: 

sup (Ax y x) = m , (4) 

INI=i 

则 m > 0. 我们 断言： 二次型 (Ax.x) 在单位球上可以达到最大值 m . 取 {x n } 为最 
大化⑷的向量列： || x n || = 1, lim n ( i 4 x n , x n ) = m . 由第10章定理7, Hilbert 空间 
中的申位球是弱序列紧的，所以 { x n } 存在弱收敛的子序列.显然，此子列仍最大化 
了（4)，因此我们不妨设 {x n } 弱收敛，并设其弱极限为向量 z . 我们要证 z 是断言 
中二次型最大化问题的解.由定理2, {4〜}强收敛于42,此蕴含了 {(Ax n ,x n )} 
收敛于 (Az,z). 因此，由 { x „} 的选取，得 

(Az, z) = m. (4') 

要证明 z 最大化（4)，我们只需再证明2为单位向量.因为 z 是单位向量列 
的弱极限，所以根据第10章定理5, ||冲彡 1. 又 m > 0, ( O 表明 z ^ 0. 定义 
y = z /|| z ||， 则 y 是一个单位向量，且 
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，叙 、 (Az,z) m 

— )= 1 ^ =祕. 

如果 ㈣ < 1，就有 ( Ay , y ) >7 X 1, 此将与⑷矛盾.因此, 2为单位向量. 


齐次函数 


Ra ( x ) = 


( Ax , x ) 

IwF 


(5) 


称为 Rayleigh 商.显然， z 是所有非零向量中使得 R A ( x ) 最大的向量.对任意向 
量 tu ， R a (z + txo ) 为 t € IR 的实函数，且该函数在 f = 0 达到最大值.因此，该函数 
在 Z = 0的导数为 0. 此函数在 t = 0求导，成立 


( Aw , z ) + ( Az , w ) t A 

同 ^ {AZ ^ Z) ~ W 

由>1的对称性和（4 # ),得到 


= 0 . 


Re (Az — mz , w ) = 0. 

由 w 的任意性知，_ mz = 0,即2是4的特征向量， m 为相应的特征值. 

一旦证明了 >1的一个特征向量的存在性，我们就可以证明完备特征向量集的 
存在性,这建立在4的特征向量的正交补子空间也是4的不变子空间这一事实的 
基础上.要得到该事实，设2为4的特征向量， y 与 z 正交，则 >4 y 也与; r 正交, 


这是因为 


( Ay y z ) = ( y , Az ) = ( y , Az ) = 0. 

因此，若 y 与 >4 的一族特征向量 { zm } 正交，则也与它们正交. 

设 仁 m } 为4的所有特征向量的 全体; 用 K 表示 { z m } 的正交补，则/是4 
的不变子空间.注意到4在 y 上的限制为紧对称算子，所以由上面的证明， K 必 
为零 空间； 否则， K 含有>1的特征向量，此与 y 与^ 4的所有特征向量正交矛盾 .口 


习题 4 用定理 2 证明： 特征值序列极限为零. 

习题 5 证明：如果 — limaj n = x , lim || x n || = \\ x \\, 那么 { x n } 强收敛于: c . 

对于 A 的第一个特征向量，其存在性的证明是构造性.用同样的方法，可以找 
到接下来的特征向量.将4的正特征值按递减的顺序 排列： 


则 


Az n = Oc n Z } 


ajv 


ai ^ a2 ^ • • • > 0, 
(i4x, x ) 


max 


⑹ 


(6，） 


iwr 

最大化 （6') 的向量就是 4 的第 w 个特征向量.用类似的最小化问题方法，我们可 
以刻画 a 的负特征值. 

通常情况下，我们对特征值而不是对特征向量更感 兴趣； 这样 （6') 就不常用 
了，因为它明显地牵涉了我们并不感兴趣的特征向量.可喜的是， E . Fischer 和 R . 
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Courant 分别给出了两个不同的公式.利用它们， 无需涉及 A 的前面特征值的特征 
向量，就可以刻画>1的第 W 个特征值. • 

定理4 设 A 为紧对称算子，用递减的顺序排列义的所有正特征值 { a k }： 


Ql ^ «2 ^ • > 0 ； 

用 Ra{x) 表示 A 的 Rayleigh 商 （5), 則 Fischer 原理和 Courant 原理成立. 


( i ) Fischer 原理： 

cun = max mm Ra ( x ), (7) 

其中知为// 的任意 N 维子 

( ii ) Courant 原理： 

qn = min max Ra{x). (8) 

SjV- I 05 丄 

证明⑴ 设 S N 为 H 的任一 TV 维子空间，则 5 W 内存在一个非零向量 1/ 满 
足 AT - 1个线性条件 ( y . z k ) = 0, A ： = 1，2,…, AT - 1，其中心表示 A 的第 i 个特 
征向量.对于每个这样的向量 y , 由 （6') 知， R A ( y ) ^ a N . 又因为 y 属于 Sn ， 所以 


min Ra(x) < a^. (9) 

«65 iv 

另一方面,若令为由4的前 AT 个特征向量 Zi ，…， ZAT 所张成的子空间，则 
上的 Rayleigh 商在 x = Zn 达到最小值 Ck ； v . 故⑺成立. 


( ii ) 任给//的； V - 1维子空间 Sn - u 在>1的前#个特征向量生成的； V 维 
子空间内，存在非零向量 y 与 S N ., 正交.又注意到前 W 个特征向量生成的 7 V 维 
子空间内的每个向量 y 都满足 R A { y )> a N . 因此， 


max R ^ x ) > ayv (10) 


另一方面，若令 Sn - i 为 所张成的 TV - 1维子空间，则由 （6') 可知， 
(10) 中等号成立.故 （8) 得证. □ 


对于负特征值的情形，有一对类似的原理. 

在有限维空间中，对 >4的所有特征值，无论正的或负的， （7) 和 （8) 都成立.此 
时，这两个原理是等 价的； 对-糸利用⑺就得到⑻. 

在无限维空间中， （7) 和 （8) 是不同的 .（7) 可用于得到>1的第 7 V 个正特征值 
的下界,而 （8) 可用于得到它的上界. 

定理5 设 A 和 S 为两个紧对称算子， A ^ B 用递减的顺序分别排列它们的正 
特征值叫和 /^，fc = l ，2, …，则对每个 A :, A 的第 k 个正特征值叫小于或等于 S 
的第 k 个正特征值汍： 

Oik 《 Pk. ( 11 ) 

证明 由定义 ， A ^ B 意味着，对每个向量 ai , ( Ax : x ) ^ ( Bx , x ), 从而 
尺 a (») < i ? s ( x ) .由 Fisher 原理⑺或 Courant 原理 （8) 知，结论成立. 口 
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对于负特征值，反方向不等式成立. 

习题6 证明正的紧 对称算 子无负特征值 • 

在第17章，我们建立了 Banach 代数中的元,特别是 Banach 空间 X 上的有 
界线性算子代数 B(X) 中的算子的函数演算.那时，对于定义在包含4的谱的某 
个开集上的解析函数/,我们可以定义 f ( A ). 借助于本章的谱理论，对于定义在紧 
对称算子4的谱上的每个有界复值函数/，同样可以定义 /( A ). 

定理6设义为紧对称算子，则对定 义在乂 的诱上的每个有界复值函数 f {< j \ 都可 
以找到一个有界线性算子，用 /( A ) 表示，与之对应，并且由此建立的对应/ ^ f ( A ) 
满足： 

⑴常值函数 /(< r ) = 1对应于恒等算子/; 

( ii ) 恒等函数 /( cr ) = a 对应算子 A ; 

( iii ) 映射/ — f ( A ) 是谱 a ( A ) 上的有界函数环到丑上的有界线性算子代數 
内的同构. 

( iv ) 上述同构是等 距的： 

||/(4)||= sup 1/⑷ I ; 

cr€tr(A) 

( v ) 若/是实的，则 f ( A ) 是对称的； 

( vi ) 若/在 (7( A ) 上是正的 ，则 f ( A ) 也是正的. 

证明定理的证明比叙述还要简短.设 >„} 为 i / 中的一组标准正交基，其中 
每个&都是4的特征向量，为相应的特征值.将//中的向量 a ： 在这组基下 
展开 _ 

: CfiZn, (12) 

定义/(砌为 

f ( A)x = ^ f ( a n ) CnZ n . (13) 

性质 ( i )^( vi ) 是显然的. 口 

推论1若算子 A 是正的，则4的谱包含在非负实数集内.因此，函数 /( A ) = v/S 
在4的谱集上是实的和正的.因此, n /5 是对称的正算子，称为 >4的正平方根 • 

习题7证明 •• 4的正平方根是唯一的，即不存在其他平方为4的正算子. 

定理7设 { A ] 为 Hilbert 空间 H 上的一族两两可换的对称 算子： A 7 A S = A S A 7 . 
假设在这族算子中至少有一个算子义 7 是紧的，那么//中存在一组标准正交基 
{〜}，使得 每个“ 都是所有算子 A 7 的特征向量，即 

A ^ Z n = 0： n (7) 名 n . (14) 

证明用 A 表示这族算子中的一个紧算子， a n ， n = 1，2…，为 A 的所有（互 
不相同的）特征值.用 S „ 表示的特征子空间，即满足 
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Az = ol u z (14') 

的向量^组成的空间.由定理3,每个 S „ 都是有限维的，并且两两正交张成 

H = S \ ® S2 ㊉ . • • • 

用其他算子作用在 (140 两边： 

A.z == otfi A.^z\ 

所以每个都是其他所有 算子七 的不变子空间.任取算子 Ay ，则 A 在每个 
S n 上的限制为紧对称算子，所以每个&都是 A 的特征空间的正交直和.再考虑 
另一个算子.将 >4和的每个公共特征子空间分解成的特征子空间的 
正交直和. 由于& 为有限维的，经过有限步之后，该过程即停止.此时， A 已表示 
成所有算子的特征子空间的正交直和.然后，我们再考虑 5 n + i ； 重复上面的方 
法，定理得证. 口 


习题8 不用定理 3 证明，对称算子的不同特征值的特征向量是正交的. 


对于正规算子，定理7有如下重要应用. 

定义称 Hilbert 空间 H 上的算子 AT 为正规算子， 如果 iV 和它的伴随 AT 交换： 

N*N= NN*. 

推论2 每个紧正规算子都有一组完备的正交特征向量集. 

证明将 7 V 分解为对称和反对称部分 的和： 

„ N+isr T n-ist 

N = R J, R = --- ， J = --- . 

显然，丑是对称的， J 是反对称的， 1ST = R-J. 因为 N 和 N* 可换，故丑和 *7 可 
换.利用 Schauder 定理即第21章定理7, iV 的紧性蕴含了 iNT 的 紧性； 故丑和 *7 
也是紧的. 

利用定理7, 丑和 J 有-组公共特征向量作成的完备正 交集； 显然，它们也都 
是 iV 的特征向量. 口 


定义称 Hilbert 空间丑上的有界线性算子 t / 为酉算子，如果它等距地将//映 
到自身上，即 || t /*|| = ||®||. 

习题9 证明： 酉算子 C 7 满足 CTI 7= J . 


习题 10 设1/为形如 J + C 的酉算子，其中 C 为紧的，则17的一组特征向 
量 构成了 //的标准正交基，且的所有特征值的绝对值都是 1. 
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第 29 章紧对称算子的例子 

第28章建立的紧对称算子的谱理论在分析中有着广泛的应用.本章我们将给 
出一些例子. 

29.1 卷 积 

用5 1 表示复平面 C 内的单位圆周，丑= L 2 (^) 为5 1 上的平方可积函数构 
成的 Hilbert 空间.设 a 为^(^ 1 )内的任一复值函数，定义算子 A - H H 为 a 
所作的卷积 算子： 

(Au)(x) = J a{y)u(x - y)dy. (1) 

通过变量替换，卷积也可以表示为 S 

(Au){x) = / a(x - y)u(y)dy. 

Js l 

定理 1 

(i) 卷积算子与平移算子 

(T c u)(x) = u(x + c) 

交换 . 

(ii) 任意两个卷积算子交换 . 

习题 1 证明定理 1. 

定理 2 

⑴由 （ 1) 定义的算子 4 有界，且 

ll^ll ^ Wli . (2) 

(ii) A 是紧算子 . 

(Hi) A 是正规算子 . 

(iv) 如果 a 满足 

a (— x) = a(x), (3) 

那么 4 是一个对称算子 . 

证明⑴用 Riemann 和近似⑴右边的积分： 

(Aw)(x) ~ h ^ a(nh)u(x - nh). 

由三角不等式，右边依范数 有界： 
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||/i^a(n/i)it(x - nh)\\ < |a(n/i)|||2i||. 

令 /i — 0,对于光滑函数 a 和％不等式 （2) 成立.当属于 L 2 , a 属于 J ： 1 时，可 
以通过光滑函数逼近 a 和％从而⑴得证. 

( ii ) 若 a 属于 L 2 (^)， 则利用 Schwarz 不等式估计的连续模，得 

(Au)(a;) - (Au)(z)= / [a(x - y) - a(z - y)]u(y)dy 
^ > 

< 广 a(a ： -3/)-a ( 刀 -y ) 卩 di / ||u|| 

: , *1 士 

=/ |a(y) - a(y z - x)\ 2 dy ||u||. 

当 z — a — 0 时，右端的积分趋于零.这说明 L 2 的单位球在>1下的象是一个等度 
连续和一致有界的函数集合.根据 Arzela - Ascoli 定理，这样的函数集在最大值范数 
下是准 紧的； 因此在 L 2 范数下也是准紧的. 

若 a 属于 L 1 , 则可以用一列 L 2 函数 {〜} 依 L 1 范数逼近 a .由（2)，相应的 
算子在算子范数下趋于 A 由于我们已经证明每个算子都是紧的，故>1 
也是紧的 .（ ii ) 得证. 

( iii ) 设 rz 和 t 属于 L 2 , 将⑴两端分别乘以 v(x) y 然后积分，得 

(Au,v) = J J a(x — y)u(y)v(x)d yd x. (4) 

改变 （4) 右端的积分变量，有 

J J a(y- x)v(y)u(x)dydx = (u, A*v), 

这里是由 

a*(x) = a(—x) (5) 

定义的卷积算子.因此， A 的伴随也是卷积算子.由卷积算子间的可换性，4 
是正规算子. 

( iv ) 若 a 满足（3)，那么 〆 = a ， 从而 □ 

根据第28章定理7,对于 Hilbert 空间 if 上的一族两两可换的对称算子，如 
果它们中间至少有一个紧算子，那么由这族算子的公共特征向量可以得到丑的一 
组标准正交基.考虑所有卷积算子4和平移算子 r 构成的算子族，并对此族应用 
上述结果.因此， L 2 (5 J ) 存在一组标准正交基 {e k }, 使得对于每个 e = 办， 有 

a* e = ae, e(x -I- c) = r(c)e(x). (6) 

我们以前已经看到，在 L 2 范数下， e(：r + C ) 是 c 的连续函数，所以⑹中的特征 
值 r(c) 也是 c 的连续函数.显然 r(c) # 0, 否贝！ J , 对于 S 1 上的每个； r, e(a: + c) = 0, 
这与 e (： r ) 为特征函数矛盾. 

在 （6) 中交换 a : 和 c 的 角色： 
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e(x + c ) = r ( c ) e ( x ) = r ( x ) e ( c ). 

用 r ( c ) r ( x ) 去除，得到 

e ( x ) = c ( c ) 

一 t(c). 

故 e = mr ， 其中 m 为 常数. 适当选取 e ， 使 m = 1;此时,(6)可重写为 

e(x + c ) = e ( c ) e ( x ). ⑺ 

注意到是连续函数以及指数函数为函数方程 （7) 的唯一连续非零解•由于 e 
在 S 1 上连续，所以它为周期函数•故 

eik ( x ) = e ifca: , k G Z . ⑻ 

因此，形如 （8) 的指数函数构成了 LHS 1 ) 上的一 个完备 正交系 • 

当然有更简单的方法证明，形如 （8) 的指数函数是完备的正交系；但是上面的 
证明方法有一个很大的优点，就是可以将妒推广到一般紧的交换群上去.正是用 
这种 方法， Hermann Weyl 证明了指数函数集 {e 啦： re € R }， 是所有 殆周期函数空 
间上的完备正交集.详看 F . Riesz 和 Sz.-Nagy 的泛函分析 . 

29.2 一个微分算子的逆 


设 

L = -dl + q , d x = ^ ⑼ 

为二阶微分算子，其作用在 [0,2 ji ] 上的在两端点取值为零的函数空间内，其中 Q 为 
连续实函数且 

q { x ) ^ 1 . (10) 

不难证明（见第7章)，对于给定的连续函数/，边值问题 

Lu — /, u (0) = 0, it (2 ic ) = 0 (11) 

存在唯一解 U . 用4表示解 U 和函数/之间的依赖关系 

Af = u ; (12) 

总之，4为 I 的逆.下面证明，由 （12) 定义的算子4在 X 2 (0,2 jt ) 范数下 有界； 因 
此它可以连续延拓到整个 Hilbert 空间 H = L 2 上. 

定理 3 上述定义的算子 A 是 


⑴有界的； 

( ii ) 紧的； 

( iii ) 对称的； 

( iv ) 在 L 2 内积下为 正的 . 
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证明因为 u 是二阶连续可微函数，所以方程 （11) 两端乘以函数 w 后在区间 
[0, 2 ji ] 上可积.由1的定义，利用分部积分，得 

J (ul + qu 2 )dx = J ufdx . (13) 

我们用 Schwarz 不等式和几何-算术平均值不等式估计右边，用限制条件 （10) 估 
计左边,得不等式 

J uldx + 1 j u 2 dx J / 2 da :. 

因此,算子 4 是有界的.同时， A 将 L 2 范数下的单位球映入到 满足：|| …|| 2 < 1的 
函数 u 组成的集合内.根据 Rellich 原理（见第 2!2 章)，该函数集合是准紧的•故算 
子4是紧的. 

( iii ) A 的对称性可以借助于 t 的对称性得到.对二次可微函数 Ah 用分部 
积分，可得 

( Lit , v ) = ( u ， Lv ). 

令 Lit = /， JDv = 得 

( f , Ag ) = ( Af , g ). 

(iv) 因为 （ 13) 的右端为 (A/,/), 所以乂为正算子 • 

由于算子4定义在有界函数空间上且在 L 2 范数下有界，所以它可以连续延 
拓到整个 L 2 函数空间上，延拓后的算子仍具有定理 3 中所列举的性质. 口 

习题 2 证明：对每个 L 2 函数 / ， A/ 连续并且乂 /(0) = A/(jr) = 0.( 提示： 利用 
估计 M < ^11/110 


在 Hilbert 空间 H = L 2 (0,2 ji ) 上，我们应用第28章中的主要 结果. 因此，算子 
A 有一组完备的正交特征向量集 { e n }： 

Ae n = Q n e n . (14) 

因为4是正的，所以每个也都是正的. 

用习题 2 的结果和 （ 14 )， 每个都是连续的.在由所有这样的函数 e 组成的 
集 合上， I 是4的逆.因此将 Z 作用到 （ 14) 两边，得 

= A n e n , An = Q： n ^ . (14 ) 

A 的特征值 a n 趋于零，因此 （14') 蕴含 L 的特征值 An 趋于无穷. 

29.3 偏微分算子的逆 

29.2 节的分析略加改动同样适用于偏微分算子.最简单例子是 

L = - A , (15) 

其中 △ = J ： 巧为 Laplace 算子，巧= d / dxj . 令 G 为内的域，考虑边值问题 
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在 G 内，1^ = /;在 G 的边界上 , w = 0. (16) 

若/任意阶可微并且 G 有光滑边界，则边值问题存在唯一解；这是偏微分方程理 
论中的一个基本结果（见第7章).若记边值问题的解《为4/,采用与 29.2 节相同 
的技巧，即用分部积分可以 证明： 定理3的结果在此情形下仍然成立.因此我们可 
以将>1连续延拓到整个空间开= L 2 ( G ) ±. 利用第28章中的谱定理，4有一组 
完备的正交特征向量集，并且相应的特征值都是正的. 

采用讨论4为紧算子的方法，可以证明4是光滑算子.更进一步地可以证明， 
当 k 充分大时，高度光滑，即它可以将每个 L 2 ( G ) 函数映为预先给定阶的高阶 
可微函数.将>1连续作用到特征方程 Ae = ae 的两边 A : 次，得乂 e = Ve . 由此, 
特征函数 e 充分可微.因此， LAe = e .将 i 应用到特征方程上，得 

ie n = A n e n , X n = a n 1 , 

即也是微分算子 X 的特征函数. 

上述构架可以应用到更一般的椭圆算子上.例如，令 

L = - djajjdj + g, 

其中(叫)是一个正定矩阵，其陚值％ 为1 的光滑函数， p 为非负光滑函数.边界 
条件即 t / 在边界上为0,可被其他边界条件，如 Neumann 边界条件即 u 的法向导 
数在边界上为0代替.但是要注意，对于边界条件 u = 0, 边界的光滑性是不 必要; 
而对于 Neumann 条件，这是不可以的. 

A 的特征值的 Fischer 和 Courant 变分原理可以转化为 Z 的特征值的变分原 
理.对于第 n 个特征值的大小，有一个十分优美的渐进 估计； 参见第28章引用的 
文献 Hermann Weyl 以及 Courant . 

参考文献 

Weyl, H., Uber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. Gottinger Nachr. (1911): 


110 - 117 . 



第 30 章迹类和迹公式 

迹公式是线性代数中的一个著名 结果. 此公式是说，一个复矩阵的所有特征值 
的和等于该矩阵的迹，即主对角线上所有元素的和 • 1959年， Lidskii 证明了，对于 
Hilbert 空间 上的- 大类紧算子，该公式也是成立的. Lidskii 迹公式的结果相当深 
刻，证明过程极富技巧性，现已成为许多分析分支中强有力的工具 • 

30.1 极分解与奇异值 

设 H 为可分的复 Hilbert 空间， T 为 H 上的紧算子.用表示 T 的 伴随; 
显然，乘积 TT 是一个非负对称 算子. 由第28章中的函数演算， r _ r 有唯一的 
正平方根4 设 u 为 H 中的任意向量 ，则 

||ru|| 2 = (Tit, Tu ) = (u, r*Tu) = (ii, A 2 u) = Au ) = \\ Au \\ 2 . (1) 

在⑴中，用 IX - V 代替向量 t !， 我们可以 得到： 若= Av 则 ru = IV 因 
此，在 4 的值域上，可以定义算子 

U : Au Tu . (2) 

由 （1), I ；在>1的值域上是一个等距. 

用表示4的值域.在尺的正交补上，补充定义算子 U 为0: 

Un = 0, n 丄 R . 

设 n 和 v 为 if 中的向量，且 ri 丄丑，则 （ n ， ITv ) = ( Un , v ) = 0;因此 P 将丑映 
入到的正交补内，从而 CT 的值域包含在的闭包 及内. 我们断言： 

V * Uw = w , w R . (3) 

为此，令 z 和为 H 内的向量，因为 t / 在 H 上是等距算子，所以它保持及中的 
内积： 

( z , w ) = ( Uz 、 Uw ) — ( z , IT Uw ). 

故 （a tr c /祕 - tu ) = o •再由 z 的任意性，得 

{ lTUw - w )± R . 

另一 方面， IT 将丑映入到 及内 ，所以 U * Uw _ w 属于 R . 因此 ， tr CAu -祕属 
于及且与1正交.故 cr (/松= 秘， 即⑶得证. 

我们总结一下包含在 （2) 和 （3) 内的信息. 

定理1 每个紧算子 r 都可以分解为 

T = UA , (2，) 
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其中 a 为正对称算子， u 在 a 的值域上满足： iru=i. 

算子 a 称为 r 的绝对值， （ 20 称为 r 的极分解. 

定理1不仅对紧算子而且对所有有界线性算子都是正 确的. 在上述证明过程 
中，唯一用到紧性的地方就是 r •: r 的正平方根的存 在性. 在第 3 i 章将证明，每个 
正对称算子都有平方根. 

当 t 为紧算子时， r 的绝对值4也是紧算子.由于是正的紧对称算子，所 
以它的非零谱点都是正特征值.我们用{~}表示4的所有非零特征值并按照递减 
的顺序排列 它们： 

正数~称为 r 的奇异值， 记为 Sj ( T ). 

习题1 证明： 对于每个 j ， 七 ( T ) 在算子范数拓扑下是 r 的连续的函数. 

30.2 迹类，迹范数，迹 


定义 Hilbert 空间//到自身内的紧算子 r 称为迹类算子，如果 


> : p 

1 

⑷ 

级数和 （4) 称为 r 的迹 范数： 



(4') 

习题 2 证明 



下述定理列举了迹范数的基本性质. 

定理2令 r 为迹类算子， B 为任意有界线性算子，则 

(0 H71ltr = l|riltr ； 

( ii ) || BT || tr <|| B |||| r || tr ; 

( iii ) im _| r || tr; 

( iv ) 对任意两个迹类算子 r 和次则 r + s 为迹类算子且 

||r+5|| tr <imi tr + ||% r . 

总之，迹类算子集合在伴随运算下封闭，是所有有界算子组成的代数的双边理 
想.迹范数满足三角不等式. 

证明⑴我们将证明 Sj ( T ) = Sj ( T *). 由定义，： T* 的奇异值为 T ^ T * = 
tt * 的平方根的正特征值.我们 断言： rr_ 和 r_r 有相同的正特征值.要证明 
此断言，令 a 为的正特征值，;2为相应的特征 向量： 

T*Tz = Xz, A^O. 
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两边用 T 作用，得 

TT " Tz = XTz\ 

这就证明了 A 为 IT * 的特征值，^为相应的特征向量;注意到 A / 0蕴含了 7^ 
不等于 0. 因此，上述断言 成立. 又因为4 = W 1 / 2 , 所以 A 的特征值为 T^T 
的特征值的平方根.因此,此证明了 （ i ). 

习题3试举一例说明：存在有界线性算子： r , 使得0是 r _ r 的特征值，但0不 
是 TT * 的特征值. 

⑻和 （ iii ): 我们将证明 Sj (BT) < || B ||~( T ). 要推导此不等式，需要证明 ， Br 
的绝对值的平方小于||5卩倍的 r 的绝对值的 平方； 这是因为，由于相应的二次型 
满足不等式 

(r ， 丑， BTix， W ) = \\BTu\\ 2 ^ \\B\\ 2 \\Tu\\ 2 = \\B\\ 2 {T^ Tu,u), 

所以 

(BT)*(BT) ^ ||J5|| 2 r*r. 

由第 28 章定理5,第 j 个特征值函数 ~ 是一个单调函数，故 

芍⑺. （5) 

先取平方根，然后对 j 求和，得不等式 （ ii ). 

由于每个有界线性算子和它的伴随有相同的奇异值，所以 （5) 蕴含了 

Sj(TB) = ||^||%(T*) = \\B\\ Sj (n ⑻ 

对 j 求和，可得 （ iii ). 

要证明 （ iv )， 我们首先给出迹类算子及迹范数的另一个刻画： 

\\T\\ iv = snp^2\(Tf n> e n )l ⑹ 

这里的上确界取遍所有的标准正交基对 ^/ n } 和 { e n }. 要证明此刻画，我们只需证 
明 （6) 的右边不会超过左边 || Tllt r , 并且适当选一对标准正交基 {/ n } 和 {〜} 后、 
右边相应的和正好等于左边 || T || t r . 

设为 A 的依递减顺序排列的正特征值列（含重数)，令~为归一化的特 
征向量： 


■^ z j — s j z j ， = 

且 {zj 构成了 4 的值域闭包 H 的标准正 交基； 此时，任取 >4 的特征值 0 的特征 
空间中的一组标准正交基，则连同 { zj }, 它们构 成了付 的一组标准正交基.因此， 
对 H 中的任意向量/,有展开式 

> 4 / = s j{f 1 z j) z j- 

两边用 c / 作用，并利用极分解 r = 1/4,得 
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其中％ = 根据定理1, 构成了 r 的值域的一组正交基 .用好 中的任 

意向量 e 与⑺作内积： 

(Tf,e) = ^2 s j ( f , z j )( w jl e ). (7') 

对于//的任意一对标准正交基 {/„} 和{〜}，在 （7') 中，令/ = /„， e = e n , 然后 
对 n 求和，得 

e n) = n-> z j)( w ji e n)' ⑻ 

n n j 

我们断言，右边的双级数绝对收敛且不大于 || I 1 ltr - 要证明此断言，我们交换双级 
数的求和顺序：先对 n 求和，并应用 Schwarz 不等式，则 （8) 的右边有 估计： 

j V n n / 

由 Parseval 等式， 

El ( 八，巧 )| 2 = ll^ll 2 = 1> E I ㈣， 〜)| 2 = ll^ill 2 = I- 

n n 

故 （ 8) 的右边有上界 Z jSj = ||T|| tr . 

要完成 （ iv) 的证明，分别用 4 的值域正交补和 r 的值域正交补的任意标准正 
交基延拓 { 々 } 和使之成为 if 中的两组标准正交基.在 （70 中 ，令 / = z n ， 
e = w n . 注意到， U 在4的值域上等距算子，所以 

= ( UA . z ni Uz n ) — s n . 

对 n 求和，我们得到 （ 6) 中的等式. 

因为 （6) 的右边是 T 的线性泛函的绝对值的和的上确界，所以它是 r 的次可 
加函数.因此若 s 和 r 为迹类算子，则 s + r 也是迹类算子且迹范数满足三角不 
等式. 口 


习题4 证明在迹范数下，所有迹类算子构成了一个完备的线性空间. 


Hilbert 空间上的每个有界线性算子 r 在任意一组标准正交基{/ n } 下都可以 
表示成无限矩阵的形式，此矩阵的 （ m ， n ) 元素为 （ I 7„，/ m ). 因此， 此矩阵的迹为 

E( T /n ， /n), ⑼ 

当然条件是此级数收敛. 

定理3 对于每个迹类算子 T , 级数 （9) 绝对收敛且级数和与标准正交基 {/„} 的 
选取无关.级数 （9) 的和称为 T 的迹，记为 trT. 

证明在⑻中，令〜= 九 ，得 
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r/ n ，/„) = 51(/n ， ⑽ 

n n j 

我们已经证明了右边的双级数收敛且收敛和不大于 ll ^ lltr - 

要证明迹与标准正交基的选取无关，我们在上述双级数中，改变求和顺序，先 


对 n, 然后再对 j 求和.用 Parseva] 关系 


5Z(/n ， :J)(^ ， /n) = (Wj); 

重新整理 （10) 为 

trT = []々(％，〜•)； 


显然，右边与标准正交基 {/ n } 的选取无关. 


( 11 ) 

□ 


下面给出迹的几个基本性质. 

定理4设 T 为迹类算子，则 

(i) |trT|<||r|| tr ; 

(ii) trr 为 r 的线性 泛函； 

(iii) tvT* =trT; 

( iv ) 对任意有界线性算子 B ， t rJ sr = t r rB . 

证明不等式 ⑴的证明包含在 （ 8) 的收敛性证明过程中.由迹的定义（ 9 )，不 
难证明⑻和 （ iii). 要证明 （ iv )， 我们以⑺开始.用 B 作用在⑺ 两边: 

BTf =， z j )^ w j - 

因此， 

令/ = / n ， 然后对 n 求和.改变双级数的求和顺序并用 Parseval 关系（如同导出 
(11) 的过程一样)，得 

tvBT = 〉： ( T)(Bvjj, Zj). (12) 

另一方面，用代替⑺中的/,成立 

TBf = = ^^(20(/,^^)^. 

3 

仿照证明 （ 12) 的过程，得 

trTB = ^ = 

这正是 trBT 的公式 (12). 因此 ， （ iv) 得证. 口 


30.3 迹公式 


迹理论中最深刻、最重要的性质就是迹公式，它是由 Lidskii 在1959年给出的. 
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定理 5 迹类算子的迹等于该算子的所有特征值的和： 

trr =^ A i (! T ). (13) 

等式 (13) 称为迹公式. 

证明若 r 为正规迹类算子，由第28章推论2,我们可以选取 r 的一组正交 
特征向量{/ n } 作为付的标准正交基.由（9)， 

trT = [( r / n ，/„) = 入 n ， 

即 （13) 成立. 

若 r 不是正规的，那么满足上述条件的标准正交基{/ n } 不 存在; 但此时 r 有 
广义特征向量集 { w n }： 

Tw n = \ n w n ^ 或 Tw n = A n ti^ n + 1 • 

对用 Gram - Schmidt 正交化过程得标准正交基{/ n }. 由于是 iy 2 , …, 
的线性组合，从而 

Tf n = Xnfn + A, / 2 ,… ， fn-1 的线性组合. 

由于{/ n } 是标准正交的，故 

(Tf n ， f n ) = A n . 

假若 { fn } 构成了整个 Hilbert 空间 // 的一组标准正交基，那么上式对 n 求和同样 
可以建立迹公式.当 r 的所有特征向量和广义特征向量生成整个空间丑时，这种 
情形 发生; 否则，我们用 r 的所有特征向量和广义特征向量组成集合的正交补子空 
间上的标准正交基 { h m } 延拓{/„}，从而得到整个 Hilbert 空间 H 上的标准正交 
基.此时， T 的迹等于 

trT = > : (Tf n i f n ) + > : (T/i m , h m ) = ^ : A n + 〉 : (T7i m , h m ). (14) 

我们现在的任务就是要证明右边的第二个和式为 0. 为此，我们需要几个引理. 

引理6设 r 为 Hilbert 空间 if 上的紧算子， K 为 r 的特征向量和广义特征向量 
的正交补子空间，则 

⑴尺是 r * 的不变子 空间； 

( ii ) r * 在 A ： 上的谱由单点 A = 0 组成. 

证明设 w 为 K 中的向量， e 为 r 的特征向量或广义特征 向量： 

Te = Ae + /, 

其中/为广义特征向量.由 K 的定义, ti 和 e , /正交，所以 r 、 与 e 正交,这是 
因为 


( e , T * u ) = ( Te , ti ) = (Ae + /, it ) = 0. 

因此， T * u 属于 / C . 故 （ i ) 得证. 

( ii ) 由 Schauder 定理，紧算子 r 的伴随 T * 也是紧算子.若 A 为 T •在 K 
上的非零特征值，则 A 为 T * 在 H 上的特征值且重数有限.依第21章定理6,存 
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在某个正整数；使得 V - Ap 和 （ r * - A ) i+1 有相同的零空间并且此零空间真包 
含了 （ r * - A /- 1 的零空间.设 w 为尺中的向董，且虹属于 （ r * _;\疒的零空间 
但不属 f ( T ^- xy - 1 的零空间，则方程 

(T*-A)v = u 

无解； 因为，这样的解 V 属于（广 - a 广 1 的零空间，但 V 不属于 ( r *- Ar 的零空 
间，此与 i 的选取 矛盾. 因此， U 不属于 r * - A 的值域•由第21章中的定理8即 
Fredholm 变换，存在 r 的特征向量 tu , ( T-\)w = 0,使得 iy 和 w 不正交.但是 
这是不可能的，因为 u 属于 / C , u 应与 T 的所有特征向量正交,从而 w 和 w ; 正交 • 
因此 r •在 A ： 上不存在非零特征值. 口 

若 r 是迹类算子，则 r * 也是.由迹类算子的刻画（6)， r * 在其不变子空间 
K 上的限制也是迹类算子. 

我们现在返回到公式 (14). 该公式右边的第二个和式可以改写为 
E(h m ， T^hm) = Z(rD m ). 

由于 fh m ： [为 k 中的标准正交基，所以该级数和正是 r * 在 K 上的迹的复共轭. 
由下述的 Lidskii 引理,此和为零，进而迹公式成立. 

Lidskii 引理设 r 为迹类算子，若除0外， r 没有其他特征值，则 trr = o . 

本节其余的内容将致力于上述命题的证明.我们先用奇异值给出紧算子的特 
征值的一个估计. 

引理7 设 r 为紧算子，令 ; \ m n = 1,2, •.为 r 的所有非零特征值（包括重数) 
且按照绝对值的降序排列 ，设 Sj ( T ), j = 1，2, •.为 ： r 的所有奇异值，同样按降序 
排列，则对任意自然數； V , 

N N 

II ㈨ l<rh •⑺. （ 15 ) 

1 1 

证明用表示 r 的前 iV 个特征向量生成的闭子空间， Pw 表示 i / 到 £：；v 
上的正交投影.用 IV 表示 r 在不变子空间上的限制.若用表示 r N 的 
绝对值，则 


Tn = U ^ An ， (16) 

由于非零，所以 IV 为可逆算子.因此， W 是可逆算子，进而为 g 算子 .（16) 
两边取行列式，得 


| det 7 V | = detAjv. 

由于矩阵的行列式为其特征值的乘积，因此上述等式变为 


N N 

n 1^>1 = n 入 
1 1 


(17) 
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由于 TP N 在 E N 上的作用为矩阵 IV ， 面在 E N 的正交补马^上的作用为 
0,所以 TP n 的绝对 值在心 上为 A N ，在 E & 上为0.故 Xj ( A N ) = SjiTP ^ 
)=1，2,…，见由不等式⑺， 

sj ( tp n )^ || iv || 5 j ( T ) = Sj ( T ). ( ir ) 

又 X ^ An ) = Sj ( TP N ), 所以将 （ ir ) 代入 （ I 7 ) 的右边，可得 (15). □ 

借助于下列命题，我们可以给出 | Aj | 和~之间的关系. 

引理 8 设 ai 彡叱彡…和 h 彡 6 2 彡 … 为两个单调递减的实数列，并且满 足：对 
任意的自然數 iV ， 

N N 

^ aj < ^ bj . (18) 

1 1 

若 F 为 IR 上的凸函数且 limh-oof '⑷= 0, 则对任意自然数 iV , 有 

N N 

E F (* E F ( 6 i ). ( 18 ，) 

1 1 

证明满足引理条件的所有函数 F 形成一个凸锥.由 14.2 节，此凸锥的每个 
端射线为形如 

F M = 

的折线，其中2为任意实数.对 T 每个端射线 F ，(180 可以约化为 

p Q 

- z )^ - 名)， （19) 

1 1 

这里 

当 J ♦彡 F 时，％彡2;当』• > Z 5 时， a ) < z ; 

当 J •彡 Q 时，~彡2;当 J > Q 时，6, < t 
要证明 (19), 我们观察到 （19) 的右边又可以刻画为 

M 

max 5^(^ -2). 

1 

当 M = P 时， （ 18) 蕴含了 大于 （ 19) 的左边.故 （ 19) 成立. 

由 14.2 节，满足引理8条件的每个函数 F 为端射线上的点的凸组合.因为不 
等式 （180 的两边为 F 的线性函数以及 (180 对每个端射线成立，所以对所有的函 
数厂， (18 7 ) 也都成立. 口 

不等式 （15) 两边取对数，令 

a j ~ In IAj ( 2 1 )I, — In Sj( T), 

则 （ 18) 成立.若令 F ( x ) = e 1 , BO (18 7 ) 蕴含 


r 0, 当 x < 2, 

I X — 当 
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⑺1<5>(吖 （ 20 ) 

1 1 

若取 F ( x ) = ln(l + re % r > 0,则 (180 蕴含 

JJ(1 -l-r|Aj|) ^ J^[(l + r5j). (21) 

l i 

要估计 r 的迹，我们用有限维投影逼近 r . 令 {/ i n } 为 Hilbert 空间丑的二 
组标准正交基，用 iv 表示好到 h ，知，…，“生成子空间上的投影，用 r N 表示 
T 在 fv 的值域上的 投影： 

Tn = Pat TPn - (22) 

引理 9 设 r 是一个无非零特征值的迹类舁子， r N 由 （22) 定义，则 

( i ) Tn 一致逼近 T ， 即 

^11^-711 = 0; 

(ii) limtrTV = trT; 

( iii ) 若用表示 r N 的 讲半径 ，則 lim N _ oo ^ Ar =0. 

证明对任意紧算子 r , ( i ) 都成立的 I ( ii ) 是迹的定义. 

( iii ) 由题设，对于每个 A ^ 0, T - A 可逆. 对任意\令 m ⑷= m 表示 

I A|^d 

由 （ i )， 我们可以选取 M ( S ) 充分大，使得当 iV > M 0) 时， 

对于这样的 AT 和 | A | 彡& ( r N - T )( T - A )- 1 的范数小于 1. 因此当 W 彡5时， 

t n - x ^ t n - t + t-a = [(t n - rxr-Aj-^iKr-A) 

可逆，进而 ct n <6. 口 

用 A ^ } , j = 1，2,…, 7 V ， 表示 IV 的特征值， Z ^ r 表示多项式 

N 

^(A)=n( i - AA r } )- ( 23 ) 

1 

引理10在复数城内的每个有界集内，极限 

lim Dn ( X ) = e _Aa , a = trT 

N—*oo 

一致成立. 

证明对 （23) 取对数和 导数： 

n , \ (N) 

^ = D5v = dDN/dA * 

由于每个 |Af 、彡 ( TW , 将右边的每项在 | A | < \/ ct n 内展成几何级数的 形式： 
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g = Afc_1 = -e e )’ 1 ， 


粗略估计每个 4 N ) . 由于所以 P ^ KaPEIA ^. 对算子 T N 应 
用 （20) 并由定理2,得 

l ^ l ^^ llT ^ llt ^^ liriltr , A :>1. (25) 

而当 fc = l 时，有 

S [ N) = trT N . (25 7 ) 

此时，将 （24) 改写为 


g + trr=trT-5 1 (N) 


两边取绝对值，并利用 （25) 及 （250 .在 | A | < 1/^内将幂级数求和，得 
5^ +trT ^|trT-trT N | +l [ A j^||Tl| tr . 

令 iV — 00 ,则引理9的⑼和 （ Ui ) 蕴含了极限 

lim 杂 + trr=0 

N—oo L ) js ] 

在关于 A 的紧集内一致成立.将上式对 A 积分并注意到 ^(0) = 1,我们得到引理 


用 Djv 的定义 （23) 如下估计 | D n ( A )|： 

心(入)1<合(1 + 1入11入7)1). 

1 

对算子 IV 应用不等式 (21), 其中的参数 r 取 | A |. 此时，上式的右边小于 

N 

n ( i + 附 〜))• 

X 

根据 (170, Sj ( T N ) ( Sj ( T ). 因此，得到不等式 

N 

iav ( 入 )i<n( i+ i A M^>). 

1 

令 iV — 00 ,再由引理10,得 

\e- Xa \^f[(l-^\X\ Sj (T)). 

1 

对右边第 M 个乘积因子后面的所有因子应用不等式1 +7* < 得到 



30.4 行列式 281 


| e _Aa | ^ nc 1 + | A | sj)exp MA | ^ Sj \ = PM (| A |) e ' A ' eM , (26) 

1 \ M+l ) 

这里 Pm 为 M 阶的多项式， = 12 m+i s j - 

取 A 使得 - Aa 为正值，并令 | A | 趋于无穷.在此过程中，由于多项式的增长要 
比指数函数的增长慢得多，所以 （26) 蕴含了 H < 又因为当 M 趋于无穷时， 

e M 趋于0,所以 a = 0. 由引理10, trr = a .故 trT = 0. 我们完成了 Lidskii 引理. 

□ 

本节中迹公式的证明归功于 Gohberg 和 Krein . 引理 7 和引理8是由 Hermann 
Weyl 导出的. Lidskii 的原始证明依赖于指数型整函数的 Hadamard 分解理论. 

利用自伴迹类算子生成的复线性空间， Lidskii 定义了一般的迹类 算子； 而在 
Dunford - Schwartz 的迹类算子的定义中，这类算子被定义为两个 Hilbert-Schmidt 
算子的乘积，见 30.8 节.迹公式虽然也出现在 Dunford - Schwartz 文献中，但它的证 
明并没有参考 Lidskii 的证明.在质疑声中 ， Jack Schwartz 仍认为他独立地发现和 
证明了迹公式. 


30.4 行列式 

本节将简述/+ r 的行列式的定义和基本性质，其中 r 为迹类算子.此理论 
的一套完整讨论由 Gohberg，Goldberg 和 Kasshoek 得出. 

对于有限值域的退化算子 G ， 行列式的定义来源于线性代数.设 G 为作用在 
Hilbert 空间 H 上的有有限值域的算子 ， ♦ K 为 H 的有限维子空间且包含了 G 
值域 .在欠 的任意-组标准正交基下， J + G 在欠上有矩阵表示.该矩阵的行列 
式与正交基和子空间 K 的选取都无关.因此，此矩阵的行列式可以被定义为算子 
/+ G 的行列式.行列式有如下 性质： 

det (/+ G )(/+ F ) = det (/+ C ?) det (/+ jP ), (27 a ) 

N 

det (/+ G ) = J](l + \)， (27 b ) 

1 

这里 \为 G 在 K 上的特征值（包含重数).对于不同的子空间 K ， 会有不同数目 
的零特征值，但这显然不会影响 (27 b ) 右边的值. 

每个迹类算子都可以用退化算子在迹范数下逼近.例如，取极分解： T = IL 4. 
用 Aw = AP n 逼近牵这里 iV 为 H 到4的前 7 V 个特征向量生成子空间上的 
投影.由迹范数的定义，当 TV 趋于 oo 时， i | r - UA N \\ tT 趋于 0. 对于这样的逼近， 
我们有如下结果. 

引理设 r 为迹类算子， { IV } 为一列退化算子且在迹范數下收敛于 r ， 则 { det (/+ 
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T n )} 收敛且此极限与退化算子列 {^ iv } 的选择 无关. 此极限被定义为1+ T 的行 
列式，仍用 det (/+ T ) 表示. 

上述定义的行列式仍具有 （27) 所列的两个性质，这也是行列式理论中的基本 
结果.有关证明可参考 GGK . 

在第24章，我们研究了 Fredholm 理论； 此理论建立在 J + iC 的行列式概念的 
基础上，其中 K 为有连续核的一维积分算子.在 30.6 节，我们将证明，并非所有这 
样的算子都是迹类算子.因此，行列式的定义可被推广. 


30.5 迹类算子的例子和反例 

本节将研究 Hilbert 空间 H = L 2 [0,1] 上的一维积分算子 

(Ku)(s)= f K(s,t)u(t)dt. (28) 

Jo 

我们主要处理有连续核的积分算子.回想一下，在第24章我们已经证明了这样的 
积分算子为 C [0,1] 到自身内的紧算子. 

习题5证明核连续的积分算子欠为 L 2 [0,1] 到自身内的紧算子. 

积分算子 K 的伴随 iT 也是积分算子，它的核为 / T ( s ， t )， 即 H(s,t) 的共轭 
转置： 

= K(t,s). 

显然， A ： 为对称算子，当且仅当 K 的核斜对称即 /T = 

由对称算子的谱理论，开中存在对称算子 K 的特征函数组成的完备标准正交 
集，并且相应的特征值~都是实的且以0为聚点： 

Kej = kjej . (29) 

由于 ii ： 将每个 L 2 函数映为连续函数，所以每个非零特征值~的特征函数~都 
是连续函数.因此，当核为实函数时，积分算子 K 的特征函数可以选择为实函数. 

下述结果是一个著名的定理，最早是由 Mercer 于1909年在对策论中证明的. 
定理 ll(Mercer) 设 K{s,t) 为二元实值对称连续函数 ，若 （28) 定义的积 分算子 
夂 为 通常意 义下正 算子： 

(Ku,u) 彡0， u e 

则核 K(s } t) 可展成一致收敛级数的 形式： 

K(s,t) = E (30) 

其 中心为 A ： 的特征值，勺为相应的归一化特征函数. 

证明我们先注意一个基本 事实： 正积分算子的核在对角上是非 负的； 若不然, 
则存在某个 r 使得 K(r y r) < 0.由 K(s,t) 的连续性，当〜 f 充分接近 r 时， K(s,t) 
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为负值.因此，对支撑充分接近 （ r ， f ) 的非负 函数％ 内积 
{Ku, u) = J J K{s, ^) w (<) w (5 )d sd t 

必定为负值；此与 X 为正算子矛盾 • 

令为 （30) 右边级数的部 分和： 

N 

Kt<i(Syt) = kjej(s)ej(t). 

用 ICy 表示以 K N (s,t) 为核的积分 算子. 易见， K - 为正算子，因为它的特征 
函 数为％ 特征值为心 (j > AT ) 或 0. 因此，欠 - 的核 K 在对角上是非 

负的： 

N 

0 < K(s, 5) ~ (31) 

1 

因此，级数 

( 30 ； ) 

的部分和一致有界.又注意到,对于每个 s ，（30') 为正项级数，从而收敛•由 Dini 定 
理，函数项级数 (30’) 关于 s e [0,幻一致收敛.用(31)，借助于 Schwarz 不等式，可 
以证明 （30) 右边级数关于—致收敛. 

设 （30) 右边的级数-•致收敛于 Koo 我们 断言 ： Koc = 要证明此断言，我 
们令 I 表示以欠欠为核的积分算子.由 A ： oc 的定义，勺为&的特征函数，相 
应的特征值为因此，兄和&在每个 ej 上，进而在所有勺的线性组合上，有 
相同的作用.又算子 K 和将正交于所有勺的函数映为0,因此对所有函数《， 
K ( u ) = Koo ( u ). 故 iiT 和欠⑴有相同的核，即 □ 

习题6 证明： 以不恒为零的连续函数为核的积分算子为非零算子. 

在（ 3 0)中，令 s = t ， 再沿 s 积分，得 

J K(s 1 s)ds = J2 k j- ( 32 ) 

因为正对称算子的特征值为它的奇异值，故我们有如下推论. 

推论 11 A 满足 Mercer 定理假设的积分算子是迹类算子. 

推论 11 B 满足 Mercer 定理假设的积分算子的迹等于核沿对角的积分 • 

公式 （32) 在更一般的条件下也成立. 

定理12 设 K 是一个有连续核 K 的积分算子，若 K 为迹类算予，则的迹等 
于核 / C 沿对角的积分. 

证明我们首先考虑 K 为光滑函数的情形.此时， K 可以展成--致收敛级数 
的形式，如展成 Lagrange 多项式的级数形式： 
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其中系数 km 可由通常的正交展开式中的公式： 

kj，m = j j K(M 跡 ) / m (<)dsdt 


给出.对于标准正交基 {/ n }, 我们用迹的定义 （9): 

{ Kf n , f n ) = J (/ K ( S , t )/ n ( t ) dt ) / n ( S)ds = fcn ’ n . 


对 n 求和 


tr K = 〉: k n ， n - 

另一方面，在 K ( s t t ) 的级数展开式中，令 S == t , 有 

K ( s , s) = y : fcj ， m/j(S)/m ⑷. 

对变量 S 进行积分，并用/,的标准正交性得 

J ^ ( s i s)ds = 〉： ^m,m\ 

这同迹 trK 的表达式是一致的.因此，在凡为光滑函数的情形下，定理结论正确. 

要处理凡仅为连续的情形，我们需要用有光滑核的积分算子进行逼近.为此， 
我们需要如下结果. 


定理 13 有光滑核 K 的积分算子尺是迹类算子 . 

证明若欠有光滑核，则 1 T 和也都有光滑核.我们先估计 Z = iT 凡的 

第 n 个特征值 A„. 应用第 28 章中的 Courant 原理： 

、 {Lu,u) 

A n = mm max —- —. 

Srt-l U±S n -i (li, U) 

因此，对任意 n - 1 维子空间 5 n - i , 

(Lu, u) ( 

X n < max ―, - (33) 

U±S n -2 [U,U) 

令 5 n _! 为次数小于 n - 1 的所有多项式组成的子空间，对任意向量 U 丄&4，有 
(Lu,u) = J J L(s,t)u(s 、 u(t)dsdt = J J [L(s, t) - P n (s,i)]ix(s)u(t)dsdt, (34) 
这里/ > n 为形如 


Pn ( s y t ) = aj ( s ) t j + bj ( t ) s j 


的任一函数.由逼近论中的结果，每个光滑函数 L ( s , t ) 可由形如&的函数在 L 2 
范数下 逼近： 


\L — P n | 2 dsdt ^ Mn -6 , 
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这里 M 为常数，指数6与 i ： 所拥有的连续导数的阶数成 比例. 因此，对于每个与 
5 n _i 正交的且 L 2 范数为 1 的向量利用 Schwarz 不等式，有 


J J(L- P n ) u { s ) u ( t)dsdt 


< f f(L- P n ) 2 dsdt f f u 2 ( s ) u 2 ( t)dadt < Mn~ b y 



其中 A/ 为常数.因此，由 03) 和 (34), A n ^ M 纟 n-V 2 . 又 [ = ICK , 所以 


、= 4(”，进而有估计 

s n (ii0 彡 M*n- 6 〆 4 . 

显然，当 b > 4 时，级数 E s n { K ) 收敛.因此， K 为迹类算子. 口 


我们再返回到定理12的证明上来.要用光滑核逼近 K(sJ), 我们需要借助光 
滑化算子.令 p ⑷为有紧支集 的非负 C°°- 函数且 /pds= 1. 定义 p n (s) = np(ns) 
和光滑化算子 

(M n u)(s) = Jp n (s - r)u(r)d r. 

令 4 ，则 l 是一个以卷积 K n ( s , t ) 为核的积分算子，其中 K n (s,t) 

定义为 

K n (s,t) = J J p n (s - r)K{r,x)p n (x - t)dr dx. 

此时， K n (s，t) 为 C°° 函数，当 n — oo 时， K n (s t t) —致趋于 K(s,t). 由定理2,迹 
类算子构成了有界算子环的双边理想.又由于 K 为迹类算子，所以 I = M n KM n 
为迹类算子.在定理12证明中的前半部分，我们己经证明了 

triif n = J K n (s^ s)ds. 

当 ri 趋于 oo 时，右边趋于 fK(s,s)ds. 因此，要完成定理12的证明，我们仅仅再 
需要证明左边趋于 tr/C 即可.我们将该证明作为习题7留给读者. 


习题 7 证明 limtr/i ： n =trA：. (提 示： 先证明欠为退化的情形，再用退化算子列 
依迹范数逼近 [) □ 


在第22章，我们遇到了用定积分定义的算子 
(Vti)(s)= f w ⑷ dL 

Jo 

在那儿,我们证明了 V 为 C [0 y 1] 到自身内的紧算子.同样，它也是 L 2 [0,1) 到自身 
内的紧算子. 

习题8证明： V 将 L 2 [0，1] 内的单位球映为 c [ o ， i ] 内的紧子集 • 

注意 V 是一个积分算子，积分核 K { Sl t ) 
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K ( s , t ) = 



当 f < 5, 
当 t > S 


不连续. 

在第22章，我们证明了 V ，作为 C [0,1] 到自身内的算子，没有特征函数.由于 
V 将 L 2 [0, 1] 内的每个函数映为 C [0,1] 内的函数，故 V ，作为 L 2 [0,1] 到自身内的 
算子，也无特征 函数. 通过计算 V 在三 角基： /„ = cos(2:mf), g n = sin(2jmf), 下的 
迹，证明 V 不是迹类算子.由计算，当 n # 0时， 




(! - fn) 

2 jin 


而 （ V/o)(s) = S . 再计算 


(V/ 0 ,/o) = i, (V/ n ，/ n ) = 0 ， (V 9n , 9n )=0, n^O. 

因此 V 在该三角基下的迹为 1/2; 又由于 V 在 L 2 [0，1) 上，不存在特征函数，从而 
V 不是迹类算子，否则与 Lidskii 引理矛盾. 


习題9计算 F 的奇异值并证明 E ~( V ) 发散•（提示： w 的逆是微分算子). 


我们提醒读者注意，第 22 章定理 5 证 明了： 核为 Holder 连续且 Holder 指标 
大于1/2的积分算子满足迹公式的积分形式. 

我们将通过问与答的形式来结束 本节： 给定积分算子我们如何判断它是否 
有非零特征值？如果知道该算子为迹类算子，那么计算该积分算子的核沿对角的积 
分值，即可得到该算子的迹.若迹 trK 非0,则迹公式蕴 含：欠 有非零特 征值； 若 
tri (: =0,我们将得不到任何结论.此时，考虑算子 K 2 . 算子 K 2 仍为积分算子和迹 
类 算子； 它的核可以通过 K 的核计算得到，迹也可由核的积分给出.若 trK 2 ^ 0, 
则 K 有非零的特 征值； 否则，我们再考虑兄 3 ,等等.如果此过程永远不结束，怎么 
办？ 


定理14 设 JC 是一个有连续核的积分算子，且 JC 为迹类算子，若对所有正整数 
n ， 有 trlT = 0, 则 K 无非零特征值. 

证明用{以表示凡的所有特征值，则 iT 的所有特征值为 { k ^}, 由迹公式 


triT = E \ n . 

J 

(35) 

由不等式 (20 )，EfeU \\ K \\ tr . 构建解析函数 

(36) 


注意 •• 当 |H < 1 时， |e w - 1| <咖|;因此，级数 （ 36) 对所有的 z 都收敛.对 （ 36) 
逐项求导,计算 F ( z ) 在 z = 0点的 Taylor 系数： 
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F(0) = 0, 尸 ㈨⑼ = 

由假设 trlT = 0 以及 （35 )，F 的 Taylor 系数全 为零； 进而，函数 F ⑷本身恒为 
零. 我们断 言：所 有心为 0. 否则，不妨令 k u k 2 ，…， kj 为绝对值最大的特征值. 
取 2 使得 Ary 为正实数并令 W — oo . 显然， （36) 的第一项决定了其余各项，因此 
F ( z ) ^ me |fcl ^|, 这里 m 为 /ci 的重数，这与 F ( z ) = 0 矛盾. 口 

30.6 Poisson 和公式 

本节我们将研究卷积形式的积分算子.令/为圆周 S 1 上的连续函数， T f =T 
为由/作卷积而定义的算子： 

( Tu )( s ) = / f ( s ^ t ) u ( t ) dt /2 n . (37) 

Js ^ 

正如第27章所述， r 的特征函数为指数函数 〜⑴ = e w : 

Te n = J f ( s - t ) e ini dt /2 n = J f ( r ) e ~ inr dr /2 jie in8 = a n e ins . (38) 

因此， T 的特征值即为 / 的 Fourier 系数〜. 

由于积分算子 r 的核在对角上的每个点取值均为 /(0), 所以若 r 为迹类算子， 
则迹公式蕴含 trT =/(0) = !> n . 这等价于说，/的 Fourier 级数在 s = 0收敛于 
/(0),该结论对于充分光滑的函数/来说是正确，但对于仅仅连续的函数来说，结 
果就不正确了，见 11.2 节. 由此证 明了： 核连续的积分算子并非都是迹类算子. 

考虑整个实直线上的当 N 趋向无穷时的光滑急减函数 g ( s ). 定义1 2 (义）到 
自身内的算子 r : 

( Tu )(3)= f g { s - t ) u ( t ) dt /2 n . (39) 

Jr 

将 R 表示成长度为加的区间 [23 im ,2 ji ( m + l )] 的并，我们可以用（37〉来解释算子 
T ： 

( Tu )( s ) = f t + 27 rm ) ii ( f )< U /23 i . (35 ; ) 

T 的特征值也可由 （38) 给出； 此时， 

a n = Li + 27 im ) e _ inr dt /2 ji = [ p ( r ) e ' inr dr /2 ji = g ( n )/2 n , 

其中歹为 0 的 Fourier 变换.积分算子 ! T 的核在对角的每个点上取值为 
因此，迹公式蕴含着 

^ g {2 nm ) = 271^ g { n ). 

这正是经典的 Poisson 和公式. 
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将上述讨论可进行推广，如考虑用其他的（不一定交换的）群来代替实数 加群; 
优美的 Selberg 迹公式就是 Poisson 和公式的一个具有深远意义的推广 • 


30.7 如何将算子的指标表示成迹的差 


回忆一下，第27章中的 Banach 空间 C / 到 Banach 空间 V 内的有界算子 P 的 
指标.用； V 表示 F 的零空间，表示 F 的值域.假设 7 V 的维数和的余维数都 
是有限的，则它们的差被定义为 F 的 指标： 

ind F = dim — codim R. (40) 

由第 27 章定理 1, 算子 : t / — V 有有限指标，当且仅当 P 存在伪逆 G : V ^ U , 
使得 

GF= I- T, FG= I - S ， (41) 

这里 — C / 和 — V 为紧算子.本节将研究 C / 和 V 为 Hilbert 空间 ， r 
和 S 为迹类算子的情形. 

定理15 设 r 和 V 为两个 Hilbert 空间， F : t / — V 和6?: V — C 7 为两个在 (41) 
意义下互为伪逆的有界线性算子.若 （41) 中的算子 —(7 和 — K 为迹 
类算子，则 

ind F = tr T - ti S. (42) 

证明用 P 左乘 （41) 中的第一个关系式，再用 F 右乘 （41) 中的第二个关系 
式，然后将所得两式比较，可得 

FT= SF. (43) 

直和分解 t / 和 V 

U = N ㊉ Z' Vd©% 

令 P 为到 Z 上的正交投影.由于 Z 的正交补为 F 的零空间 7 V , 故 FP = F .将 
此式代入（43)，得 

FPT= SF. (44) 

注意 pr 将 z 映入自身内， s 将凡映入自身内，并且 f 为 z 上的可逆映射. 
我们断言 

txPT/Z = trS/R, (45) 

这里 tvPT/Z 意指 i > T 限制到不变子空间 Z 上的迹，等等. 

证明任取7?到 Z 上的酉算子 M . 用 Af 左乘 （44) 的两边得 
MFPT= MSF= MS AT 1 MF. 


再用 ( MF )' 1 右乘上式 

{MF){PT){MF)~ l = (MSAT 1 ). 

注意括号内的所有算子都是 Z — Z 的映射.因此迹的可换性蕴含 




30.7 如何将算子的指标表示成迹的差 289 


tr PT/Z = tTMSAT l /Z = trS/R. □ 

现在，我们用 pr 在 z 上的迹来计算 r 在 c ; 上的迹.取{巧}和{々•}分别 
为 n 和 z 上的标准正交基，从而它们可构成 V 的标准正交基 • 因此 

trT 1 = IVij , Tij ) + 〉: (t ^ j )- 

又由于 = 勺，重写第二个和式为 

^ ^ z j) — Zj) — trPT/Z. 

另一方面 ， F 在 N 上取值为零，从而由 （41) 的第一个关系， r 在 JV 上为恒等算子 
I . 因此 

y ^(2 Yij , rij ) = y ~^( nj , nj ) = dim N . 

将最后三个关系式整理，得 

trT = dimiV + tiPT/Z. (46) 

类似地，我们可用 S 在 i ? 上的迹来计算 S 在 K 上的迹.用 W 的标准正交基 
和/?的标准正交基 { r *,} 来构造 V 的标准正交基，则 

tr 5= Yl ( Sw j ^ w i ) ^ D 5 r h r j ). 

我们将右边第二个和式作恒等变形 

j ) — tT S / R . 

利用 （41) 中的第二个关系式，可得 J - S 的值域包含在尺内，进而与 W 正交.特 
别地， （( J - ujj ) = 0. 因此 

(Swj yWj ) = y^(tu j , Wj ) = dimW ^ = codim R . 

将上述最后三个关系式整理，得 

tr S ' = codim i ? + tr S/R. (46’） 

(46) 减去（4以)；又 trPT/Z = trS/R, 故指标的迹公式 （42) 成立. □ 


若 G? 为 F 的伪逆，但 （ 41) 中的 S 和： T 虽不是迹类算子却存在某个正整数 n ， 
使得 f 和： T 为迹类算子时 （这 是可能的)，我们有如下推论. 

推论 15' 设空间 t/ 和 V, 算子 F 和 G 同定理 15, 算子 5° 和！ T 为迹类算子, 
其中 n 为某个正整数，则 


indFctrr* — tr，. 

证明用 c n = sr 1 代替伪逆那么， 

G n F= ( 》 r) GF= ( 》 : T) (I- T) = J- r 1 , 


(47) 


(48) 
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在这里，我们用到了 （41) 中的第一个关系式.用 （41) 中的两个关系式，我们可导出 
TG= GS. 反复用此关系，我们又可以得到 

FG n = F ^ ^ j G? = FG ^ SP^j = (I-S) ^ = I- S 11 . (48,) 

再借助于定理 15 即可得 （47). □ 

若 （47) 对某个正整数 n 成立，则对于充分大的所有正整数也成立：该结果是 
下面习题的一个特例. 

习题10若算子5和 r 满足（41)，则 r 的每个不等于1的特征值都是5的特征 
值，并且具有相同的重数. 

定理15及其推论在算子指标的计算中起着十分重要的 作用； 见 Gilkey. 

30.8 Hilbert-Schmidt 类 

本章的最后一个习题总结了 Hilbert 空间上的 Hilbert-Schmidt(H-S) 算子类的 
主要性质. 

习题11 Hilbert 空间 H 到自身内的有界算子 K 称为属于 iLS 类，如果对 H 中 
的某个标准正交基使得 

(49) 

(a) 证明若算子 K 在某一组标准正交基下满足（49)，则它在任意标准正交基下 
也满足 （49) 并且 （49) 中的级数和与标准正交基的选择无关.该和的平方根称为 K 
的 HS 范数，记为 \\ K \\ hs - 

(b) 证明 ||iiq| ^ ||K|| hs . 

(c) 证明若 K 为 HS 算子，则伴随 iT 也是 HS 算子，并且 \\ IC\\hs = \\ K \\ H s . 

(d) 证明在 iLS 范数下， 所有 HS 算子构成一个完备的赋范线性空间. 

(e) 证明若 K 为丑5算子， B 为任意有界算子，则和 B 欠都是 ZfS 算子， 
并且凡5范数|网郎和 \\BK\\hs 都不大于 || 圳 IWI//S. 

(f) 证明 K 为 凡 S 算子，当且仅当 Z ^( K )< oo . 

(g) 证明每个丑 S 算子都是紧 算子. 

(h) 证明每个迹类算子都是算子. 

( i ) 证明任意两个算子 K 和 if 的乘积是一个迹类算子，并且 \\KH\\ tl ^ 
IWIhs ||H|| hs . 

⑴证明每个迹类算子都可以分解成两个 HS 算子的乘积. 
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30.9 Banach 空间上的算子的迹和行列式 

Banach 空间上的算子的行列式理论最早分别是由 Lezanski 在1卵3年, Grothe - 
dieck 在1956年和 Sikorski 在1961年发展起来的. Banach 空间上的一类算子的迹 
公式最早起源于 Konig 的 工作； 而研究此公式的系统方法则是由 Pietsch 在他的专 
著中发展而来的. 

另一种研究 Banach 空间上的算子的迹和行列式的系统方法则出现在 Gohberg , 
Goldberg 和 Krupnik 的最近的一本专著中. 
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第 31 章对称算子、正规算子和酉算子的谱理论 

本章我们研究从复 Hilbert 空间 H 到自身内的线性算子 M . 假设 M 是有界 
的而且是对称的，即 JVT = M . 根据伴随的定义，这意味着 e H y 

( Mx , y ) = ( x , My ). (1) 

习题 1 证明 

( a ) 可逆对称算子的逆是对称 算子； 

( b ) 交换的对称算子的乘积是对称算子； 

( c ) 由对称算子构成的集合在算子的弱拓扑下是闭集 • 

在第28章中我们看到每个紧对称算子都有一组特征向量构成了 Hilbert 空间 
H 的一个完备的标准正交系.在本章中，我们把此结果推广到有界非紧对称算子的 
情形.为了说明如何这样做，我们重新描述紧自伴算子的谱分解. 

设 { e n } 是紧自伴算子4 的一组 特征 向量. Hilbert 空间中的每个向量： c 和 
Ax 都可以展开为 Fourier 级数的形式： 

® — > : Cl n Cn» = > : 入 (2) 

设五 m 是 H 到特征值 A „ 所对应的特征子空间上的投影，则 （2) 可以重写为 

x = E n x ， Ax = \ n E n x . (2 ; ) 

我们引入下面的投影值测度五 ⑷把⑺ 中的和式重写为积 分：对 1 R 的任意 Borel 
集合取 

E ( S ) = E ^- 

An€S 

测度五的支撑集是>1的谱.利用上面定义的测度我们把 （2') 重写为 

* = J dE (\) x , = j XdE ( X ) x . (3) 

在本章中，我们的目标是对任意的有界对称算子 M , 给出形如 （3) 的谱分解. 
当然在此分解中出现的投影值测度五不再是点测度.下面的结果既基本又简单. 
定理 1 对有界对称算子玖 ( Bx , y ) 是一个有界斜对称形式：对 aj 线性，对 y 斜 
线性. 

相反地，若 b ( x , y ) 是一个斜对称形式 

%，怎）=岭，2/)， ⑷ 

对 rr 线性且有界：存在常数 c ， 吏得对任意的 x , y € H , 
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1咖，1/)1 < c ll ® llllvll - 

则存在有界对称算子旦使得 

Vx , y e H , b { x , y ) = ( x , By ) 


⑻ 


⑹ 


而且 

|| 别彡 c. ⑺ 

证明第一部分的证明由 B 的对称性、 Schwarz 不等式和 B 的有界性可以得 
到.为证第二部分，我们固定 y 并视 b ( x , y ) 为 x 的有界线性泛函，界为 c || y || •根 
据 Riesz 表示定理， 存在 weH 使得 

b ( x , y ) = ( x , tu ), (8) 

这里扣由 y 唯一 确定； 在 （5) 中令 ; r = ti ; 推出 || HI 彡 c \\ y \\. 由于 （8) 的左端和 
右端对2/和 w 分别是协对称的，故切是 y 的一个线性 映射： 

w = By . 

这证明了 （ 6) 和 （ 7). B 的对称性由 6 的对称性 得到： 

( x , By ) = b ( x , y ) = b ( y , x ) = ( y , Bx ) = ( Bx , y ). 

注意，对所有的: c ，（ a;, Ba:) = ( Bx , x ) 是实数. 口 


31.1 对称算子的谱 


定理2 Hilbert 空间//上的有界对称算子 M 的谱是实的. 

证明我们必须证明若 A = a + i /3, # 0,则 A 属于 M 的预解集.定义函数 

B % 

B { x , y ) = X ) y ). 

则 B ( x , y ) 具有第6章定理6假设中列举的三条性质. 

( i ) S 对 x 线性，对 y 斜 线性. _ 

( ii ) B 是有界的，因为根据 Schwarz 不等式， 

\ B ( x t y )\^ IMIIKM - A ) y || < + W )- 

( iii ) B ( y 、 y ) 是下有界的， 

B ( VjV ) = ( y , ( M - X ) y ) = ( y , My ) a { y , y ) - iP ( y , y ). 

上式右端前两项是实的，第三项是虚数.故 

|( B ( y , y ))|>| ImB ( y , y )| = |/?||| j /|| 2 . 

根据第6章定理6的 Lajc - Milgram 定理， H 上每个线性函数 £( x ) 可以表示 
为 y 由€唯一确定.取 £( a ;) = ( x y z ), 则存在唯一的 y , 使得对所有的 a ;, 
B ( x , y ) = ( x , z ). 因为 B ( x ? y ) = ( x , ( M - X ) y ), 故 （ M - A)y = z . 由于 ; s 是任意 
的，这证明了 （ M - A ) 是可逆的.因此 A 属于 M 的预解集. 口 
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注记由第19章定理15可以推出定理 2. 

定理3 有界对称算子 M 的谱半径等于其范數： 

a{M)[ = ||Af|[. ⑼ 

证明利用 M 的对称性, Schwarz 不等式和 M 2 范数的定义,对任意的; r 有 
|| Mx || 2 = ( Me , Mx ) = ( x , M 2 x) ^ 11 x 1111^ x 11 ^ || a || 2 || A / 2 ||. 

因此 || Afl | 2 < IIA ^ H . 重复 A : 次我们得到 

\\M\\ n < \m, n = 2 fc . 

由于范数是次可乘的，相反的不等式也成立.因此 IIAiir = n = 2 fc . 取 n 

次方根，并利用第17章谱半径的公式 （12') 得到 

\ g { M )\ = lim = || A ^|. □ 

n—^oo t n=2 fc 

定理 4 设 M 是 Hilbert 空间孖上的有界对称算子， 

a = inf ( x , Mx ), b = sup (®, Mx ), (10) 

| jx | j=l || x|]=l 

则 Af 的谱包含在实数轴的闭区间 [ a ， b ] 内，而且 [ a , 纠的端点 a 和 b 属于 Af 的谱 • 
证明设实数 A < a . 由 a 的定义 (10), Vx € H , 

( x , (M - A ) x ) = (*, Mx ) — A ( x , x ) > (a — A )||«|| 2 . 

因此 (®, (M - A )®) 给出了一个与 I W | 等价的范数.每个线性函数 /( x ) = ( x , z ) 都可 
以唯一的表示为对应的内积 (*,( M - A ) y ). 由于这对所有的; r 成立， ( M ~ X)y = z . 
因为 z 是任意的， M - A 是可逆的，故 A 不属于 M 的谱.我们可以类似地处 
理 A > 6的情形. 

为证明 a 和6属于谱，我们注意到对 IW 1 = 1, |(A Mx )\^ IMHIMxll ^ || M 1|. 
因此由 ci 和 6 的定义 (10), 

|6 K || Afl |- (11) 

另一方面，由于谱包含在 l < i ，6 j 中， 

| or ( M)K max {| a |,| b |}. (11') 

根据⑼，= || Af ||; 比较 （11) 和(11’)，我们看到这只有当 max {| a |,|6|} = 

W { M )\ 时成立.特别地,如果6 > | a |， 则6属于 M 的谱； 如果 | a | > 则 a 属于 M 
的谱.对任意常数 c ， 当用 M + cJ 替换 M 时，我们把 c 加到 M 的谱上，同时也加 
到 a 和6上.对 A /+ cJ 应用上面的结果，并适当选择 c ， 我们断定 a 和6都属于 
Af 的谱. 口 

定理5 设 M 和 JV 是两个对称算予.则 

dist ( a ( M )， c 7( A 0 K JV ]|， (12) 

这里，两个闭集 < J ( M ) 和 ( T ( iV ) 之间的距离定义为下面两个教中最大的一个： 

max inin \u — /xL max min \v — u|. (13) 

i/G<r(iV) M€cr(Af) 


296 第 31 章对称算子、正规算子和酉算子的谱理论 


证明记 d = HM -尊 假设 （13) 中的数有 •个， 不妨设是第一个 > 4则存 
在 ve a ( N ) 使得 

min \ii — u \> d . (14) 

neo ( M ) 

这样的属于 Af 的预解集，故是可逆的.根据谱映射定理， 

a((M- O (a{M) - I/)" 1 . 

由此及 （14) 知 

\ a { M - vI )~ l \< d - 1 . (15) 

由于 ( M - vI )^ 是对称算子，根据定理3,其谱半径等于范数.故由（15)， |( M - 
2/ i ) _1 | < d - 1 • 

下面我们分解 

N - i / J = M - iyl + N - Af = ( M - ( M - uI )~ l ( N - M )). 

右边的第 2 个因子可以写为 I + K , 其中 K = 由对 （ Af - vi )- 1 

的估计以及 || iV - M || 

\\ K \\^ ||( M - i / dHIiV - Mil < rf—M = 1. 

因此 J - 凡是可逆的（其逆为几何级数).由于 （ M - 叻也是可逆的，故 TV - 是 
可逆的.但是这与 t 属于 N 的谱矛盾. 口 

31.2 对称算子的函数演算 

在第28章紧对称算子中，我们首先构造了一个谱分解，即特征向量的一个完 
备正交集，然后利用这些向量对有界函数/定义 /( M ). 对一般的对称算子，我们 
按照相反的顺序进行：首先对所有在 M 的谱上连续的实数值函数/定义函数演 
算 /( M ), 然后再由此构造一个谱分解. 

设是一个实系数多项式： 

g ( A ) = a n A n + •. + a 0 . 

如果 M 是对称算子，则 

q { M ) — anNf 1 + . •. + a^I 
也是对称算子.根据第17章定理5谱映射定理， 

= q (( r ( M )). (16) 

与定理3公式 （9) 结合，我们推出 

||< 7 ( M)H = max \ q (\)\. (16’) 

A 6 e 7( M ) 

设 /( A ) 是在 M 的谱 a ( Ai ) 上连续的任意实值函数.由于我们可以把/连续地延拓 
到包含的区间上，因此可以用 MM ) 上的多项式-•致地逼近 /. 根据 Weiers - 
tra ^ s 逼近定理，/在此区间上可以被多项式一致地逼近.故存在多项式列使得 
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lirn^ 入 |n%) |/( A) - q n W\ — 0- 

因此{如}是一个 Cauchy 列： 

lim max |^ n ( A ) - qmW\ = 0- 

m，n—oo 

由 (16 ; ), 

n lim^ ||g n (M) - 9m(M)|| = 0 - 

由于 Hilbert 空间上的有性 ^ 子构成的空间是完备的, limn — oc 扣 ( iVf ) 存在.我 
们记此极限为 /( M ). 它的性质总结在下面的定理中. 

定理6 / — /( M ) 是等距同构： 

( i ) (/ + p )( M )- j{M) + 刺， (}g)(M) = 

( ii ) ||/( Af )|| = max |/( A )|; 

XGa(M) 

( iii ) f(M) 是对称的且 < r (/( iW )) = f(cr(M)). 

证明性质⑴当 / 和 p 是多项式时 成立； 因此对多项式的一致极限也成立. 

( ii ) 由于 /( M ) 是 g n ( Af ) 的一致极限， ||/( M )|( = 由于 /( A ) 是 

q n W 的一致极限， 

卜土； 1 副. 

此两式与 （16') 结合给出 （ ii ). 

( iii ) 一列线性映射的极限的伴随是它们伴随的极限.由于每个 p ( M ) 是对称的, 

故 /( M ) 也是对称的.由于 /( M ) 是 q(M) 的-致极限，由定理5(1幻式, a ( M ) 是 
(T(q n (M)) 的 极限. 于是由（16)， （ iii ) 成立.这完成了定理6的证明. 口 

在第18章中，一个对称算子 M 称为是正的，如果 
Vz 6 H, (Mx t x) ^ 0. 

定理7 有界对称算子 M 是正的，当且仅当它的谱只包含非负数： 

<t(M) > 0. 

证明⑴假设 ( t (M) ^ 0. 函数 /( A ) = v ^在 ^( M ) 上是连续的.根据函数演 
算， v / M = iV 是满足 iV 2 = Af 的一个对称算子.因此 

( Mr , x ) = {T^x,x) = (Nx y Nx) ^ 0, 

这说明 Af 是正的. 

( ii ) 相反地，假设 Af 是正的.根据定理4, A / 的谱的下确界是 a = 

Mx ). 由于 M 是正的， a ^ O , 这说明 g (M) ^ 0. □ 

推论每个正对称算子有一个正的、对称的平方根. 

习题2证明一个正对称算子只有一个正的平方根.它有多少个不是正的平方根？ 


在第30章定理1中，我们证明了每个紧算子有一个极分解. 
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每个紧算子 r 可以分解为 r = CL 4, 这里>1是一个正对称算子， u 是 a 的 
值城上的等距，17在4的值域的正交补上为零. 

在极分解的构造过程中唯一一处用到紧性的地方是取： TT 的平方根.由于任 
意正算了-都有正的平方根，我们可以去掉紧性的假设并 断定： 

Hilbert 空间上每个有界线性算子都有一个极分解 

31.3 对称算子的谱分解 

根据 Riesz 表示定理，紧空间 a ( M ) 上的连续函数/构成的空间上的每个有界 
线性泛函/都可以表示成 a ( M ) 的 Borel 子集上的唯一一个全变差有限的测度 
m ( S ) 的积分.下面我们用定理6中描述的函数演算，对丑中任意两个点 a :, y ， 构 
造泛函 

4， y (/) = (/( A ^ r ， y ). (17) 

根据 Riesz 表示定理.存在唯一确定的复测度 m ， 使得 

(/(M)x,y) = J f(\)dm x , y . (18) 

由于依赖于 o : 和％故测度 m 也依赖于 z 和？ /; m 对 o : 和 y 的依赖性反映了 
/对: r 和 y 的依赖性.我们在下面的定理中把这些性质列举出来. 

定理 8 设 m x , y 是由 (18) 定义的 a ( M ) 上的测度. 

⑴ m x , y 关于 x 和2/是半双线性的，即对 x 线性，对2/斜线性. 

( ii ) m x>y 对: / 斜对称： m VtX = m ^. 

( iii ) 的全变差 LM |. 

( iv ) 测度 TTl x ,x 是非负的实测度. 

证明 显然，由 (17), 4, y 关于工 线性，关于 y 斜线性.因为 m 由€唯一确定， 
故表示 < 的测度 m 是唯一的.因为爪叾+^和 m x , y + m ZsV 都表示故 

^x+z,y = 饥 x,y + m z，y (19) 

这证明了 （ i ). 

( ii ) 由于 f ( M ) 是对称的， （18) 式关于 a ;， y 是斜对 称的； 根据表示测度的唯一 
性, m 关于: r ， 2/是斜对称的. 

( iii ) 根据 Riesz 表示定理，表示测度的全变差等于泛函，的范数.由 Schwarz 
不等式和（16')，有 

I 4， v (/)| = |(/( Ai ) x , y )|< ||/( Af )|| NI _ = l /| maxlN ||| y ||. 

这证明了 I 4, v | 彡 IWIIh / ll , 故 （ iii ) 成立. 

( iv ) 根据定理 6( iii ), 对实函数/， f ( M ) 的谱是 f ( a ( M )). 故对正函数/， f ( M ) 
是谱为正的对称算子.由定理7, /( M ) 是正算子.这说明了线性泛函4, J /) = 



_31.3 对称算子的谱分解 

( f ( M ) x y x ) 是 正的； 因此测度 m XfX 也是正的. 

根据定理8,对的 Borel 子集5, m x , y ( S ) 是 x 和的有界的、斜对称的 
半双线性泛函.由定理1，对每个 乂 存在一个有界对称算子 E ( S ) 使得 

m x , y (5) = ( E ( S ) x , y ). (20) 

这族算子 { E ( S )} 满足下列性质. 

定理9 设 E ( S ) 是由 （20) 定义的一族映射，其中由 （18) 定义，则 
( i ) £ T ( S ) = E ( S ). 

⑻ I 剛 || < 1. 

( iii ) E (0) = 0, E ( a ( M )) = /. 

( iv ) 若 5? n T = 0, 則 E(S UT ) = E ( S ) + E ( T ). 

( v ) 每个 E ( S ) 与 M 交换. 

( vi ) E ( SC \ T ) = E { S ) E ( T ). 

( vii ) 每个 E ( S ) 是正交投影.若 S 和: T 不交，則 E ( S ) 和 E ( T ) 的值域是正交 
的. 

( viii ) 所有的正交投影 五 ( S ) 和 E ( T ) 交换. 

证明 ⑴ 是定理 1 的一部分 . （ ii ) 由定理 8( iii ) 可得. 

( iii ) 由于 m x , y (0) = 0,故由 (18), E (0) = 0. 另一方面，令 /( A ) s 1， f ( M ) = /, 
由 (! S )^ x y yeH , 

(工， y )= / dm x>y = ( E {( j ( M )) x , y) y 
Jo { M ) 

因此 E { g { M )) = L 

( iv ) 由测度 rn x ， v 的可加性得到.为证明 （ v ), 我们注意到由于 Af 与 /(7 W ) 交 
换且是对称的， 

My ). 

左端的泛函 / 由测度 m Mxy 表示； 右端的泛函由测度 m xMy 表示.由 P 泛函是 
相同的，对应的测度也相同/ 

m Mx, y = m xMy ' 

代入 （20) 式再一次应用 M 的对称性，给出 

( B ( S ) Mx , y ) = ( E ( S ) x . My ) = ( ME ( S ) x , y ). 

由于这对所有的 rr 和 ,1 /都 成立， E ( S ) M = ME ( S ), 此即 （ v ). 

我们把 （ vi ) 的证明推迟到 31.5 节. 

( vii ) 在 （ vi ) 中令 S = r 说明 E ( S ) = 於(5),即 E ( S ) 是幂等.这个代数结果 
的几何解释是 E ( S ) 是投影.因为由 （ i ), 五是对称的 ，故 E ( S ) 是正交投影.由 （ iii ) 
和 （ vi ), 若 S 和 r 是不交的 ，则 五 ( S ) 和 E ( T ) 的值域是正交的. 

在 （ vi ) 中交换 S 和 r 得到 ( viii ). □ 
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算子族 { E ( S )} 是一个正交投影值测度. 

习题3 ( a ) 证明飒5)在强拓扑下是可数可 加的. （提示：利用当 S 和: T 不交时 
瓦 (5) 和 E ( T ) 的值域是正交的 .） 

( b ) 证明 E ( S ) 在范数拓扑下不是可数可加的. 


我们总结如下. 

定理 9' 设 if 是 Hilbert 空间， M . H ^ H 是一个有界的对称线性算子，则在 M 
的谱上存在唯一的正交投影值测度五，使得 E(S 0 T ) = E ( S ) E ( T ), 且对 a ( M ) 上 
的所有连续函數/， 

/( M ) = / /( A ) d £；. (21) 

Ja ( M ) 

这里的积分在范数拓扑下存在. 

证明 （18) 和 （20) 说明 （21) 在弱拓扑下成立.为证明 （21) 在范数拓扑下成 
立，只需证明右端的 Riemann - Stieltjes 积分在范数拓扑下收敛即可.这可以通过标 
准的途径结合估计式 

||^a j E(/ ? )|| < max|aj| 

得到，这里 U & = 是 cr ( M ] 的一个有限不交分解 />. 估计式由 E(Ij) 的正交 
性得到. E ( S ) 的唯一性由数值测度 （18) 的唯一性可得. 口 

取 / e 1 和 /( A ) = A ： 

/= / dE ， M = f XdE - (22) 

Ja ( M ) 

(22) 称为 M 的谱分解. 

31.4 绝对连续谱、奇异谱和点谱 


现在我们给出谱分解的一个重要的进一步细化.根据测度的 Lebesgue 分解定 
理， R 上任意测度可以表示为支撑在可数集上的一个点测度、支撑在 Lebesgue 测 
度为0的集合上的奇异測度和关于 Lebesgue 测度绝对连续的测度的和. 

我们对测度 m X(1/ = ( Ex ， y ) 应用此 结果： 

f ^ x,y = TTlx } y . (23) 

由 Lebesgue 分解的唯一性， （23) 式右端的三个测度线性地依赖孓 x , 斜线性地依赖 
于 y . 对任意* S ， 这些半双线性泛函可以表示为 

= (^ p \ S ) x } y ), m { x s i ( S ) = (^ x y y ), m ^ y ( S ) = (^ x , y ). 

这些有界对称算子必*)，具有定理9中所列举的 性质； 即每一个族都是 
投影值测度，且互相正交. 
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分别记 ^ p ) (< r ( M )), £^ V ( Af ))， ^ c \ o { M )) 的值域为 H ^\ $\ 丑⑻；它 

们称为 H 关于算子 M 的点子空间、奇异子空间和绝对连续子空间.显然， 

丑 ⑻ ® /f ⑷ ㊉= H. 

31.5 对称算子的谱表示 

谱表示是对称矩阵对角形的无限维推广. 

定理10 对 Hilbert 空间 H 中的任意向量 a : 和任意连续函数/, 

\\ f ( M ) x \\ 2 = J \ HX )\ 2 dm x , x1 (24) 

这里测度爪*#是公式 （18) 中出现的表示 测度： 

(/( M ) x , y ) = J /( A ) dm x , y . (18) 

证明对实数值的函数/，由 f ( M ) 的对称性， 

\\ f ( M ) x )\ 2 = ( f ( M ) x t f ( M ) x ) = ( f 2 ( M ) x , x ) = f f 2 ( X ) dm XtX} 

在最后一步中，我们应用 （18) 并以/ 2 替换 /. 

对复值函数/ = p +认,类似的方法可证 （24) 成立. □ 

Va ; e 丑，用表示形如;2 = f ( M ) x 的元素2构成的集合，这里/取遍 < j ( M ) 
上的复值连续函数.显然，人是 M 的-个不变子空间 ，即人 被 Af 映到自身中. 
我们说 A 中的向量：= f ( M ) x 被函数/表示.当/賦以 L 2 ( m XiX ) 范数时， （24) 
说明这个表示是一个等距. 

若 z = /( M ) x 由 /( A ) 表示，则 M 2 由 A /( A ) 表示. 

记仏为 J x 在 Hilbert 空间 H 中的闭包.因为表示是等距，故中每个元 
素 z 都可以用 L 2 ( m x > as ) 的函数 / i 等距的表示出来，且 Ah 属于心，由 A / i ( A ) 表 
示.相反地， L 2 ( m Xtas ) 中的每个函数 / t 都表示了 中的某个元素.称之为 M 作 
用在&上的谱表示. 

在 7.1 节中，测度 n 称为关于另一个测度 m 是绝对连续的，如果对每个 m 测 
度为0的集合，其 n 测度也为 0. 两个测度称为是等价的，如果每一个关于另一个 
都是绝对连续的.根据 Radon - Nikodym 定理，每个关于测度 m 绝对连续的测度 n 
都可以表示为 dn = gdm , 这里 g 是一个关于 m 可积的非零正函数. 

由此可知，若 L \ m ) 是对称算子 Af 的一个谱表示，则对任意的与 m 等价的测 
度 n ， L 2 ( n ) 也是 Af 的一个谱表示. 若 z 被 L 2 ( m ) 中的函数 / i 表示,则它被 L 2 ( n ) 
中的函数 hg ~^ 表示. 

—般地不是整个 H 而只是丑的一个闭子空间.现在我们应用包含在下 
面习题中的一个结果. 
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习题4设 M 是作用在 Hilbert 空间//上的一个对称算子，尺是 M 的一个不变 
子空间.证明 K 的正交补也是 M 的不变子空间. 


假设上面的是丑的一个真子空间.任意选择和欠*正交的向量 y , 根据 
习题 4, My 也与 K 正交.由此可知，对任意的多项式 g(A) ， g(M)y 与/^ 正交. 
设是形如 q ( M ) y 的向量构成的集合的闭包.显然， Ky 是 M 的一个闭不变子 
空间且其谱表示为 L 2 ( m Vty ). 应用 Zorn 引理和上面的构造，我们得到如下定理. 
定理11 存在孖的一族闭子空间 { Kj }, 使得 
( i ) Kj 是互相正交的且它们张成 


㊉ © • • •. 


(25) 


( ii ) 每 个^在 M 下是不变的且其谱表示为 L 2 ( mj ). 

这样的集族 { Kj } 称为 M 在//上的谱表示. 

由 M 的谱表示容易导出它的谱分解.对任意的可测集 在每个 ％上定义 
算子 E(S) 如 下：在 L 2 ( m ,) 上， E(S) 是乘以 c s (X) 的乘法算子，这里， c s ( A ) 是 S 


的特征函数 


c s ( A ) = 


1 ， XeS, 
0，其他. 


习题 5 验证上面定义的五($是 M 的谱分解，即 { E ( S )} 是具有定理9和定理 
9' 中所列举的性质的投影值测度. 


正如定理 9' 中解释的那样，尽管一个给定的算子可以有许多谱表示，由这些谱 
表示导出的谱分解是一样的. 

现在我们考虑本节最后一个 论题： 谱重度.为简化讨论，我们假设 Hilbert 空间 
H 是可分的.由此，在任意的谱表示（奶）中，集族 { Kj } 是可数的. 

为了更进一步简化，我们假设 M 的谱测度关于 Lebesgue 测度是绝对连续的. 
根据 Radon-Nikodym 定理，这样的测度在 R 的一个子集 S 上等价于 Lebesgue 测 
度.在此假设下，在定理11的谱表示中出现的测度在其支撑集&上可以取为 
Lebesgue 测度，这里 m 的 支撑是 {A : m 在包含 A 的任意开区间上的限制有正测度}. 

下面的结果容易验 证：若 { m ,} 是由可数个测度构成的集合，则的支撑 
包含 m , 的支撑的并集. 

称两个测度是 互相奇异的， 如果它们支撑的交的 Lebesgue 测度为 0. 

引理 12 取作用在可分 Hilbert 空间付上的具有绝对连续谱的有界对 称算子 M 
的两个谱表示 （25) 和 (250： 

丑=/％ ㊉ …， K;hL 2 ( 另). （25，） 

则在相差一个零测集的意义下， 


USj = U5j. 
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证明 任取指标 fc . 设 ® 是 Kfc 中被 Sfc 上恒等于1的函数表示的向童.对任 
意连续函数/， 

( f ( M ) x , x ) = f /( A ) dA . (26) 

Js k 

设: r 在/^上的投影为仍 ( A ) 是 L 2 (sr) 中表示4的函数，则 X = K 
且 

(/( Af )®,*) = T . um ^ xr ) = f ( X)\ gj \ 2 dX = j /_ 2 dA T (26') 
这里 M 2 = ElPil 2 - 

(26) 和 (26 7 ) 表示了相同的有界线性泛函 • 因此表示测度必定相等： 

C5 fc dA = |p|^dA. 

左侧测度的支撑是&，右侧测度的支撑包含在 U 5^. 因此& C U <. 交换 （25) 和 
(25'), 我们证明了引理 12. 口 

定义 在谱表示 （25) 中，点 A 的 谱重度 是包含 A 的集合&的个数 Ecs ,( A ) ; Sj 
是表示 （25) 中第 j 个测度％的支撑集 . A 的谱重度可以是0、任意自然数或 oo . 

谱表示不是唯一的，因为它的构造过程中包含许多任意的选择.故谱重度函数 
是不是不变量还没有弄清楚，对给定有界对称算子的谱表示也是这样.根据 
E . Hellinger 的一个经典的结果，我们得到如下定理. 

定理 13 设 M 是可分 Hilbert 空间 // 上一个有界对称算子， M 的谱是绝对连续 
的.设是 Af 的任意谱分解，使得 hL 2 (&) 且 M 的作用是 
由 A 所做乘法. 

对 M 的所有谱表示，谱重度 Z^SjW 都相等. 

证明 我们利用分裂和组合这两个简单的运算对谱分解进行重排. 

分裂.假设 H 的子空间 K 的谱表示为 L 2 ( m )， m 是 R 上的测度.把 m 分裂 
为互相奇异的测度的和 m = - 每个 L 2 ( mj ) 表示了 K 的闭子空间它们 

的直和 © 尺2 © ••是 K 的谱分解. 

组合.这是分裂的逆.假设是//的一族互相正交的子空间，的谱表示 
为 L 2 ( rrij ). 假设 rrij 互相奇异，则 K = K \® K 2 ®- --的谱表示是 L 2 ( m ), m = J 2 rn j - 
我们利用分裂和组合把谱表示 

开= © / C 2 ㊉ ... ， Kj ㈠ L 2 (Sj) 

重排为如下的 标准形 式：把~分解为 

Sj = uSj , 

这里# 是七的只属于 A : 个 St 的点构成的子集.定义为 

Mi = US }. (27) 
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显然，是只属于一个&中的点构成的集合，即在我们所讨论的谱表示下谱重度 
为1的点.类似地，我们定义 Mfc 为 

M k = US ^; (27，) 

显然， A 4 是重度为的点的集合 . Mi 是重度为 oo 的点的集合.由构造可知 

(28) 

通过分裂每个&并把它们重新组合为上面描述的集合 A 4, 可以把每个谱表示 
Kj ^ L 2 ( Sj ) 分裂和重新组合为谱表示 L 2 ( A 4), fc = 1,2,…， oo . 存在唯一的被 
L 2 { M x ) 表示的子空间，记为的.存在两个被 L 2 ( M 2 ) 表示的正交子空间，它们的 
直和记为私，等等.子空间互相 正交； 故可得到谱分解 

/f =的 © 好2㊉…㊉ Hoo 、 (29) 

这里是 L 2 (Afib) 的 A: 重直和的谱表示.称 （29) 是谱表示 （25) 的标准形式. 

我们断定谱表示 （25] 有相同的标准形式.下面是详细的 证明： 把由 （25') 得 
到的标准谱表示记为 


丑=//;㊉扣 © . •.㊉ ％， （29，) 

这里达被 L 2 (M ； ) ㊉…㊉ L 2 (M ； ) 表示 . 我们断言 J \4 = 且砥= / h , 为此构 
造 H f k (k > 1) 中和坧正交的向量.我们首先证明 it = 2的情形. 

设$是仏中在标准形式 （29) 下被上恒等于1的函数表示的向量.向量 
f ( M)x 张成 // l 用％表示在标准谱表示（ 29 )下 a : 到的投影.记{仍,仍}为 
中表示 < 的函数. 

定义中的函数心 和心如下： 


, _ / 9i = 0, , _ / 1, 92 =0 

l = i -& 其他，其他. 

设 2 /是％中被 {/ n,/i 2 } 表示的 向量. 我们断定 JZ 和所有形如 f ( M ) x 的向量正 
交.明显的，由于2/属于洱，它和 f ( M ) x 在分解 （29') 中除了第二个分量外的所 
有分量正交.故利用/^和 /i 2 的定义，我们得到 

( j /, f(M)x) = ( y , f(M)x f 2 ) = ({h u h 2 }J(X){g u g 2 }) 

=J(hig l + h 2 g 2 )7WdX = 0. 

向量 /(M)y 被 {f(\)huf(X)h 2 } 表示.因此，利用〜和〜的定义，我们得到 


||/(M)y|| 2 = / M ； |/| 2 (|/i 1 |2 + |/ l2 |2) d A. 

〜和 /i 2 的公式说明在 M：； 上 |/ h | 2 +|/ i 2 | 2 是正的，且属于 L \ M f 2 ). 由此可知 
的闭包有谱表示 L 2 (Af；). 由于2 /和 历正交，向量 f ( M ) y 也和的正交， 
故它们都属于的正交补 / ff 1 . Hilbert 空间 iff 在 M 下是不变的.子空间 i/ 2 , 
… •，/ foo 在集合 M 2 ，…，&上给出了 M 在的一个谱表示.现在我们应用引 
理12可知点集 < 属于 Af 在时上的谱表示 （29) 中出现的 M k (k > 1) 的并集 
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中.因此 < 包含在 M2 U A/ 3 U ... U Moo 中. 

利用相同的论证，我们断定 M；, 都包含在 A/2 U Af 3 U ... U Moo 中.由 

于集合是两两不交的，故集合> 1) 都与不交 • 另一方面，对作用在 
整个开上的 M 应用引理12,我们断定 

UM fc = UM^. 

由于 Mi 和 M^k > 1) 是不交的，包含在 M 〖中. 根据对称性，包含在 
中； 因此 A/i = M [. 

与引理12的证明一样，我们可以证明从= H!. 留给勤勉的读者去证明对所 
有的 A：，A4 = %且迅=甩. □ 

习题6 设 （25) 是 M 的谱表示， 仏㈠ L^rrijl Sj A m j 的支撑. 证明& 的并集 
的闭包是 M 的谱. 

习题7 举例说明 M 的谱可能包含一个重度为 0 的 Lebesgue 测度为正的集合中. 

定义 称作用在 Hilbert 空间付上的两个有界对称算子 M 和 AT 是酉 等价的 ，如 
果存在酉映射 R 即从 H 到//上的一对一的保范映射）把 M 映为 JV: 

N= UMIT\ 

定理14 两个谱是绝对连续的有界对称算子 M 和 AT 是酉等价的，当且仅当它们 
有相同的谱重度. 

证明若 M 和 iV 是酉等价的，1/把 M 的标准谱表示映为 AT 的标准谱表示. 
反之，若两个算子 M 和 AT 的谱重度集合 A4 和％ 相同，则由 M 和 iV 的标准谱 
表示可以给出酉映射 17. □ 


31.6 正规算子的谱分解 

设 iV 是从 Hilbert 空间 H 到/ f 的有界线性算子.如果 7V 和 AT 的伴随 交换： 

N*N=NN% (30) 

则称 JV 是正規算子. 显然，每个有界对称算子是正规的 . 31.7 节将要研究的酉算子 
也是正规算子. 

正规算子的谱分解和对称算子的谱分解类似，只不过正规算子的谱可能包含复 
数. 

定理 15 设丑是 Hilbert 空间， N : H ^ II 是一个正规算子，则在 JV 的谱的 

Borel 子集上存在一个正交投影值測度五，使得 

1= f d 五， N= f XdE. (31) 

Jtr{N) J<r(N) 

这里积分在范数拓扑下存在. 
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证明与定理9 一样，我们依赖于正规算子的函数 演算. 为此要利用为此而发 
展的 Gelfand 交换代数理论（参考第 1 S 章和第19章). 

设 g «, n ) 是任意两个实变量的多 项式. 我们把它重写为复变量 C = ( + 均 
和它的共轭 C = ^ - ir ? 的多项式 Q : 

g(C^) = Q(CC). (32) 

我们通过令 

Q = Q(JV,AT) (320 

来定义函数演算.由于 iV 和 JNT 交换，它们与 Q 交换， 且 。与 （ T 交换. 我们需要 
下面的正规算子的谱映射定理. 

引理16 对正 规算子 N 和形如 （32') 的 Q，Q 的谱为 

^( Q ) = { Q ( A , A )： Xea ( N )}. (33) 

证明形如 (32) 的算子 Q 构成了一个有单位元的交换的代数.用7表示它 
在算子范数下的闭包，则7是一个有单位的交换 Banach 代数，因此我们可以利用 
Gelfand 理论.特别地，根据第18章定理14, 中任意 Q 的谱形如 p ( Q ), 这里 p 是 
，到 C 的一个同态.对形如 （32') 的 Q ， 

p ( Q ) = Q ( p ( JV ), p (^)). (34) 

根据第19章定理16, p ( i > T )= 顽. 代入 (34)； 由于当 p 取遍所有同态时，数 p ( N ) 
取遍 iV 的谱，我们得到 (33). □ 

根据第19章定理17,正规算子 Q 的范数等于它的谱 半径： 

IIQII = k(g)|. (35) 

结合 （35) 和 (33), 对形如 （32') 的 Q, 

|| g ||= max | Q ( A , A )|. (36) 

A€a(AT) 

现在可以把函数演算从多项式推广到谱 cj ( M ) 上的连续函数. ct ( N ) 上的每个 
连续函数/可以用多项式序列一致 逼近； 关系式 （36) 保证了对应的算子序 
列范数收敛到7中的一个算子.这样得到的函数演算具有和定理6中对称算 
子的函数演算类似的所有性质. 

现在我们可以继续正规算子的谱分解的 构造； 参考定理8和定理 9. 我们把细 
节留给读者. 口 


31.7 酉算子的谱分解 


定义酉算子 y 是从 Hilbert 空间 H 到 / f 上的一对一的满的线性等距 映射： 

Vxe / f , \\ Ux \\ = || x ||. (37) 

习题 8 证明酉算子保持内积 ： 
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( Ux , Uy ) = ( x , y ). 


(37') 


由 (370, 


( x , LTUy ) = ( x , y ); 


由于这对 H 中所有的 x 和 y 都成立， XTU 是恒等算子 ； iru = 
义，1/是可逆的（它是一对一的到上的)，故 K 是 U 的逆: 

ir = ir\ 


L 根据 U 的定 

(38) 


习题 9 证明满足 （38) 的算子是酉算子. 

习题10证明酉算子的谱在单位圆周上. 

习题11证明：若 M 是对称算子， fc 是任意实数， 

U = ( MH - ikl )- l ( M -\ kI ) (39) 

是酉算子.反之如何呢？ 

习题12结合习题10和习题11说明有界对称算子的谱是实数 • 

因为每个可逆算子和其逆交换，由（38)， t / 和 CT 交换.这证明了每个酉算子 
是正 规的； 于是根据定理15, 1/有形如 （31) 的谱分解，只是此时测度£的支撑在 
单位圆周上.由于酉算子是至今为止最重要的正规算子，我们在这里给出一个直接 
的证明. 

对汗中每个向量 A 构造下列双无限序列 { a n }： 

a n = ( LT 1 ®， sc )， n € Z . (40) 

我们断定此序列是正定的，即对任意有限个复数 0 n ， 

> : Qn — m ^ n^m >0. (41) 

n,m 

为此，我们把 （40) 代入 （41) 并利用 cr 1 = 


^2(U n - m X, «)<p n ^T=^(t/ n X, U m x)ifi n Tp^ 




根据第 14 章定理 7( Caratheodory 定理)，是单位圆周上一 个非负测度的 Fourier 
系数： 

( Wx 、 x 卜 j e ⑽ dm *. (42) 

正如符号所显示的，测度 mg 依赖于在 （42) 中令 n = 0说明全测度等于 || x || 2 . 

对任意的向量 x ， y ，( tTx , y ) 可以表示为土 2 ；) 和 { U { x ± iy ), x ±\ y ) 
的一 个简单线性组合.利用 (42), 我们可以写为 
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{ LTx . y ) = J e ind dm X } y } (43) 

这里， 

4lTl®，y = TlT/jg + y 一 TMjp — y + i 打 + 一 iTTlgg — \y . (44) 

显然， m *,* = rri x . 

定理 17 

( i ) 测度 m ；^ 对: c 线性，对 y 斜线性. 

( ii ) m x , y 是 x、y 的斜对称函數： m y , x = m x>y . 

( iii ) m Xy y 的全质量彡 ||x||||i/||. 

证明 ( i ) 每个测度由其 Fourier 系数唯一确定.由于 （43) 的左端对: r 线性, 
对2/斜线性，故右端也是如此. 

( ii ) 由测度 m x , y 的定义（ 44 )直接得到. 

( iii ) 在单位圆周上任取集合我们断定是//上的一个内积.由⑴， 
它对: r 线性； 由 （ ii ), 它是 x 和 2 /的斜对称函数.因为 m x , x ( S ) = m x ( S ) y 它是非负 
的.因此可以应用 Schwarz 不等式： 

\ m x , y ( S )\ ^ m x { S ) l ^ m y { SY ^. 

在前面我们看到的全测度是 || x || 2 . 因为％是非负的， m x ( S ) < \\ x \\ 2 , m y ( S ) < 
|| y || 2 , 于是 m x , y ( S ) ^ || x ||| M |. □ 

注意，定理 17 和定理 8 非常相似. 

设 S 是单位圆周上的任意 Borel M . 由定理17, m x , y (5) 是: r 和沒的斜对称 
函数，以 IWIIMI 为界. 于是由定理1,它可以表示为 

m x , y ( s ) = (^(^>2 /)i (45) 

这里 E ( S ) 是有界的对称算子.我们断定 { E ( S )} 具有定理9中列举的那些性质. 
例如下面是性质 （ vi ) 的证明： 

( vi ) E { SC \ T ) = E ( S ) E ( T ). 


证明把 （ 45) 代入 (43), 得到 



( ITx . y ) 

= J e ine d ( Ex , y ). 

(46) 

以 n + fc 代替 n: 



( ir + k x , y )-- 

= j e ind e ik 6 d ( Ex , y ); 

(47) 

另-•方面，在 （ 46) 中以代替 a 

f e in 

:, 我们可以把 （ 47) 左端表示为 

(48) 


在单位圆周上 Fourier 系数相同的两个测度 相等； 因此 

e ike d ( Ex , y ) — d ^ Elf ^ x . y ). 
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在集合 *9 上对此积分： 

J c s (0 y k 9 d ( Ex , y ) = ( E ( S ) 炉 x ， y )， （ 49) 

这里 cs 是$的特征 函数. 由 E ( S ) 的对称性，我们可以把 （的） 右端重写为 
( U k x , E { S ) y) i 应用公式 （ 4 6 )， 以 fc 代替 n ， 我们发现这等于 

J e ike d ( Ex , E ( S ) y ). (49’) 

在 （ 49) 和 （ 4 少） 左端的测度 Fourier 系数 相同； 因此它们相等： 

c s d ( Ex , y ) = d { Ex y E ( S ) y ). 

在任意的 Bore 〖集: T 上对两边积分： 

J c T c s d ( Ex y y ) = ( E ( T ) x , E ( S ) y ). 

由于 c T c s = c snT ， 左端等于 ( E ( Sf \ T ) x f y ). 应用 E ( S ) 的对称性，我们发现右端是 
( E ( S ) E ( T ) x y y ). 由于它们对所有的: r 和 y 相等， 

E ( SHT )^ E ( S ) E ( T )， 

此即 （ vi ). 

我们把定理9中列举的其他性质的验证留给读者. 

把 （45) 代入 (43), 我们得到 

( tTx , 2 /) = j e ind d ( Ex y y) t 

这是 

tT = J e in$ ciE (50) 

的一个弱情形.与定理9中一样,右端的积分在范数拓扑下存在.这是酉算子 C / 的 
谱分解. 

历史注记有界对称算子的谱分解属于 Hilbert 的工作.谱表示和谱重度理论是 
Hilbert 的一个学生 Ernest Hellinger (1883 -1950) 的工作.在被纳粹免职以前，他 
一直是法兰克福大学的数学教授.在1938年臭名昭著的反犹太人运动中，他被称 
为是 “ Krystallnacht ”， 还被送到令人恐怖的 Dachau (达 豪） 集中营.但他奇迹般地被 
释放.后来在美国西北大学教授数学并安定下来. 
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在本章中，我们研究无界自伴算子的谱理论. 

首先给出由 Hellinger 和 Toeplitz 得出的结果： Hilbert 空间丑上处处有定义 
且其伴随为自身的线性算子 M , 

(Mr, y ) - (x, My ) ⑴ 

是有界的. 

首先证明 M 是一个闭算子.假设 {X n } 是一个收敛序列，: C n — Mx n ^ U. 
在⑴中取 : c = o ;„， 得到 

= (x n , A/y), 

取极限，得 

( u , y ) = (x, My ). 

根据 （ 1), 右端等于 （ Mo:, y). 由 y 的任意性， ti = Mr. 因此 M 是闭算子.于是根据 
第15章定理12的闭图像定理， M 是有界的. 

由此可知，伴随算子为自身的无界算子只能定义在 Hilbert 空间的子空间上. 
下面是 von Neumann 给出的精确定义. 

定义设 H 是复 Hilbert 空间， D 是 H 的稠密子空间，4是上定义的线性算 
子.>1的伴随是定义域为 IT 的算子，是由中满足如下性质的向量 t 构 
成的集合： 存在 H 中向量，记为 A ^ v , 使得 Vtx € A 

(Au, v) = ( u , A*v). (2) 

由于 D 是稠密的，所以对任意给定的 v ， 存在唯一的向量4、满足 （2). 显然 ， ZT 
是丑的线性子空间且是上的线性算子.如果 D 且=次则称4 
是自伴算子. 


32.1 谱分解 

本章的主要结果是自伴算子的谱分解. 

定理1 设 A 是 Hilbert 空间丑 上的自伴算子，>4的定义城 为从则 A 有唯一的 
谱分解，即存在定义在 IR 的所有 Borel 可测子集上的满足下列性质的正交投影值 
测度五： 

(0 E (0) = 0, E ( R ) = /; 

( ii ) 对任意的可测子集 S 和 r ， E ( SHT ) = E ( S ) E ( T ); 
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( iii ) 对每个可測子集 A 矿05)=蚵刃; 

( iv ) 和>1交换，即对任意的可测子集 S , 迟 ( S ) 把>1的定义域 D 映到 D 内， 
且对 Vw €： Z ?， AE ( S)u — J 5(5)^4 m ; 


( v ) 


A 的定义域！>由所有满足 


且 

的向量 w 构成. 


J t 2 d { E ( t ) u , u ) 


Au = / tdE ( t)u 


⑶ 

⑷ 


这个重要结果（第 31 章定理 9 的延拓）有多种证明.第一个证明由 von Neu¬ 
mann 给出，我们将会在 32.3 节中简要地给出.另一种方法将会在 32.3 节中给出. 
在第 34 章半群中将会给出由 Marshall Stone 得出的一个 证明. 本节给出的证明由 
Doob 和 Koopman 得出. 

根据第 11 章定理 6, Herglotz-Riesz 定理，在单位圆盘 {C € C | : Cl < !} 内实 
部是正的每个解析函数 /( C ) 都可以唯一地表示为 

/( C ) = ic + J (5) 

这里 m 是单位圆周上的全测度有限的非负测度 ，(: 是实数.我们可以把单位圆盘换 
成上半平面并得到下面的变式. 


定理2 在上半平面内虚部是正的每个解析函數都可以唯一地表示为 

g ( z ) = a + mz + J 0 沒⑷， (5') 

这里 6' 是 R 上全测度有限的非负測度， a 是实數， m 彡 0. 


证明变换 


把单位圆盘共形的映到上半平面上，把=1点映到 oo . 上面描述的函数 /(() 和 
9 ( z ) 之间的关系为 


利用变换 （6) 的逆变换， 
以及/的表示（5)，我们有 


9( z ) = i /( C ). 



( 6 ') 


P(2)=i/(0 = -c + i J 


c w {z + i ) + (之 - i ) 

e ie (z + i ) — (2 — i ) 


dm (9) 
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C e i9/2 (z + i ) + e^ l9f2 (z - i ) 

J e i& / 2 (z + i)-e- i0 / 2 (z ~i) 


f 之 cos 沒 /2 -sin 没 /2 

J icos ^/2 + i2sin0/2 771 


-c + 



-^ cotan 0/2 + 1 , 



tz-hl 
t — z 


d 5( t ). 


在最后一步中我们引入新变量 : a = - c , t - - cotan ^/2, d $( t ) = dm (^), m = m (0) 
是 m 在 0 = 0 点的测度. 口 


下面的定理是定理 2 的加强. 

定理 3( Nevanlinna ) 在上半平面 {2 € C : Imz > 0} 内定义的虚部是正的且满 
足增长条件 


lim sup y | p ( iy )| < oo 

y—OO 


的每个解析函数贞 2 ) 都可以唯一地表示为 

眷/占， 

这里 n 是 R 上全測度有限的非负測度.进一步地， 

n ( R ) = lira ylm ^( iy ). 

证明由在上半平面内虚它可以表示为形式 （50. 令2 = ij / 并对 
实部和虚部分别叙述有界条件 （7): 


⑺ 

⑻ 

⑼ 


和 


lim sup y 


lim sup y 2 ( m 


/ 


t 2 + y 2 
+ t 2 








ds ) ^ M . 


t 2 -f y 2 

当 2 / — oo 时， （7 b ) 左端积分趋于 0; 因此非负数 m 必定为 0. 故由 （7 b ) 推出 

.2 


(7 a ) 

(7 b ) 


lim sup 

在积分左端让 j / — oo 取极限， 




(1 4- ^ 2 ) ds (^) ^ M . 


t 2 + y 2 
(1 + t 2 ) ds ( f ) ^ M . 


我们定义 

dn ( t ) = (14- t 2 ) ds ( t ); 

则 n 是全测度不大于 M 的非负测度.由 (7 a ), 

y 2 


(10) 


a = lim / 
J 


t 2 + y 2 

把 a 的值代入 （5') 并令 m = 0,我们得到 


fds (^) = / tds ( t ). 
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咖)=/ (苦 + 0坤)=/ T 37 ds « = / ㈣ . 

测度的唯一性由 （5) 中测度的唯一性可得.关系式⑼由⑻得到 • □ 

任给 R 上全测度有限的实或复测度 n ， 公式 （8) 定义了上半平面和下半平面 
内的两个解析函数化#称为测度 n 的 Cauchy 变换. 

引理 4 Cauchy 变换 （8) 是一对一的，即全测度有限的复测度 n 由它的 Cauchy 
变换唯一确定. 

证明 我们必须 证明： 若由 （8) 定义的 〆 幻对所有的非实数2都等于0,则 
n = 0.在⑻中以7代替^并取复共轭,我们得到 

網 = 0 = / 

这说明若 n 的 Cauchy 变换为0,则它的实部和虚部的 Cauchy 变换也等于 0. n 的 
实部可以分解为正部和 负部： 


n + 和 n _ 是非负测度.由此知 n + 和 n _ 有相同的 Cauchy 变换.因此根据定理3 
中的唯一性， n + 三 n _ ，故 Ren = 0. 类似地可以证明 Imn = 0. □ 


定义数^属于>1的预解集，当且仅当 >4 - H 把！） 一对- -地映到 H 上. 

定理5 设丑是复 Hilbert 空间，4是//上的自伴算子，则任意的非实复数 2 都 
属于 A 的预解集. 

证明 我们首先证明 A-zI 的值域 K 是丑 的闭子空间.值域 F 由所有形如 


Av - zv — u , v e D 
的向量 U 构成.在两边取和 V 的 内积： 


( Av , v ) — z ( v , v ) = ( u , v ). 

由于 4 是对称的， ( Av , v ) 是实数，故左边的虚部是 - Im ^ lHI 2 . 在右端应用 Schwarz 
不等式， 


|Im:||H 2 < IMIIMI ， 


这意味着 


设 { u n } 是4 的值域中一列收敛到向量 tx 的 向量: 


( 11 ) 


Av n - ZV n = U n . 

由不等式 (11), || Vn - Vm ||^ l/|Im^|||ti n - Wm ||. 因此％有极限 v. 我们断定极限 
v ^ D . 为此，我们在上述关系式中令 n — oo . 右端趋于％左端第二项趋于-抑. 
因此第一项 > l Uri 有极限，记为 r : 


(12) 
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现在取>1%和 D 中任意向量切的内积并利用4的自伴性： 

(Av n ,w) = (VnyAw). 

令 n — oo 取极限： 

( r , w ) — ( v , Aw ). 

根据自伴性的定义，这说明 v 属于4的定义域 D 且 Av = r .结合 （12) 这说明 u 
属于 A - zl 的值域，故值域是闭的. 

若4 - d 的值域不是整个孖，则存在非零向量 keH 与其 正交 ： Vv e D , 
(Av - zv , k ) = ( Av , k ) - ( v , zk ) — 0 

根据自伴性的定义,属于 D 且%.于是 （& fc ) 不是实数，与 4 

的对称性矛盾. 

这证明了 4 - 2/把 D 映到整个 H 上.由上可知它是一对一的；若不是这样， 
则存在 keD 使得 （4 - zl )( k ) = 0, 这与 （11) 矛盾. □ 

我们定义 A 的预解式为 

R { z ) = 

由 （11), 对非实复数\ 

\\ R ( z )\\ ^ (13) 

推论1 在>1的预解集上，丑 ( 2 ) 是 2 的解析函数. 

证明 Vu e 好，记 R ( z)u ^ v ( z ). 根据只的定义， 

(A — z ) v ( z ) = u . 

类似地， 

(A — (z h )) v(z - y - h ) = u . 

两等式相减并除以/ 

( A . v ( z -\- h )- v ( z ) 

(A - ^~— = v(z + / i ), 

这与下式 相同： 

= R ^ v ( z + ^) = R {^) R(z + h ) u . 

利用估计式 (13), 我们断定 v 关于2是 Lipschitz 连续的.令 /I — 0,我们断定 v ( z ) 
在复平面上是可微的，故 R ( z ) 在强拓扑下是全纯的. 口 

我们断定 R { z ) 的伴随是 H ㈤ .为此, Vti ， 1 £? € //,记 R { z)u = v y { A - z)v = u , 
我们有 

( u , R ( z ) w ) — ((A — z ) v , R ( z ) w ) = ( v , {A — z ) i 2( z ) ti ;) == ( v , w ) = ( R ( z ) u , w ). □ 
固定 // 中的向量 tt ， 对非实复数2,我们定义复数值的函数 如下： 

9 { z ) = ( R { z ) u , u ). (14) 

为了显示 9 ( 2 ) 与 w 相关，当有必要时我们记 〆 2 ) = g u ( z ). 
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引理 6 Viz e 好 ，由 （ 14) 定义的 g 满足下述 性质： 

( i ) g 在上半平面 { z € C : lmz > 0} 内是 2 的解析函数，且其虚部在上半平 
面内是非 负的； 

( ii ) y \9 ui } y )\ ^ IMI 2 ; 

( iii ) lim ylmg u {\ y ) = || u || 2 ; 

y — *00 

( iv ) g ( z ) = g ( z ). 

证明 g 的解析性由 R ( z ) 的解析性得到.记 R ( z)u * V ; Wi 

u = (A - z)v = Av - zv . (15) 

取 （15) 和 V 的 内积； 由 (14),^=( v , ti ), 我们得到 

g ( z ) = ( v , u ) — ( v , Av — zv ) = ( u , Av ) — z ( v ^ v ). (16) 

由于 >1 是自伴的， （ v ， i 4 v ) = ( Av , v ) = ( v . Av ) 是实数，故由 （16) 我们推出 

Imp ( 2 ) ^ y ( v , v ), y = Imz . (17) 

这证明了 的虚部在上半平面内是正的，此即⑴. 

( ii ) 根据 Schwarz 不等式， 

| 如 (2)| = |(fl(2)li ， W)K l!^(2)u||||tt|| ^ ||/1(2)"| 卜 || 2 . 

对 R ( z ) 利用不等式(13)，我们得到 （ ii ). 

( iii ) 取 （15) 和 u 的 内积； 由(14)，％ = ( v ， tt )， 我们得到 

|| t *|| 2 = ( Av , u ) - zg u ( z ). 

在上式中令 z = iy 并取实部 •. 

||w|| 2 = Re(i4v,w) ^ yhng u (\ y ). (18) 

为完成 （ iii) 的证明，我们只需证明 （ 18) 右端第一项当 y 趋千 oo 时趋 于 0. 为此, 
我们首先用 Schwarz 不等式估计 此项： 

| Re ( i 4 v ,- u )| ^ |( i 4 v , u )| ^ || i 4 v |||| u ||. 

为证 II ^ H 趋于0,我们把写为 

Av = AR ( z)u = (/+ zR { z )) u . 

取 z = iy 并利用不等式 （13) 我们得到估计式 

11^(12/)11 <1+2/11^)11 <2. (19) 

这证明了算子 AR (\ y ) 是一致有界的.显然，只需证明对//中的一个稠密子集中的 
w , AR {\ y ) u 趋于0即可.由于 D 在孖中稠密，由 （13) 知 

\\ AR { iy ) u \\ = \\ R ( iy ) Au \\ < ||丑 ( iy )| 川加|| < \\ Au \\/ y . 

( iv ) 因为 R *( z ) = R ( z ), 我们有 

g ( z ) = ( R ( z ) u y u ) — ( R *( z ) u , u ) = ( u , R ( z ) u ) = ( R ( z ) u , u ) = g ( z ). □ 

引理 6 说明对丑中任意的％由 （14) 定义的函数满足定理3的假设.因 
此，当 Imz 是正数时 ，办） 可以表示为形 式⑻： 
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( R (2 >u ， u) = f 黑 . (20) 

这里，非负测度 n 依赖于向量 u , 记为 n = n u . 由 （ iv ), 表示 （ 20 ) 在下半平面内也 
成立 • 

我们由关系式 （ 9 ) 和引理 （ 6 )( iii ) 知 

n u ( R ) = || u || 2 . (21) 

对任意的向量 u 和％我们把 ( R ( z ) u , v ) 表示为 ( R ( z)(u ± v),u ± v ) 和 
( 11 ( 2)(11 ± \ v) y (u ± \ v )) 的线性组合.这推出了 ( R ( z ) u . v ) 的积分表示为 Cauchy 
变换： 

( R ( z ) u ， v ) = J j -^ dn UtV . (22) 

测度 n tt ， v 可以用和简单地表示 出来； 参考 31.7 节公式 （44). 

n u ， v 的性质总结在下面的引理中. 

引理7 

( i ) ^ iu,u = 

( ii ) riu.v 对《线性，对 v 斜线性. 

( iii ) n 奴 ， v 是 tx 和 v 的斜对称函数： n v>w = n u v . 

( iv ) n u>v 的全变差《 ||«||| H |. 

证明与 31.7 节中引理7的证明 相同； 它基于 n u ， v 的简单的显式表达式. □ 

现在我们应用第31章定理 1. Hilbert 空间开上的一个有界的、斜对称的、斜 
双线性泛函 b ( Uj v ) 可以 唯-地 表示为 

6 ( 11 ， v ) = ( Eu , v ) 

这里五是付上有界对称算子.引理7说明对任意的集合 A n u < v ( S ) 是这样的泛 
函； 因此存在有界对称算子 E ( S ) 使得 

n u , v ( S ) ^ ( E ( S ) u . v ). (23) 

代入（ 21 )，我们得到 

( R ( z ) u 、 v ) = j ~ d ( Eu , v ). (24) 

我们断言由 （23) 定义的算子五是 A 的谱分解，即它们具有本章开始定理1 
中所列举的性质. 

证明⑴根据（23)，对所有的 u , v , n U ( W ( 0 ) = 0,故 { E (0) u , v ) = 0；这使得 
E (0) = 0. 另一方面，结合 （21) 和 (23), 我们得到对所有的向量 u , 

( E ( R ) u , u ) = n u ( R ) = || u|| 2 = 

由此容易推出 E ( R ) 是恒等算子. 
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( ii ) 首先证明算子 H ( z ) 和五交换.为证明此，首先注意到对任意不是实数的 
复数2和切，算子⑷和 R ( w ) 交换.因此，//, 

( R ( w ) R ( z ) u , v ) = ( R ( z ) R ( w ) u 1 v ). (25) 

我们利用 R ( w ) 的伴随重写 （25) 的左端.再在表示式（2 4 )中以代替 r 得到 
( R ( z ) u , R *( w ) v ) = J j ^ d ( Eu , R *( w ) 1 v ) = J j ^ d ( R ( w ) Eu , v ). (26) 

在表示式 （24) 中以 R ( w)u 替换％我们重写 （25) 的右端得到 


- d ( ER ( w ) u , v ). 


(26，） 


•/ 

Cauchy 变换 （26) 和 （26') 是;2的相同的 函数. 因此由引理 4 ,表示测度也相同：对 


任意的可测集 S , 


( R ( w ) E ( S ) u , v ) = ( E ( S ) R ( w ) u , v ). 

由于这对任意的 W 和 r 都成立，故对任意的集合 S 和任意的非实复数 w 都有 


R { w ) E { S ) = E ( S ) R ( w ). 


为了证明 E ( SHT ) = E ( S ) E ( T ), 利用预解恒等式 




R ( z ) - R { w ) 


重写 （25) 式； 对 z 和 w 两次应用 （24) 得到对 （25) 式右端， 

7^ / ( 占-占) 一 H (占) ( A ) d ( 心)， (27) 

现在比较 （26) 和 (27). 再一次应用引理4,我们断定在这两个公式中出现的测度相 
同.因此对任意的可测集 S ， 

(R(w)E(S)u i v) = ( _ d (£； ti ， V )， (28) 

J t — w 

此处 cs(t) 是集合 S 的特征函数.现在应用公式 (24), 以 w 代替 Z ， 以 E(S)u 替换 
u , 把 （28) 式左端重写为 

f -l-d(EE(S)u,v). (28 ; ) 

J t ~ w 

比较 （28') 和 （28) 式的右端.我们再一次应用引理4断定在这些公式中出现的测 
度相同：对任意的可测集 T \ 

(E(T)E(S)u } v) = J c s (t)d(E(u) } v) = (E(S n T)u,v). 

由于这对任意的向量 w 和 t ; 都成立，故 E{T)E{S) = E(SHT), 这证明了 （ ii ). 


( iii ) 五的对称性由 n UiV ( S ) 的斜对称性可知. 

( iv ) 我们己经看到五和丑= R ( z ) 交换.为证它与>1交换，设 V 是>1定义域 
中任意的向量，则 v 可以写为形式 v ^ Ru , ueH . 应用等式= 1+ 2 H , 得到 


EAv = EARu = Eu + zERu . 
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类似地，由于五和 JR 交换， 

AEv = AERu = AR ( Eu ) = Eu -{- zREu = Eu 4 - zERu . 

因此， EAv ^ AEv , 且五把 Z ) 映到内. 

( v ) 假设 t ; 属于 4 的定义域因为《⑷把汉映到 D 上，我们可以把 v 写 
为 v = R ( z ) u . 选择 z = i .设了表示任意可测集.利用五和的性质以及预解恒 
等式，我们有 

{ E ( T ) v , v ) = ( E ( T ) Ru , Ru ) = ( R * RE ( T ) u t u ) = ( R {- i ) R ( i ) E ( T ) u , u ) 


这证明了 

因此 

由此可知, Vv € D ， 


士 ([ 邱 )— il(—i)] 五 (r)u ， u) 

ij[jh-M d{EE{T)u ^ 

I Y^diEEiT)^ u) = ^ Y^2 d( < E ^ 


d ( Ev , v ) 


- } d { Eu , u ), 


+ i 2 

(1 + t 2 ) d ( Ev , v ) — d ( Eu , u ). 
f t 2 d ( E > v y v ) < oo . 


R { z ) u , 


下面我们证明对 v e D , 关于向量值测度的 Riemann 积分 

f tdEv 


(3) 


收敛.为此，考虑 IR 的有限区间 *9 和 S 的任意不交子区间分解 S = U 5 J( 每一个 
区间长度都小于 1. 与此分解对应的 Riemann 和是 


^ ^ tjE ( Sj)v = > tj € Sj ' (4’) 

此处巧是 E ( Sj)v 的缩写.由性质 （ ii ), 向量 Vj 是互相正交的，故 Riemann 和 （4') 
的范数的平方是 


E 引 M 2 - 

由于这是积分 （3) 的 Riemann 和，它对所有的分解是一致有界的.积分 （4) 的收敛 
性由此可知. 

为确定此积分的值，我们取 H 中任意向量 tu . 设 T 是任意可测集.利用前面 
建立的五和 il 的关系，我们导出下列 等式： 

(E(T)v,w)^ (E(T)Ru,w) = (RE(T)u,w) 

=f -^-~d(EE(T)u,w)= f -^—d(Eu,w). 

J t 一 z Jt t 一 z 
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这证明了 
从而 


d ( Ev , w ) = 


1 


d ( Eu , w ), 


(t — z ) d ( Ev . w ) = d ( Eu , iy ). 
在上式右端取 u ^( A - z ) v 得到 


tdiEv ^ v )) — d ( EAv , w ). 


此式在 R 上积分，我们推出 


I td ( Ev , w ) = { Av , w ). 


左端是积分 （4) 与 u ； 的 内积； 由于是任意的，故 

J t<lEv = Av . 

定理1得证. 

推论若 ./• 属于的定义域，则€幵， 


{ A k x y v ) 


j t k d ( Ex , v )^ 




习题1证明关系式 （29). 

我们现在简要给出另外两种构造自伴算了-谱分解的途径. 


□ 

(29) 


32.2 利用 Cayley 变换构造谱分解 


下面我们给出 vcm Neumann 利用自伴算子4的 Cayley 变换 

t /=(> l - i )( i 4 + i )- 1 (30) 

给出的构造谱分解的原始方法. 

定理 8 算子 L 7 是酉算子，即1/是从//到 H 上的保范映射 • 

证明由于算子 A 土 i 把 D ( A ) —对一的映到//上，把//映到 H 上.我 
们断定 t / 是保持范数的.为此 ， Vu G 好，设 V 和 w ; 为向量 

v = (A i ) _1 u , w = Uu . 

则 

(A + \)v = 14, (A - i)v = w . 

取内积并应用 4 的对称性，我们得到 

|H| 2 = ((i4+i)v ， (A + i)v) = || i 4 v || 2 + ||v|| 2 +i[(v ， Av ) - ( i 4 t ?, v)] = || i 4 v || 2 + || v || 2 , 
类似地 

\[ w \\ 2 = (( A - i ) v ^ A - i ) v ) = \\ Av \\^ IMP . 

这证明了 是保范的. 


□ 
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习题4证明 （4 2 + i )- n 把孖映到 A 2 n 的定义域上. 

设 g ( A ) 是任意次数不大于 2 n 的多项式.由引理9知， q ( A )( A 2 + I )~ n 是处处 
有定义的有界算子. 

习题5证明若多项式9的系数是实数，则 q { A ){ A 2 + I)~ n 是对 称的. （提示：首 
先证明 4 2n 的定义域在开中稠密 .） 

谱映射定理的如下形式成立. 

引理10设 q 是次数不大于 2 n 的实系数多项式， r ( A ) = g ( A )( A 2 + l)_ n ，则 r ( A ) 
的谱由所有的形如 r ( A ) 的实数 a 构成，这里 A 取遍 4 的广义谱. 

证明记 

r ( A ) -<t = [ q {\) - ( T (久 2 + l ) n ]( A 2 + l )~ n . 
q (\)~ a {\ 2 + l ) n 有实根和成对的共轭复根.把上式分解为 

k 2(n-k) 

r(A)-a-n (( A -^) 2 + ^) n ( A-W + l )-' (33) 

l i 

于是 

k 2(n~k) 

r ⑷ - a /= n ((4 -巧炉 + 乂 1 ) n ( A - XeT )( A 2 ^- ir n . 

1 1 

部分积 

k 

n ((- A - p^ 2 +^ 2 /)(^ 2 +/)- fc 

i 

是付到好上的一对一的映射.余下的因子是开到//上的一对一的映射，当且仅 
当所有的沁属于 A 的预解集且分子的所有0点个数为 2 ri 个.由（33)， r (\) = a , 
上面使得可逆的两个条件可以叙述 为：对 4的谱中任意的 A ， r ( A ) ^ a 

且 7 *( 00 ) ♦ G ， □ 

根据引理9和习题4,对上面的有理函数 r ( A ), r ( A ) 是有界对称算子.现在应 
用第31章定理3: || r ⑷ || 等于 r ( A ) 的谱半径.根据引理10, r ( A ) 的谱是 r ( A ) 在 
A 的广义谱 a ( A ) 上的值域.因此 

IK^)II = A max ^ | r ( A )|. (34) 

上面描述的有理函数构成了实数域 i 的一个代数.我们断言它们分离广义实 
数轴的点.显然，若 Ai 和 A 2 有相同的符号， ( A 2 ^!)- 1 在 Ai 和 A 2 处值不 相等； 当 
M 和 A 2 中有一个为 oc 时也是这样.若 A : 和 A 2 有相反的符号，则 A ( A 2 + 1)- 1 分 
离它们.而且常数函数也在此代数中.我们现在应用如下定理. 

Stone-Weierstrass 定理 如果紧 HausdorfF 空间 n 上的实數值连续函數构成的 
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一个代数分离 Q 中的点且包含常数函数，则它在 Q 上的连续函数空间 c(n ) (紙以 
最大值范數）内是稠密的 . 

证明参考 13.3 节. 

由此知上面定义的有理函数 r ( A ) 在>1的广义谱的谱加入点 oo 的紧化) 
上的连续函数空间中是稠密的.即每个这样的连续函数/都可以用一列有理函数 
一致 逼近： 

lirnr *； = /. 

由此 {/>} 是一个 Cauchy 列： 

max | rjb ( A ) - r ; (入)卜 0. 

A€a(A) 

由 （34)， 当; M 趋于 oo 时， | hk (> l ) - r ,( A )|| 趋于 0. 算子 r k { A ) 的范数极限定义 
为/⑷. 

容易验证我们刚刚定义的函数演算具有第31章定理5中列举的所有性质.这 
个函数演算，与在 31.3 节中所做的一样，可以用来构造算子4的谱分解.沿着 31.5 
节的思路可以构造出谱表示. 

注记微分算子（包括常微算子和偏微算子）是第一类被建立起谱理论的无界算子， 
我们将在在第33章中讨论它们.无界积分算子的第一个一般的谱理论是 Carleman 
在奇异积分算子的框架下发展起来的. 

在参考文献中，我们列举了一些自伴算子谱理论的早期著作. 

参考文献 

Carleman, T., Sur les equations integrates singulieres d noyou riel Almquist 

and Wiksells, Uppsala, 1923. 

Doob, J. L. and Koopman, B. O., On analytic functions with positive imaginary parts. 
Bull. AMS, 40(1934): 601 606. 

Hellinger, E. and Toeplitz, O., Grundlagen einer Theorie der Unendlichen Matricen. Math. 
Ann., 69(1910): 289-330. 

Lengyel, B. A. and Stone, M. H., Elementary proof of the spectral theorem. An. Math” 
37(1936): 853-864. 

Lorch, E. R.，Functions of self-adjoint transformations in Hilber space. Acta. Sc. Math. 
Szeged, 7(1934): 136 146. 

Nevalinna, R M Asymptotische Entwickelungen beschrankter Punktionen und das Stieltjess- 
che Moment-problem. Ann. Acad. Sci. Fennicae, A 18(1922). 

Riesz, F.，Uber die linearen Transformationen des komplexen Hilbertschen Raumes, Acta 
Sci Math. Szeged, 5(1930): 23-54. 
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自伴算了•的定义要求人们将算子的定义域十分精确地描述 出来. 在许多倩况 
下.这是可能的，但是对于大多数定义在域上的满足各种边界条件的变系数偏微分 
算子而言，准确刻画它们的定义域几乎是不可能的，也是毫无意义的.因为这类算 
子基本上都是通过某种合适的延拓过程而定义的.在本章的第-•部分，我们将刻画 
这些过程. 


33.1 无界对称算子的延拓 

定义算子 C 7 称为算子5的延拓，如果 C 的定义域包含了 5的定义域，并且在 
它们的公共定义域内，有 Cu = Bti . 

设 H 为 Hilbert 空间， 0(B) 为 H 的稠密子空间， 今 B 为 D(B) 到付 内的对 
称算子： 

{ Bu , v ) = ( u , Bv ) (1) 

其中为 D ( B ) 中任意向量.我们提出如下 问题： 

(i) 能否将 B 延拓为一个自伴算子？ 

(ii) 有多少种延拓方式？ 

(iii) 通过何种过程？ 

首先回忆一下闭算子的定义.闭算子是一个图像为 HxH 中的闭子集的线性 
算子.用收敛的语言叙述如下. 

定义设 （7 是从 H 的稠子空间 D ( C ) 到//内的算子，如果由 D ( CT ) 内的向量列 
{ u n } 收敛于 w e H ， 且 { C ^„} 在 H 中收敛于切，可以推出 it 属于 C 的定义域 
D ( C ) 且 Cw = 则称 （7 是一个闭算子. 

我们现在刻画如何将一个稠定的对称算子 B 延拓为闭的对称算子，并且这种 
延拓为最小 延拓； 与此同时，我们称 S 的这种最小延拓为 B 的闭包，用 B 表示. 
任取 D ( B ) 内的向董列 {〜} ，设 { u n } 收敛于 w , { Bu n } 收敛于在⑴中，令 

U = ti n , M 

{ Bu ny v ) - ( u n , Bu ). 

令 n — oo , 得 

( w , v ) = ( u , Bv ) (1 ; ) 
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其中 v 为 D ( B ) 中的任意向量.由于 D ( B ) 在//内稠密，所以 （10 中的向量祕由 
u 唯一决定. 

定义由右 U = «；定义的算子称为丑的闭包，其中奴，议满足 （1'). B 的闭包用右 
表示. 

习题 1 证明：若闭算子 c 是稠定对称算子 B 的延拓 ，则 C 也是右的延拓 . 

定理 1 设 B 为稠定对称算子， B 为 B 的闭包，则 

( i ) B 是 闭的； 

( ii ) B 是对称的 ; 

( iii ) 对任意非实的复数 B - 2 将 JD (5) — 一地映为幵中的一个闭子空间 . 
证明 （ i ) 由 B 的构造可得 B 是闭算子. 

( ii ) 为证5是对称的，任取 D ( B ) 中的向量 V ，设 { v „} 为 D ( B ) 中的向量列， 
且 V n — > V ， -♦ Bv ; 在 （1') 中，令 v = v n ; 令 n —► 00,得 

( Bu , v ) = ( u , Bv) y 

即 B 是对称的. 

( iii ) 设 2 为任意非实的复数， tx 为 D ( B ) 中的向量.用/表示向量 （5- 
将/与 u 作 内积： 

( Bu , u ) ~ z ( u , u ) = ( f , u ). 

因为: S 是对称的，左边第一项是 实的； 由等式两边的虚部相等，所以 
| ImzMN | 2 -| Im (/, Ti)K H / II -| M |. 

由此不等式，得 

( 2 ) 

此不等式隐含了算子 B - z 是一对一的. 

设{/ n } 为 B - z 值域内的收敛于 feH 的一列向量： 

(B-z)u n = f n . (2 。 

由（2)、 { w n } 在丑中收敛于向量 tx . 由 （2') ， { Bu n } 收敛.由于5是闭算子，所以 
u 属于 B 的定义域且= / + ZU ， 即/属于 B ^ z 的值域. □ 

下面是两个有用的推论. 

推论 1 自伴算子 4 是闭的 . 

证明由定理1 的 （ ii ), 2是对称的且 A 的定义域包含在的定义域内.由 
于 yr 和 a 有相同的定义域，从而推论得证. □ 

结合推论1与习题1,我们导出如下推论. 

推论 r 若自伴算子 ii 是稠定对称算子 B 的延拓，则 4 也是 B 的延拓 . 
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下面的定理给出了对称算子为自伴算子的一个充要条件 • 

定理 2 对称算子 4 是自伴的，当且仅当每个非实的复数 2 都属于 4 的预 解集. 

证明由第32章定理5,每个非实的复数都属于自伴算子的预解集.因此，我 
们只要证明此结论的逆成立.设 2 为某一非实的复数且 z 和玄都属于4的预解 
集，我们先证（义-匀 — 是 （4 -玄广 1 的伴随，即证 ：对丑 中的任意向量/和仏 




= (/，( AH ). 

⑶ 

为此，我们简记 

(A - z)~ l f - x , 

{ A - zy l 9 = y . 

⑷ 

重记 （3) 为 

(«, - z ) y ) = 

(( A - z ) x , y ). 

K) 

因为>1是对称的，所以对4的定义域内的所有 x 和 1/, (4') 都成立 • 又因为 A 

— Z 


和4 -芝的值域为丑，所以⑶对所有 f , geH 都成立 • 

现在证明 A 是自伴的•由于4是对称的，只需 证明： 若 t ; 属于的定义域， 
则1；属于4的定义域且.设 A*v = iy , 则对 D(A) 内所有 

(i4x,v) = (x,uu); ⑻ 

此式两边减去有 

((A — z)x,v) = (x,w — zv). 

令 g — 芝 v; 由 （ 3) 和 （ 4), 得到 

(f,v) = ((A - zy l f,w-zv) = (f,{A- z)~ l {w- zv)). (5 ; ) 

由于对 D(A) 内的所有； r , ⑻ 成立，所以 （ 5') 对 H 内的所有/成立.因此， 
v^(A~ z)~ l (w-zv). 又因为 （4 一 玄广 1 的值域为 D(A\ 故 v 属于 £>(4) .用 
(A - z) 作用，可得 Av = w ; 从而 A*v = Av. □ 

注记在上述证明中，我们仅用到了假设：存在某个非实的复数 z ， 使得 z 和芝属 
于4的预解集. 


33.2 对称算子延拓的例子，亏指数 

本节将给出一些对称算子延拓的例子，刻画自伴算子延拓的可能性. 

例1 

定义设好为 Hilbert 空间 L 2 ( U ), Cj 为 R 上的有紧支集的一阶可微函数组成的 
全体，设 B 为作用在 D ( B ) = Cj 上的算子 i ( d / dx ). 

命题 B 是对称的，其闭包 5 是自伴的 . 

证明利用分部积分法，可以证明 B 是对称的.令 2 为任一复数 ， S - z 的值 
域由形如 
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i^-u - zu = f, u e Cq } (6) 

dx 

的所有函数 / 组成.两边用 e iza ; 去乘： 

{ ^ zx u ) ^^ zx ft (60 

沿31上 积分； 由于 t / 的支集为^集，故丑 - z 值域内的每个函数/需满足 

0= f e lZX f ( x ) dx . ⑺ 

J 一 OO 

反之，我们断言： R 上的每个满足⑺的 Cb 函数/都属于 B - z 的 值域. 这是因 
为，定义 

u ( x ) = -i f e iz { y ~ x ) f ( y ) dy . ⑻ 

J — OO 

显然, ti 有连续的导函数并且若 / 在紧区间 s 外为 0, 则 （ 7) 和 （ 8) 蕴含了 u 在区 
间外也是 0. 

由于函数 e izjc 在 R 上非平方可积,所以 R 上的满足条件 （7) 的所有紧支集的 
连续函数组成的集合在 L 2 ( R ) 中稠密.根据定理⑴的 （ iii )， 对于每个非实的复数 
z ^ B - z 的值域是闭的，从而为整个空间 //. 又因为 B - z 是一对一的， 所以 z 属 
于 B 的预解集.根据定理2,忑是自伴的. 

闭包为自伴的对称算子称为本性自伴算子. 口 

例2 

定义 令 H 为 Hilbert 空间 L 2 ( R + ), C l 0 表示 1 R + 上有紧支集的一阶连续可微函 
数的全体•设 B 为定义在 D ( B ) = Cj 上的算子 i ( d / dx ). 

命题 B 是对称的，但是其闭包 B 不是自 伴的； 此外， B 不存在任何自伴延拓 . 

证明由于 B 的定义域内的所有函数/在0和 oo 的附近为0,所以可以借助 
于分部积分法证明 B 的对称性.如例1的讨论，对于非实的复数 A 同样可 证明: 
支集为 R + 内的紧子集的连续函数/属于2的值域，当且仅当 

0 = f e iZX f ( x ) dx . (9) 

Jo 

当 Imz < 0 时，函数 ed * 在 R + 上非平方可积，因此满足 （9) 的所有 G 函数/组 
成的集合在 L 2 ( R + ) = H 内是稠密的.由定理2, B - z 的值域为整个 Hilbert 空间 
H. 

当 Imz >0时，函数戶 25 在5^上平方可积，因此 B - z 的值域由籽内的所 
有满足正交条件 （9) 的函数/组成.故 B 不是自伴的. 

我们再证 B 不存在任何自伴延拓.若不是这样，假设>1是 B 的一个自伴延 
拓； 注意，由推论1，这样的延拓4也是 S 的延拓.由于 B 不是自伴的，从而存 
在向量 v 属于 A 的定义域，但不 属于否 的定义域.令; r 为任一复数且 Imz < 0, 
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则由上述证明 ， B - z 将 D ( B ) 映为整个空间孖.因此 D ( B ) 内存在函数 w 使得 
( B - z)u = ( A - z ) v . 由于是忑的延拓，所以4 一幻 (v - u ) = 0,但这是不可 
能的，除非 v - it = 0;因为4是对称算子，由定理1，对于复数 z (Imz <0 ) y A-z 
无非0的零向量.因此 ， v - u = 0,但这又与向量 v 的选择 矛盾. 口 

例3 

定义令 /f == L 2 (0,1), Cj 为定义在[0, 1] 上的且在端点 x = 0, x = 1取值为0的 
所有连续可微函数 w 的全体.设 B = i ( d / d *) 为定义在 D ( B ) = Cj 上的算子. 

命题丑是对称的，但闭包 B 不是自伴的. 5有自伴延拓. 

证明 B 的对称性可由分部积分得到.如上述例子，我们同样可以 证明： B~z 
的值域，其中 Im ; r 寺 0，由 L 2 内所有满足正交条件 

f e lZX f ( x)dx = 0 
Jo 

的函数 / 组成.根据定理2, 5不是自伴的. 

我们现在构造 B 的一个自伴延拓. 

定义令 a 为绝对值为1的 复数： | a | = 1，但 a / 1. 定义为算子 i ( d / d : c )， 作 
用在满足边界 条件： 

it ( l ) = att (0) 

的所有 C 1 函数 u 组成的空间上.显然，是 B 的一个延拓. 

习题2 证明 A q 是对称的. 

现在要证明的闭包是自伴的.取复数2, Im;r / 0,我们 断言： 每个连续函 
数属于 A a - z 的值域.要证明此断言，对 （60 从0到 z 积分.若用 c 表示 u 在0 
点的值，则 

u ( x ) = c — i / e *(v - x ^ f ( y ) dy . 

Jo 

特别地， 

= e iz ( y ~^ f ( y ) dy . 

Jo 

令 ti ( l ) = ac 为关于 c 的方程.由于 a ^ 1, 此方程有唯一解. 

由于连续函数在 L 2 内稠密，从而 - z 的值域在炉内 稠密； 因此-之 
的值域为整个空间 //. 由定理2, 是自伴的. 口 

上述这些例子很好地揭示了对称算子的延拓问题.更一般的结果归功于 von 
Neumann . 

定理3 令 （7 为作用在 Hilbert 空间 H 内的稠定闭对称算子.根据定理1， C - z , 
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hnz ^ 0, 的值域为 H 的闭子空间 . 

( i ) 对于虚部大于 0 的所有复数 ; s : > 0 , C-z 的值域的余维数都是一样 

的 . 类似地，对于虚部小于 0 的所有复数 Imz <0, C - z 的值域的余 
维数也都是一样的 . 我们分别用和表示这两个余维數，它们称为 
算子 C 的亏指數 . 

(ii) C 有自伴延拓，当且仅当 n+=n_. 

证明我们简要给出 （ ii ) 的证明.作 C 的 Cayley 变换： 

V = ( C - i )( C - hi)-K (10) 

K 将 C 7+ i 的值域映为 C 7- i 的值域.采用第32章定理8的证明方法可证， V 是 
等距算子.显然，等距算子 V 可以被延拓为一个酉算子，当且仅当 V 的定义域和 
值域有相同的余维数.假设 n + = n _ ，则 V 可以被延拓为酉 算子； 用表示 F 的 
一个酉延拓. 

我们 断言： 1/的逆 Cayler 变换 

A = i (/+ U )( I - U)~ l (10 ; ) 

为 C 的自伴延拓.首先要 证明： U 存在 Cayler 逆，即无非平凡的零点.假 
设 （ J - U)n = 0. 由伴随的定义，对任意向量 y , 

0 = ((/- n ) n s1 ;) = ( n ,(/- lT ) y ). 

故 n 与 J- tT 的值域正交.又 t/ 是酉算子， tT 的值域等于 （ J - IT)U = 
L 7- LTU = 17 —J 的值域. 

由公式（10)， V - I = -^( C + i /)- 1 . 定理1蕴含了 ( C + ii )- 1 的值域即 V-I 
的值域为 C 的定义域，从而为丑的稠密子空间. 又 U 为 F 的延拓，从而/- C 7 
的值域包含 V 的值域，进而也是//的稠密子空间.这样我们证明了 n = 0.故 
/- C / 可逆.由 (100, A 的定义域正是 J - C / 的值域， 从而 A 是稠定算子. 

我们再来证明 4 是对称的.令为 4 的定义域中的两个 向量由 （ 10'), 
( Au , v ) = i (( I + 1 /)( 1 - U )~ l u , v ). 

由伴随的定义，上式右边等于 

i(w,(/- lT ) v ). 

注意到 c / 是酉算子 ， cr = tr l ； 因此上式又可以整理为 

tr 1 ) 一】(/+ ir l ) v )=\{ u ,( u - i )- l u ( i + ir ^ v ) 

= i ( u ,( C /- i )- 1 ( t /+7) v ) = ( u , Av ). 

最后一步，我们用到了 (100 中的两个乘积因子可换这一事实.故4是对称的. 

要证明>1不仅是对称的而且还是自伴的，只需 证明： 每个非实的复数 Z 都属 
于 >1 的预解集•由 （ 10), 有 

A - J7+ iz ( I - 17))(/- ⑺- 1 = i((l + iz)/+(l-iz) U )( I - U )~ l . 
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由 31.7 节，每个酉算子的谱位于单位圆周上.因为对每个非实的复数 A 不可 

能在单位圆周上，所以上式右边的第一个因子 将打映 为开;第二个因子将4的定 
义域映为 i /. 这证明了 >1 - d 将4的定义域一对一地映为好，即 z 属于4的预 
解集. ° 

习题3 证明定理 3 的 ⑴. 


习题4计算例1、例2和例3的亏指数. 

定理3有如下重要推论. 

推论 设尺 为实 Hilbert 空间， B 为尺上的稠定对称算子，则 B 存在到 / T 的复 
化空间上的自伴延拓. 

证明 K 的复化空间为丑= K + iiC , 所以 B 在 H 上有一个自然的延拓 •注 
意到孖上有一个自然的复 共轭： = u - iv , 为 K 中的 向量. 此共轭运算 
与 B 的作用可换. 

用 C 表示 B 的闭包，则 C 也与//上的复共轭 交换. 因此 C - 的值域为 
的值域的复共辆,从而 C _ zJ 值域的余维数等于 C -5 J 值域的余维数.这 
证明了 C •的亏指数 相等； 由定理3, C 有自伴延拓. 口 

33.3 Friedrichs 延拓 


本节我们将刻画 Friedrichs 建立的一种重要的延拓方法.用此方法可以将一大 
类对称算子，如 Schroedinger 算子,延拓为自伴算子. 

定义设 Z 为作用在 Hilbert 空间//内的稠定对称算子， D 为 L 的定义域.我们 
称 I 是 下半有界的， 如果存在常数 c , 使得对于内的任意向量 W 成立不等式 

c | M | 2 彡 （ u ， 财 (11) 

本节余下的部分，我们假设 （ U ) 中的常数 C 为1;否则，考虑 L + A /, 其中 A 
为充分大的正数.在 D 上，定义新内积 ( v , u ) L ： 

( v , u) L = ( v , Lu ). (12) 

L 的对称性保证 ( v , u) L 为斜对称的， I 的下半有界性使得 ( u , u) L 非负，而且 
( ii , u)/ y = 0当且仅当 w = 0. 在 I ?上，定义 L 范数： 

\m\l = («，—!• 

由 （11), I ?中每个向量 u 的 L 范数不小于它的初始 范数： 

_ < IMU. (ii ; ) 

一般地,线性空间 D 在 L 范数下不是完备的，我们用仏表示 D 在此范数下 
的完 备化； 它是一个 Hilbert 空间.回忆一下，中的每个元都是 D 中 L 范数下 
的 Cauchy 列的等价类.由( II '), D 中 L 范数下的 Cauchy 列也是 i / 中范数下的 
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Cauchy 列， 从而在 H 中也收敛.因此，我们自然地定义了一个丑 l 到//内的线性 
映射.为方便起见，我们用 Cauchy 列的等价类中的代表元来表示该等价类. 


引理上述定义的映： H l — H 是一对一的 • 

证明设 {u n } 为 J9 中的 L 范数下的 Cauchy 列，则 {u n } 在和//内依 
各自的范数收敛,我们分别用和 W 表示相应的极限.由 L 内积的定义，对 D 中 
的每个向量 v , 有 


令71 — > OO , 则 


( W „， V)L = ( u n , Lv ). 


(u l ,v) l = ( u , Lv ). 

因此 W 与任意向量 v 的 L 内积完全由 U 唯一确定.由于 D 在私内稠密，所以 
U L 完全由 W 确定. 口 


由上述引理，我们将上述映射 h l — h 看作是到//内的嵌入.因此，我 
们可以将丑 i 看作是丑的子空间.注意 D 包含在仏内. 

接下来，我们定义 X 的 Friedrichs 延拓 l/ . 固定 9 为丑中的向量，定义 

i(v) = (v,g) y (13) 

其中 i ; 为好中的向量，则 €( V ) 为丑上的有界线性 泛函： 

l^)l<IMII|c/!|. (14) 

由 （ no , 对于内的所有向量％有 

11^11. (10 

因此为上的有界线性泛函.由 Riesz-FYechet 表示定理，在内存在唯 
一的向量 w ， 使得 


f(v) = (v,w) L , (13’) 

其中 v 为中的任意向量.我们用表示所有这种向童祕组成的集合，即 


= 


€ H l : 


存在 geH ， 使得对任意 t ； e if L ， 
有 ( v y w) L = ( v , g ) 


因此，对于 £) f 中的每个向量仿，存在向量分€丑使得 （13) 和 （13') 成立，此 
时， p 由 tr 唯一确定；从而我们有 映射： 


L f w = g , w e D F . (15) 

易见，是 W 到丑内的线性映射，并且对每个 weD F ^\ veH L ,^ 

(v,w) L = (v,L f w). (16) 

我们要证明是 L 的一个自伴延拓.设 u 为 D 中的向量，令 p = lu ， 由 L 的对 
称性，对于 D 中的每个向量％有 


€( v ) = ( v , g ) = ( v , Lu ) = ( v , u ) L . 
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由于 D 在丑 t 中依 L 范数稠密，所以上式对 // l 中的每个向量 v 成立.因此 
ueD F , L F u = Lu, 即£>是的子空间， L F 为 L 的一个延拓. 

定理4 2^是1；的自伴延拓. 

证明首先证明是对称的.将 （16) 中的向童 v 限制到中，并交换祕 
和 V 的位置，则 

(w,v)l = {w, L f v). 

由于两个内积都是斜对称的，所以 

(v } w) L = (l F v,w); 

与 （16) 对比，则 i F 是对称的. 

由的构造过程， H 中的每个向量 P 都可以唯一确定中的向量祕，从 
而 （15) 中的向量 tl ； 由0唯一确定.因此，是 D / r 到 if 上可逆算子. 

若用 M 表示炉的逆，则 L f 的对称性蕴含了 M 的对称性•由第32章一开 
始的 Hellinger - Teeplity 的证明，对称算子 M 是有界的，进而每个非实的复数 z 都 
属于 M 的预解集（见第31章定理 2). 因此，由公式 

z~ l I-\r l = M~\M-zI)z~ l (17) 

得， z - 1 属于 Jkr 1 的预解集.根据定理2,此蕴含了 = 是一个自伴算子 .口 

习题5证明对称算子的逆是对称的. 


我们现在给出几个下半有界算子及其 Friedrichs 延拓的例子. 


例4设 /f = L 2 (0,1), L =-( d 2 / d ® 2 )+9 为定义在 Cg (0, l ) 上的稠定算子，其中 
g 为 [0, 11上的实连续函数.由于 D(L) 中的每个函数 tx 在端点的值为0,由分部积 
分 得到： 

\\u\\ 2 L = (ti, Lu) = J(ul-^qu 2 )dx. 

若取使得 c = min 9 > 0, 则不等式 （11) 成立，即 Z 下半有界.余下的部分，我们 
仍旧假设 c = mmq = 1 . 

命题 H l 内的每个函数在闭区间 [0,1] 上连续，在端点上取值为 0. 

证明设 it e Cj , a，6 € [0, 1], a ^ 6, 则由 Schwarz 不等式，得 

| u (6) - u ( a )\ = j u x dx 

故 L 范数下的每个 Cauchy 列都是一致收敛的，其在内的极限 u 在端点取值 
为0并且满足 （18). □ 

由上述命题及 D(L f ) 包含在内的事实, Friedrichs 延拓算子的定义域 
内的每个函数须满足零阶 Dirichlet 边界条件. 


^ \/b^ 



^ y/b^a\\u\\L> 


(18) 
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习题6证明例4中的算子 Z 的闭包不是自伴的 • 

习题 7 设 H = 1 2 (0 ， 1 )， 令 [ 为定义在 C 2 (0,1) 上的算子 -(d/dx)p(d/dx) + g ， 
这里 P 为内的正函数， g 为连续函数，证明定义域内的每个函数 w 在 [0,1] 
上连续、在两端点上取值为 0. 

例5设 G 为: c，y 平面内的有界域， H 为 G 上的平方可积函数空间 L 2 (G)， 令I 
为定义在 Cl{G) 上的算子- △ = -( 笔+巧). 

命题 若 G 有光滑边界，则定义域内的每个函数，依下列意义，在 G 的边界上 
为 O . 当曲线 G 趋近 G 的边界曲线 C , 以及的切线趋近 C 的切线时，积分 



趋于 0. 

习题 8 证明此命题 •（提 示： 证明 \\u\\l = J(ul^ul)dxdy.) 

习题 9 证明例 5 中的算子 1 有亏指数 oo. 

33.4 Rellich 扰动定理 

本节将给出 Rellich 扰动定理.粗略地讲，此定理是说，自伴算子 A 叠加上一 
个与 A 相比较而并“不太大”的对称算子 T， 所得的和4+ r 仍是自伴的. 

定理 5 设 >4 为作用在 Hilbert 空间//内的自伴算子， r 为作用在 if 内的对称 
算子，其定义城包含了 A 的定义域 D ( A ), 并且在下列意义下， r 比 A 小： 存在非 
负常数 a 和 6, 6 < 1 ， 使得 £>(A) 内的每个向量 w 满足不等式 

||ru|| 2 <a 2 |H| 2 + 6 2 ||4tx|| 2 , (19) 

则4 + r 在 d ( a ) 上是自伴的. 

证明首先证明算子 A-bT 是闭的.在不等式 （19) 两边取平方根，有 

||ru||^a|M| + 6||^u||. (19") 

设 u e 1)(4), 则 

Au = (A 4- T)u — Tu . 

因此， 

l|Au||^H(A + T)u|l-f HTu||<||(A + 2>|| + a|H| + b\\Au\\. 

又 b < 1，所以 

Uu \\ < (1 一 b )^\\( A -^ T ) u \\ + (1 — 6)- x a || ii ||. 

故 >1 + r 的闭包的定义域包含在 >1 的闭包的定义域内.又>1是自伴的，故4是 
闭的，进而4+ r 也是闭的. 
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我们再证，当 c > a 时, ic 和 - ic 都属于 A + T 的预解集•因为 A + T 是闭的 

对称算子，由定理1，4 + T + ic 将 D ( A ) -地映为 H 中的某个闭子空间•我们 

断言,此闭子空间为整个 Hilbert 空间否则， K 内存在非零向量 V 与 A + T+ic 
的值域正交： 

(( A + r + ic ) u ， v )=0， (20) 

这里的 u 为 D ( A ) 内的任意向量.由4的自伴性及定理 1,^4 + ic 的值域为整个 
空间 i / ; 因此 ， A + ic 将 D ( A ) 内的某个向量 w 映为 r : 

(A + \ c)w = v . 

将上式代入 (20), 并令 m ==祕，则 

(Aw + icw , Aw + icw ) -f ( Tw y Aw + ictu ) = 0. 

用 Schwarz 不等式估计第二项，得 

"Aw + icw " 2 彡 || Tw \\ 2 . 

因为4是对称的，左边等于||4切|| 2 + c 2 | MI 2 ; 由（19)，右边 有界； 因此，上述不等 
式整理为 

|| i 4 iy || 2 + c 2 !^!! 2 < a 2 \\ w \\ 2 + b 2 \\ Aw \\ 2 . 

又 b < 1， a < c , 所以 iu = 0, 进而 v = 0; 此与 r 的选取矛盾.此矛盾表明4+ T-hic 
的值域为整个空间我们用同样的方法可以证明 A - hT - ic 的值域也是整个空 
间因此，由定理2, 4+ T 是自伴的. 口 

推论2设 J 5 为本性自伴算子， T 为对称算子并且 r 的定义域包含了 B 的定义 
域 /7( B ). 若 D ( B ) 中的每个向量都满足不等式（19)，则 T 的定义域包含了 B 的 
定义域 ， B + T 在 D ( B ) 上是自伴算子. 

习题10 证明推论 5. 

例6设 i / = L 2 ( R ), B = - d 2 / dx \ 其定义域是] R 上的两阶连续可微的且有紧支 
集的函数组成的空间 D { B ) = Cg ( R ), 令 T 为 C 0 m 上的炉实值函数9确定的 
乘法算子. 

命题 

( i ) B 本性自伴 . 

( ii ) 在不等式 （19) 的意义下， B 为 T 的界 • 

证明⑴由 33.2 节例1中的分析，我们可以证明，当2为非实的复数时， 
B - zI 的值域在 H 中稠.因此, B 为自伴算子. 

要证明 （ ii )， 我们借助于例4中的不等式 (18)： 

\ u { b ) - u ( a )| < >/ S "- a || u ;r ||. (18) 

设 a 为任意实数，则存在& € [a - |， a + ^]，使得 
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\ u ( b )\ < 


u ( x)dx ] < || u ||; 


因此， （18) 蕴含 


对 a 取上确界，我们得到 


此不等式两边平方，有 


卜⑷ + 

|u|l« < ||w|| + ^^\\u x \\. 


Mi“2|M| 2 + |Ki| 2 . 

利用分部积分，计算 

( Bu , u ) = - J u XT udx = J \ u x \ 2 dx = || u x || 2 ; 
左边先用 Schwarz 不等式，再借助于算数几何平均值不等式，得 


||u x || 2 ^ ||u || 2 ||Bu|| 2 <-||ti|| 2 + §||^|| 2 , 


这里的 e 为任意正数.复合 （ 21) 和 （ 22 )， 有 

MU(2 + -)IMI 2 + !|| 仇 || 2 . (23) 

再考虑算子 T : 

||Tti || 2 = J q 2 u 2 dx ^ J q 2 dx\u\ 2 L oo = Q\u\ 2 Loo , 

其中 Q = / fdrr. 用 （ 23) 估计右边，得 

ll^ll 2 N ( 2 + 士 ) \M 2 + Q e -\\Bu\\\ (24) 

令 e 充分小，使得 （ 24) 中 \\Bu \\ 2 的系数 gf 小于 1. 此时,我们已经证明了， D(B) 
中的每个向量都满足 （ 19). 因此， B+ T 的自伴性由推论 5 的结论直接得到 .口 

习题11 证明 B 是本性自伴的 . 

例 7 设// = L 2 (K), 令 S = - d 2 / dx 2 作用在 R 上的在原点取值为 0 且有紧支集 
的二阶连续可微函数组成的空间上，设 r 为满足下列条件的实值函数 g 所作的乘 
法 算子： 

( i ) \q{x)\ < | x | < l , p < 1; 

( ii ) q 在 [-1,1] 外为 L 2 - 函数 • 


( i ) B 为本性自伴的 . 


33.5 矩问题 337 


( ii ) 在 不等式 （19) 意义下， B 为 r 的界 . 

证明 ( i ) 见前面例子中的注记•对于⑺)，我们除了需要（烈）外，还需要另一 
个不等式，它同样建立在 （18) 的基础上•在 （18) 中，我们令 a = 0 并运用 w ⑼= 0, 
然后两边再平方，得 

| u (6)| 2 ^ IfeMKII 2 . (25) 

我们将计算 \\ Tu \\ 2 的积分拆成两 部分： 

|| Tu \\ 2 = f q 2 u 2 dx = f + f ， （26) 

Jr JI JR-l 

其中 / 为区间[-1， 1]. 在区间 / 上，我们对9应用条件⑴，对 t / 应用估计（25)，得 
到 

^ q 2 u 2 dx < c 2 J ^-— dx \\ u x \\ 2 = 

再用 （22) 估计不等式右边的因子 Hu ^ ll 2 ： 

J t q 2 u 2 dx^ 占 (-IMI 2 + |l ㈣ 2 ). (27) 

我们再来估计 （26) 的右端.对第一项用 (27), 第二项用（24)，有 

II Tu || 2 ^ 2 Q | H | 2 + (^+0) (去1 WI 2 + | ll ^ H 2 )- ( 28 ) 

由 e 的任意性，我们可取 e 任意小使得 （28) 中的 )\ Bu \\ 2 的系数小于 1. 因此，不 
等式 （19) 对 I ?( B ) 中的所有向量 u 都成立.因此由推论5, 为自伴的. 口 

习题 12 完成 B 为本性自伴算子的证明细节 • 

33.5 矩问题 

在 14.7 节，我们描述了如下问题. 

Hamburger 矩问题满足何条件的实数列 a 0 , ai , a 2 , -- -可以表示成 R 上的 
某一分布的矩 

a„ = / t n dm, n = 0,1,2, • • •, 

这里的 m 为 R 上的支集为无限点集的非负测度. 

在第14章，我们已经证明，由 （29) 得到的实数列 a 0 ,ai 
二次形 

Q = > 二 (30) 

对任意有限个不全为0的实数都是 正的； 这是因为公式 

X ； a n +^ n 6 = J ^ 2 t n+k ^ k dm = J (^^ n) 2 dm (300 


(29) 

， … 为 Hanker 正的，即 
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的右边是非 负的; 此外，若测度 m 的支集是无限的，则 （ 30') 的右边是严格正的.特 
别地， a 。 > 0. 

Hans Hamburger 证明了：实数列 {a n } 可以表示成 （ 29) 的上述必要条件也是 
充分的. 

定理 6( Hamburger ) 设 { a n } 为一列实數，若二次型 （30) 是正定的，则 a n , 
n = 0, l , ••- 为实数轴脫上的非负测度 m 的矩，即它们可以表示成 (29) 的形式. 
证明令 D 表示所有有限实 数列： 

® = (《 o ，《 i ，. •.， Ov ，0, …） 

组成的线性空间.利用 （ 30) 中的二次形 <3, 我们定义 D 上的内积 { x : y )： 

y) = Q{^i y) = > : O'n+k^n'Hk- (31) 

用 K 表示 D 在范数 ||： T || = Q ( X , X )5 下的完备化 空间； 用开表示尺的复化空间 
H = K + IK. 

我们定义上 的右移 位算子 il : 

Rx = (0,^ 0 ,6, • - •)• (32) 

若用 e 表示 D 内的单位 向量： 

e = (1,0,0, …） 

则 

i 2 n e = (0，."，0,1，0，...)； 

由内积（31)，有 

(e,R n e) = a n . (33) 

我们断言 H 是对 称的； 这是因为，若记 f = n _ 1，则 

( Rx , y ) = ^2 a n + k ^ n-iVk = ^ (34) 

显然，右边的和关于 a : 和2/对称.因此是对称的. 

注意到丑作用在实 Hilbert 空间 K 内的稠密子空间上，由定理 3 的推论，存 
在丑到 K 的复化空间//内的自伴延拓.令五为 il 的自伴延拓的投影值测度，丑 
诱导出了该延拓的谱分解.根据第 32 章定理 1 ， 

(e ， R n e) = J t n d(Ee y ey } 

再由 （ 33 )， 我们可以找到所求的表示 (29), 其中 m = (Ee y e). □ 

注记 Hamburger •用了 150 页纸证明他的定理，可是用自伴算子理论，才用了不到 
1 页. 

Stieljes 矩问题是 一个与 Hamburger 矩问题相关的问题，它研究了是否可以将 
一列实数表示成正实轴 1 R + 上的测度分布的矩 

fln = / t n dm. (35) 
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显然， （30) 中的二次形 g 的正定性是 （35) 成立的一个必要条件.由公式 

= 乂 r +fc+l ^kdm = jT t(Y^ tn ^) 2dm ' 

因此，二次型 

^ fln+As-f-l^n^fc (36) 

的正定性同样也是 （35) 成立的一个必要 条件. 注意 （36) 的正定性可通过在（3 4 )中 
令 y = a ;， 即 

( Rx , *) > 0 

来表达.此不等式蕴含了， fi 为 D 上的正算子.因此，在 D 的复化空间上为正算 
子.由 Friedrichs 延拓过程，可以将 K 延拓为 K 内的正的自伴算子.如前所述，我 
们仍用五表示丑的 Friedrichs 延拓的谱测度，有 

a n = ( e , R n e ) = J t n d ( E ) e } e ). 

注意，谱测度五支撑在丑的延拓的谱上.因为该延拓为正算子，所以它的谱包含 
在 R + 内； 见第31章定理 7. 因此，测度 m = ( Ee y e ) 为支撑在 M + 上的正测度.此 
时，我们完成了下述命题的证明. 

定理 7( Stieltjes ) 设 { a n } 为使得二次型 （30) 和 （36) 正定的实数列，则知， 
n = 0, l ,2, 为正实轴 K + 上的某一非负測度的矩，即有表示 (35). 

我们再来讨论矩问题中的表示测度的唯一性.下面用一个简单的例子说明，满 
足条件的实数列可以表示成两个不同测度的矩. 


设/为 R 上的实值偶函数，/在0 点的各阶导数均为0,设 g 为/的 
Fourier 变换.由于/是偶函数，所以 g 为实 函数； 又/为 Cf 3 函数，故 g ( t ) ，在 
t-oo 的过程下，趋于0的速度要比*的任意负次幂趋于0的速度要快.由 Fourier 
逆，我们有. 

Jg(t)e ist dt^f(s). 

两边对变量 s 求 n 阶导数，并令 s = 0: 

in / p(trdt= ^Lo =0, 

从而 g 的所有矩都是0.将 g 表示成正部和负部的差， g & -分_;因此和 
有相同的矩.又》不恒为0,所以&和^不相等.这样，我们给出了 Hamburger 
矩问题有非唯一解的例子. 


当然，我们也可以给出矩问题有唯一解的 例子; 例如，我们考虑实数列有 
界的 情形： 


I a n| ^ L, 
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其中 L 为常数.这样的实数列是 K 上的在闭区间[0，1]上为 Leasure 测度、而在 
[0,1] 的余集上为0的测度 m 的矩.如令则 



t n dt = 


令 r 为任意正实数，用 G 去乘 （29), 然后将 n 由0到 N 求和: 



(rt) n 

n \ 


dm. 


因为〜有界，所以左边< Le ”. 又右边的被积函数为正的，并且当 iV — oc 时，在 
任意闭子空间上一致收敛于 e ' 所以在测度 m 下可积，且 


r ^ r n 

/ e r< dm = X, a -^T* 

J o 

由此，我们可以得到，上述关系对任意复数 r 也 成立; 特别地，对 r = 0成立，即有 

/e-dm = E^. 

这样，我们证明了 m 的 Fourier 变换由它的矩唯一决定.又因为每个有限测度 
由它的 Fourier 变换唯一确定，所以矩 { a n } 唯一决定了测度 m . 

对于 Stieltjes 矩问题的唯一性，我们有类似的例子和 讨论. Stieltjes 本人给出 
了两个实数列，其中一个列 { a n } 可表示成上的两个不同测度的矩，另一个列 
{6 n } 仅可以表示为 R + 上的唯一一个测度的矩. 

刻画存在唯-解的矩问题无论如何都是一个经典而又有趣的问题. 

定理8 


⑴矩问题 （29) 有唯一解，当且仅当，算子丑是本性自伴的，即有唯一的 
自伴延拓. 

( ii ) 矩问题 （34) 有唯一解，当且仅当算子丑有唯一非负的自伴延拓. 

定理中的任何一部分都不是显然的.即使有两个不同的自伴延拓和 
测度 （五 ie ， e ) 和 ( Ehe . e ) 是否相同也不是明显的.另一方面 ，当 不是本性自伴 
算子时，矩问题存在不同于 ( J 5 e , e ) 形式的解 m , 其中 E 为 H 的某个自伴延拓的 
谱分解. 

对于定理8的证明和有关矩问题文献的评述，我们参阅 Barry Simon 撰写的 
文章；也可参阅 Henry Landau 在 AMS Symposium 内的论文，或者参见 Akhiezer , 
Shohat 和 Tamarkin 的书. 

历史注记 Stieltjes 引入了一种与他的矩问题有关的同名积分. 

为形成量子力学的框架 ， von Neumann 创立了自伴算子理论. Schrodinger 理论 
中的与原子有关的算子是带有奇异值系数的偏微分算子，系数的奇异性与彼此接近 
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的两电子之间作用力的无界增长性有关.要将这些偏微分算子定义为自伴算子并 
非是一件平凡的事.虽然出现在 334 节例 5 和例 6 中的势能函数允许有某些奇 
点，但是出现在量子力学中的势能函数有更多的奇异值.我想起了 1951 年的夏天， 
当 von Neumann 了解到 Kato 己经证明了与氦原子有关的 Schrodinger 算子的自 
伴性时，他那激动而又兴高采烈的样子. 

那么物理学家如何看待这些事件呢？ 20 世纪 60 年代， Friedrichs 遇到 Heisen¬ 
berg, 非常正式地向他表达了数学界的深深谢意，因为量子力学的创立促使了 Hill- 
bert 空间上算子理论的 诞生. Heisenberg 默许了这些.然后， Friedrichs 补充说，数 
学家在某种程度上也作了回报.看起来 Heisenberg 没有发表任何看法， Friedrichs 
又指出，正是数学家 von Neumann 才阐明了自伴算子和仅仅对称的算子之间的差 
异.“指出了差异是什么”， Heisenberg 说道. 

参考文献 

Akhiezer, N. I., The classical Moment Problem. Hafner, New York, 1965. 

Friedrichs, K. O.，Spektraltheorie halbbschranhter Operatoren, Math. An., 109(1934): 
465-487, 685-713. 

Hamburger, H., Uber eine Erweiterung des stieltjesschen Moment Problems, Math. An., 
81(1920): 235-319, 82(1921): 120-164, 168-187. 

Kato, T., Fundamental properties of Hamiltonian operators of Schrodinger type. Trans. 
AMS, 70(1951 )： 195-211. 

Kato, T., On the existence of solutions of the helium wave equation. Trans. AMS,70( 1951): 
212-218. 

Kato, T., Perturbation Theory for Linear Operators. Die Grundlehren der Math. Wiss. in 
Einzeldarstellung. 132. Springer, Berlin, 1966. 

Landau, H. J., ed., Moments in Mathematics. Proc. Symp. Appl. Math.,37. American 
Mathematical Society, Providence, RI, 1987. 

Reed, M. and Simon, B., Methods of Modern MaUwmaticaJ Physics: Vol. 1 , Functional 
Analysis. Academic Press, New York, 1972. 

Rellich, F., Storungstheorie der Spektralzerlegung. Math. An. } 116(1939): 555-570. 

Shohat, J. A. and Tamarkin, J. D., The Problem of Moments. AMS Surveys 1. American 
Mathematical Society, New York, 1943. 

Simon, B., The classical moment problem as a self-adjoint finite difference operator. Adv. 
Math., 137(1998): 82-203. 

Stieltjes, T., Recherches sur les fractions continue. Ann. Fac. Sc. Univ. Toulouse, 8(1894- 
95): J1-J22; 9 A5 A47. 

Stone, M. H., Linear Transformations in Hilbert Space and Their Applications to Analysis. 



342 第 33 幸自伴算子的例子 


AMS Coll. Publ., 15. American Mathematical Society, New York, 1932. 
von Neumann, J., Allgemeine eigenwertheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. Math. 
An., 102(1929): 49-131. 

von Neumann, J., Mathematische Grundlagen der Quantenmechanic. Die Grundlehren der 
Math. Wiss. in Einzeldarstellung, 37. Springer, Berlin, 1932. 


第 34 章算子半群 


算子半群源于刻画时间变化的偏微分方程和由动力系统所产生的流.本章我 
们将借助源于 Hille 的观点，给出这些具体情形的一个抽象概念.在接下来的两章 
中，我们将提供-•些实例和应用.关于算子半群的详细内容,我们建议参看由 Hill ^ 
Phillips , Yosida 和 Goldstein 撰写的专著. 

定义复 Banach 空间 X 上的单 参教算子半群 是指， X 到自身内的一族满足下列 
条件的有界线性算子 Z ( i ), t > 0： 

对任意实数匕 Z{t^s) = Z(t)Z(sy, Z(0) = /. (1) 

方程 （1) 是指数型函数的乘法性质.下面的定理将证明，在附加连续性条件的 
假设下，它刻画了半群的指数函数性质. 

定理1 

⑴ ♦ G • X — X 为有界线性映射， 定义 Z(t )： 

Z(t) = e tG , t>0 y (2) 

这里的算子指數由幂 级数： 



定义，则 Z(t) y t ^ 0 为范数拓扑下连续的单参数算子半群 . 

(ii) 反之，若设 Z ⑷ ' X — X 为单参数算子半群，且在《 = 0 点范教连续 •• 

lim|Z(0-i) = 0, (4) 

则名⑴ 有形式 （ 2), 其中 G 为 X 到自身内的某一有界线性算子 . 

注记当 t < 0 时，公式 （ 2) 也可以用于定义算子 Z(0 ； 此时算子族 Z ⑴， t e R ， 构 
成了算子群. 

证明⑴是算子函数演算的特列；见第 17 章中的定理 4(ii). 对于 （ ii )， 我们同 
样要借助于算子函数演算.由于对数函数 

ln(l+C)=C-y + ••- 

在以 < = 0为圆心的单位圆盘内解析.所以，对于 X 上的任意有界线性算子及 
| Z - I )<1, 我们可以定义算子 

lnZ= ln(/4 - Z- I) = Z- I- + • •.. (5) 

习题 1 令 Z 和 W 为 X 到自身内的两个交换的有界线性算子，若 
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则 ||Z^-il|<l , 并且 

\nZW=\nZ+\nW, 


这里的对数由公式（ 5 )定义. 

设 Z ( i ) 为 t = 0点范数连续的单参数算子半群，由（ 4 )，存在 a > 0,使当 
0彡 f < a 时， \ Z ( t ) — i ] < f 我们用⑸定义厶⑷= InZ (0, 0^ t < a . 注意半群的 
乘法性质⑴隐含了名⑴和巩幻的交 换性由 （1)， （5) 及习题1，有 
L(t + s ) = L ( t ) + £( s ), t -\- s < a . 

因此，对所有有理数 t < a ， 算子⑴与《无关，我们用 G 表示该算子： 

L ( t ) = tG , t 为有理数 ， t < a . (6) 

由乘法性质（1)，即 Z (< + /!) - Z { t ) = Z ( t )[ Z ( h ) - 1\. 因此， 名⑷ 在 i = 0的连续性 
蕴含了 Z ( t ) 在任意 i > 0点的连 续性; 进而蕴含了 石⑷ 在任意 t a 连续.故对所 
有的实数 f < a ， ⑹成立.对 （6), 我们作指数运算，则当 t < a 时， （2) 成立.再利用 
乘法性质（1)，公式 （2) 对所有的〖都成立. 口 

34.1 强连续的单参数半群 

人们最感兴趣的半群并非是具有形式 （2) 的算子半群，而是与微分方程，如典 
型的热导方程 

u t - dlu = 0, 

有关的算子半群，其中为: r 的周期函数.热导方程的解是通过指定初值即在 t = 0 
的值来唯一确定的.初值可以被指定为任一连续函数，但是相应解在任意时刻取值 
的绝对值不会超过预先指定初值的最大绝对值.我们用 Z ⑷表示初值 u ( x ,0 ) 与解 
u ( x , t ) 关联的 算子. 显然， Z ⑷构成了⑴意义下的单参数半群.但是，半群 Z ⑷ 
不具有形式 （2); 否则，通过 （2) 延拓 f 的所有负值，从而 Z ⑴构成了一个算 子群; 
但是，该延拓是不可能实现的，因为众所周知，热导方程的解在相反时间上的延拓 
一般是不可能的. 

热导方程所定义的算子半群 Z ⑷在 t = 0点不是范数连续的，但它却仍保持 
了一种并不太苛刻的连续性，表现在每个解 u 都是 f 的连续函数. 

定义设 Z { i \ t ^ 0为作用在 Banach 空间 X 上的单参数算子半群，我们称 Z ⑴ 
在 f = 0点强连续，如果对于 X 中的每个向量 a :， 有 

limt_*o Z ( t)x = x . (7) 

定理 2 若算 子半群 Z ⑷在 t = 0点强连续，则 
(i) 存在常数 6 和 fc ， 使得 Z ⑷范数有界，即 

\ Z ( t )\ ^ be k \ t ^ O ; 


⑻ 
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( ii ) 对于 X 中的每个向量 sc , Z ( f )® 为 f 的强连续函數. 

证明⑴我们先断言， \ Z { t )\ 在 < = 0的某个右邻域内一致 有界. 若不然，则 
存在正数列~ — 0,使得 \ Z { tj )\ C 50. 由一致有界性原理（见第 M 章定理 7), 存 

在某个向量 xGX , 使得 Z ( tj ) x 不收敛于 A 此与 Z ( t ) 在 f = 0点强连续矛盾.因 
此，存在常数 a > 0和6 > 1,使当 t < a 时， \ Z ( t )\ ^ b . 

设 t 为任意非负实数，则*可以分解为 i = na + r , 0 ^ r < a . 由半群性质（1)， 
Z ( t ) = f ( a ) Z ( r ). 故 

\ Z { t )\ ^ \ Z ( a )\ n \ Z ( r )\ < 6 n+1 < be k \ 

其中 A : =会 In 6; 这证明了⑻. 

( ii ) 由半群性质（1)，对任意正数 s 和 t， S < t , 有 

Z ( t)x - Z ( s)x = Z ( s )[ Z(t - s)x - x ]. 

因此， Z ( t ) x 的强连续性可由 （7) 和 （8) 得到. 口 

接下来，我们将给出强连续算子半群的表示.粗略地讲，我们将证明每个强连 
续的算子半群可以表示为一个无界算子的指数函数形式.首先我们给出一些有关 
无界算子的概念和性质. 

定义设 D 为 Banach 空间 X 的稠子空间， G 为 D 到 X 内的线性映射，如果由 
D 内的任意点列 { x n } 收敛到 : r € X ，以及 { Gx n } 收敛到 j /， 可以推出 o ： 属于 D , 
且 Gx = y , 那么我们称算子 C ? 为 闭的. 此时，称乃为 G 的定 义域， 记为 D ( G ). 

由闭图像定理,定义在整个 Banach 空间 X 上的闭线性算子是有界的.本章我 
们遇到的算子仅定义在 X 的稠子空间上（简称这样的算子为稠定算子)，因而是无 
界的. 

定义设 G 为定义在 D ( G ) 上的闭算子.称复数 （ 属于 G 的预 解集， 如果 CJ - G 
将 D ( G ) 一一地映到 X 上.用 p ( G ) 表示 G 的预解集.称 p ( G ) 在复数域 C 内的 
补集为 G 的谱，用 a { G ) 表示. 

假设 < 属于 G 的预解集，则 C /- G 可逆，其逆称为 G 的 预解式 ，用 

■ = ( CJ - G )- 1 

表示.预解式丑 ( C ) 将 X 映到 D ( G ) ±. 因为 G 是闭的，所以 R (0 也是 闭的； 从 
而由闭图像定理，预解式 R (0 为有界算子. 

习题 2假设 G 的预解集 p ( G ) 非空， C 属于 p ( G ), 则复数7属于 G 的谱，当且 
仅当 K -7)- 1 属于 R (0 的谱 • 该充要条件用符号表达为 

cr(R(0) = (C-cr(G)rK ⑼ 

(9) 可以被看作是无界算子谱映射定理的一种实例. 

习题 3 用 （9) 证明 a { G ) 为复平面中的闭集. 
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下面我们定义无界算子的转置. 

定义设 G 为定义在 Banach 空间 A ： 内的稠定闭线性算子.由关系 

( Gx ") = ( W ) (10) 

所确定的映射 称为 G 的 转置. 关系 （10) 的意 义为： 所有使得左边（&，€)成为 
D ( G ) 上的有界线性泛函的 X 上的有界线性 泛函/ 的全体构成了 G 的定义域.因 
为 D ( G ) 在； T 中稠密，所以 （10) 左边定义的有界线性泛函可以唯一地延拓到整个 
空间 X 上，用表示此延拓.我们用表示 G ' 的定义域 ® 

习题 4 证明稠定线性算子的转置是闭的. 

在前面的定义中，我们遇到的主要困难是 G 的定义域难以捉摸.下面的结果 
在揭示 C 的定义域方面十分有用. 

定理3 设 X 为自反 Banach 空间， G 为 D ( G ) 到 X 内的稠定闭线性算子，假 
设 G 的预解集非空，则 G 的转置 G 7 是 D ( G ') 到； T 内的稠定闭线性算子，并且 
p ( CT )= p ( G ). 

证明设 （ 属于 g 的预解集，用 （10) 的两边同时减去得 

((G-Cl)xJ) = (x 1 (G f -CI)£l (100 

这里 x e D ( G 口 e D ( G 0. 用 R (0 = ( G -( I )- 1 表示 G 的预解式，则 A ( C ) 为义 
上的有界线性算子.用 ^(0 表示 R (0 的转置： 

(2/， i ?’(0 饥)= ( i 2( C ) y ， m )， （ io ") 

其中 y e X， m e X '.我们 断言：允⑹ 为^的预解式.我们首先证明 R (0 是单 
的.若不然，存在非零向量 m 使得 B!(Qm = 0. 将此方程代入（ 10 〃）得， m 零化 
了 R(0 的 值域； 又 R(0 的值域为 D(G), 它是稠的，所以 m = 0, 此为矛盾.可得 
HD 为 - 泛 + CJ ， 将 R(Oy = x W ^(C)m = I 代入 （ 10 ")， 可得 （ 10'). 

上述 G ' 的定义域为 ^(0 的值域.我们需要证明 G ' 不能再延拓.要得到此 
证明，我们注意到 g '_ ct 的值域为整个空间 jt . 因此，若^可以延拓，则存在 
非零向量^使得 （ g ' - a ^ = o ； 将此代入 ( loo 得，^零化了 g - cj 的值域，此与 
c 属于 g 的预解集矛盾. 

余下的部分就是要证明 G ' 为稠定算子，即证的定义域即 R(CY 的值域稠 
于 X '.若不然，由于 X 为自反 Banach 空间，所以存在 X 内的非零向量 y 零化了 
mcy 的 值域； 因此，对于内的任意向 fi m , (10〃）的左边为0,进而右边也是 0. 

①因此， 

D(G f ) = (eeX f - 存在仿使得对任意 j 
\ • 有 （ G;r ， f) = (z,u;). J 

此时的 u ; 由 ^唯一 确定，且 G ' : / G D(G )— 议 = G 7 正是 G 的 转置， 其中 V 为 X 的 
(Banach) 对偶空间.——译者注 
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由此，我们得到 R(Oy = 0 ,这与 C 属于 G 的预解集矛盾. 口 

习题5证 明：在 Hilbert 空间的情形下，定理 3 的结论可被修改为：= g ( G ). 

定义设 ZW : X — A ： 为强连续的单参数算子半群，即（1)、 （2) 和 （9) 成立，由极 
限： 

Gx = s-\im Z{h ^ X h (11) 

h-^O h 

所定义的算子 C ? 称为半群 Z ⑷的无穷小生 成元； 使得强极限 （ n ) 成立的所有 a ; 
构成了 G 的定义域 D ( G ). 

定理4 设 Z { t ) 为强连续的单参数算子半群， G ? 为其无穷小生成元，则 
⑴ G 与 Z ( t ) 可换，即若: l •属于 D ( G )， 则 Z { t)x 也属于 D ( G )， 且 

GZ ( t)x = Z { t ) Gx \ (12) 

( ii ) G 是稠定 算子; 

( iii ) 任给自然数 n ， 是稠定 算子； 

(iv) G 为闭 算子； 

(v) 若 fc 为不等式 （ 8) 中的常数，则实部大于的每个复教 （ 都属于 G 的预 
解集. 此时， G 的预解式为 Z 的 Laplace 变换. 


证明 ( i ) 用半群性质（1)，我们有两种方式的 分解: 


Z { t ) 


Z { h )~ 


Z ( h ) - I 


Z ( t ) x . 


(13) 


Z(t + / i ) - Z ( t ) 

办 w - \ w / h ^ h 

若： r 属于 D ( G )， 则当 /i — 0 时，中间的项收敛于 Z { t ) Gx . 因此，左右两边的项也 

都收敛.故对 D ( G ) 内的每个: r , 我们有 
d 


dt 


Z ( t)x = Z ( t ) Gx = GZ ( t ) x ; 


这证明了⑴. 

( ii ) 由 (14), 我们得到如下积分形式 


Z ( t)x — x = G I Z ( s ) xds , 


(14) 


(15) 


这里: r 属于 D ( G ). 我们先断言，对； C 中的每个 : r ，（15) 成立.要证明此断言，由 
Z ( t ) 的强连续性得 ， （15) 右边的被积函数为 s 的连续函数.因此，该积分可以定义 
为 Riemann 和的极限.考虑6?在此积分上的作用 .对义 中的每个 a :， 利用半群性 
质，我们有 

Z { h ) -I ^ , 1 rt 

I Z ( s)xds = — 

7n h 


h 


[ Z(s 4 - h)x 


h 


Z ( s ) x]ds 
1 f h 

Z ( s)xds — t I Z ( s ) xds . 


h 


由于 Z ( s)x 强连续,所以右边的项收敛于 （15) 的 左边; 这表明，对于中的每个向 
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量 A Z(s)xds 属于 D(G), 且等式 （ I 5 ) 成立. 

又由 Z 的强连续性，对 X 中的每个向量 A 有 

lim i J Z(s)xds = x; 

这就证明了 D ( G ) 在 X 中的稠密性. 

( iii ) 类似地，我们讨论 G " 的定义域.设4为定义在 R 上的且紧支撑在 [0,1] 
内的无限可微函数，令 * 为 X 中的向量，定义 

Xfj, = J 4>(s)Z{s)xds. 

用与⑻中相同方法证明，属于 D(G), J . 

Gx 中 = - J <p , (s)Z(s)xds. 

显然，属于每个 G 71 的定义域.选取与4具有相同性质的非负函数列{化}，使 
得 J^ds == 1 并且私 的支集趋于单点集 {0}. 由强连续性，趋于 a ：. 因此， 

的定义域 D (( T ) 在 X 中稠密. 

( iv ) 我们断言，对 D{G) 中的所有 a :, 等式 （14) 的积分形式. • 

Z(t)x-x= ( Z(s)Gxds ( 15 f ) 

Jo 

成立,其中右边的积分为 Riemann 积分.要证明此断言，我们需要微积分中的一个 
基本定理：若 R 上的两个赋值在 Banach 空间内的强连续可导的向量值函数有相 
同的强连续导数并且在 f = 0点相等，则它们在所有《点的值都相等. 口 

习题6对向量值函数，证明此基本定理. 

我们对 （15') 两边应用此基本定理.易见，两边的函数在 t = 0点的值都为 0. 
由 (14), 左边函数的导数为 Z ( t ) Gx ; 右边为可变上限积分，其导数也是邱)仏.因 
此，由基本定理， (150 成立. 

设 {* n } 为 D { G ) 内的向量列,〜 — a :， Gx n — y ， 我们需要证明 a : 属于 D ( G ) 
且 = y . 在（15，）中，令 ; r = 贝 IJ 

Z(t)x n - Xn — Z(s)Gx n ds. 

Jo 

令 n — 00 ,两边都收敛且极限 相等： 

Z(t)x - x = j Z(s)yds. 

Jo 

两边除以 t ， 再令 t — 0,则右边趋于 2 /, 进而左边的极限 存在； 这证明了 a : 属子 
D ( C ?) 且 Gic = y . 

( v ) Z 的 Laplace 变换为 
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( ' 9 Z ( s ) xds , 


JO 

这里右边的积分定义为0到 r 的 Riemann 积分在 r — oo 下的极限•由 （8), Z 至 
多呈指数增长， \ Z ( s )\ ^ be ks , 所以当 ReC > 时， （16) 左边的广义积分收敛，并且 

roo _ U 


X ( C ) x | ^ / 6 e ( fc - Re ° a | a ;| d 5 


Re ^ — k 


因此，为 x 上的有界算子且 


剛 I < 


1 、 Re (- A: ' ， 

我们断言， X ( C ) = R (0 即 a - G 的逆.要证明此断言，我们考虑修改后的半 
群⑷.容易验证，它也是一个强连续的算子半群，其无穷小生成元为 G-CJ 
对于修改后的半群，我们应用 （15') 

e~^Z(t)x -® = (G?-Ci) / e~ <：a Z(s)xds. 

Jo 

假设 R < > A :. 当 t — oo 时，左边趋于 -: r ， 而右边的积分项趋于 L ( Qx . 由于 G 
是闭算子，所以 

aj = (CT— G)L(Qx. 

这证明了 1(C) 为 (a- G ) 的右逆.用 (150 代替 (15), 重复上述过程，我们可以证 
明 [( c ) 为 ( a - g ) 的左逆，进而它们互逆. 口 


我们将在第35章和第36章看到，有许多非-致连续的强连续算子半群.但 
是，若将强连续性变成弱连续性，算子半群的性质不会增加. 

定理5 设 X 为 Banach 空间， Z ( t ) : X ^ X 为有界算子的单参数族，若 Z ⑷在 
t — 0 弱连续： 

lim ( Z ( l ) x ,£) = ( x , t ) 

其中 ： c e X， f e X ，，则 z { t ) 在 r = 0 强连续. 

证明这是-个有点令人吃惊的结果，因为，一般来讲，弱连续性的要求要 
比强连续性的要求弱一些.该定理的证明有相当的技巧.请参见 Hille ^ Phillips 或 
Goldstein 的书. 口 


34.2 半群的构造 

定理6 强连续算子半群由其无穷小生成元唯一确定. 

证明假设强连续的算子半群玢 t ) 和 W ( t ) 有相同的无穷小生成元 G ， 设 
xe D ( G ), 由交换率 （14) 和（12)，我们有 

4 W ( t ) Z(s - t)x = W { t ) GZ ( s - t ) x - W { t ) GZ { s - t)x = 0. (18) 

dr 


由微分中值定理， W ( s )® = Z ( s ) a ; •由 W ( s ) 和名 ( s ) 的有界性以及 D ( G ) 在 X 内 
的稠密性， W ( s ) = Z ( s ). D 

我们现在刻画，如何由无界算子 G 构造可缩算子半群 Z ( t )： 

\ Z ( t )\ <： 1, t >0. (19) 

定理 7 设 C ? 为作用在 Banach 空间 X 内的稠定闭线性算子. 

⑴若 G 是强连续可缩算子半群名⑷的无穷小生成元，则每个正实数 A 都属 
于 G 的预解集且 

| H ( A )| = |( A /- G )- 1 |^^. (20) 

( ii ) 反之，若每个正实数都属于 G 的预解集，且相应的预解式满足 （20), 则 G 
为 X 上的某强连续可缩算子半群的无穷小生 成元. 

该著名结果被后人称为 Hille-Yosida 定理. 

证明⑴即为不等式 （17 ) 在 b = l,k = 0 下的重述. 

对于⑼，我们采用 Yosida 的证明.此证明的关键在于，人们可以用= 
nGR ( n ) 来逼近由恒等式 

G n = n 2 R ( n ) - nl , (21) 

G n 为有界线性算子.定义 

Z n ( t )^ e tG - t 

这里的算子指数由幂级数定义.我们要证明 Z n ( t ) 强收敛，其强极限构成了我们所 
要求的半群.为此，我们首先 证明： 对于 X 内的所有 

lim nR ( n)x = x , (22) 

即 { nfi ( n )} 强收敛于 /• 事实等式 

nR ( n ) — I = R ( n)G 
和不等式 （20)， 当 x 属于 D ( G ) 时，有 

\ nR { n)x — jc | = | il ( n ) Gx | ^ —| G *|; 

从而， （22) 对 D ( G ) 内的每个 a : 成立.由 (20), nR ( n ) 为可缩算子;再利用 D ( G ) 
在 X 中的稠密性，我们得到，对于 A ： 中的每个； c ，（22) 都成立. 

接下来，我们再证明 { Gd 在 D ( G ) 上点点收敛于 G : 

lim G n x = Gxy (23) 

其中 : r e D ( G ). 由 G n 的定义，当 a ： € D ( G ) 时， G n x = nGR { n)x = nR ( n ) Gx } 
所以 （23) 可以由 （22) 导出. 

由定义,我们有 

Z n ( t )^ e tG ^ = 丑⑷* = e _nt ^ ⑻ 

0 • 
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因此，不等式 （20) 蕴含了 Z n ( t ) 为可缩 算子： 

要估计 Z „ 与馬的差,我们注意 G fc 和 G n 与 Z n 和&交换这一事实： 

~ Z n (s — t ) Zk ( t)x = Z n (s — t ) Zk ( t)[Gk - G n \ x . 
at 

由（24)，右边的范数 ^} G n x - G k x \. 上述等式两边对变量 f 由0到 S 积分，得 

\ Z n ( s)x - Z k ( s ) x \ ^ s \ G n x - G k x \. (25) 

因此,结合 （23) 和 (25), 当 ; r € D ( G ) W , { Z „ ⑷ a :} 在 s 的有界集上一致收敛，记 

lim Z n ( s)x = Z ( s ) x . (26) 

再由 D ( G ) 的稠密性和可缩算子的事实，极限 （26) 对 X 中的每个 a ; 也都 
成立.因为 Z n ( s ) 为可缩半群，所以其 极限巩 也为可缩 半群； Z ( s ) 的强连续性则 
可由的强连续性和 （26) 关于 s (< $上的一致收敛性直接得到.因此， Z ( f ) 为 
强连续的单参数算子半群. 

我们只需要再证 C ? 为名⑴的无穷小生成元.设 H 为 Z ⑴的无穷小生成元， 
D ( ff ) 为其定义域■在 （150 中，令 Z = Zw 

Z n ( t)x - x = / Z n ( s ) G n xds . 

Jo 

设 : r e D ( G ), 令 n — oo , 依 （23) 我们得到 

Z ( t.)x — x — f Z ( s ) Gxds . 

Jo 

两边用 < 去除，并令 f — 0, 则右边趋于从而左边的极限 存在； 故 : r e D ( if ) 且 
Hx = Gx . 因此， H 为 G 的延拓.由定理4, A >0 同时属于 G 和孖的预 解集； 因 
此 H 不可能是 G 的真延拓.故 H = G . □ 

下面我们再简单介绍一下， Hille 所给出的定理7的另一个 证明； 该证明的关键 
是用向后差分方程 

^ x -. m^ h) ^ GW(t)x 

代替微分方程 (14). 求解此差分方程，有 

W { t ) = ( I - hG )~ l W { t ~ h ). 

先 ♦ t = h ，2 h ， …' 最后再令 /I = i / n ; 利用递归，我们有 

' ( 27 ) 

如果我们用 Z n ( t ) 表示这些算子，则可 断言： 

( i ) 每个 Z n ( t ) 为可缩 算子； 
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( ii ) Z Tl 强收敛于生成元为 G 的半群. 

注意 ，⑴是 （20) 的直接结果.我们省略⑼的证明；可参见 34.3 节中的例 1. 

34.3 半群的逼近 

在偏微分方程解的离散逼近的收敛性理论中，本节的结果起着十分重要的作 
用.我们将用半群的语言来叙述这些结果.同 34.2 节一样，假设 Z ⑴为强连续的单 
参数算子半群， G 为名⑴的无穷小生成元， D [ G ) 为 G 的定 义域. 我们将时间变量 
t 离散化为小单位 h 的整数倍形式,这里的 h 假设最终要趋于 0. 采用递归的方法， 
定义 Z { nh ) x 的离散逼近 u (n ) : 

= C h u^ n \ u ⑼ = a :， ( 28 ) 

其中 G 是依赖于 / i 的有界线性算子.令 «) = Z ⑷ A 则满足微分方程 

= Gx . (29) 

因此， ( u (n+1) - u ⑻) A 是 Gu 的一个逼近.用 （28) 计算此差商，则及 u ( t ) = 
Z ( t)x 满足如下条件，即极限 

lim ( -^ 7 — - — u ( t ) — 0 (30) 

fi—>o y h J 

在 0 < < < 1 及 D ( G ) 的一个稠密子集上一致成立.条件 （30) 称为 C, t 的一致性条 
件 • 

我们可以用归纳的方法得到递归条件（28)，从而 

乜 ㈨= cr h x (31) 

成为 Z ( nh)x 的逼近.我们再附加离散逼近的第二个条件即所谓的稳定性条件.该 
条件要求此逼近有界地依赖于初始向量； r : 存在与 n 和/ I 无关的常数 C ， 使得 

| C ^| < c , nh ^ 1. (32) 

下述结果称为 Lax 的等价性定理. 

定理 8 设 Z ⑷ 为作用在 Banach 空间 X 上的强连续单参数算子半群，设 （28) 为 
Z ( t ) 的满足一致性条件 （30) 的离散逼近，则 当 n / i 趋于 f 时，对 X 中 
的每个 :c 都趋于 Z ( t)x 的充要条件是，在条件 （32) 的意义下，离散逼近是稳定的 • 
证明 条件 （32) 的必要性是一致有界原理的直接结果，见第15章定理7.要 
证明定理中的充分性，我们要用到代数恒 等式： 

A n -B n = A n ~\A - B) + A n ^ 2 (A - B)B+ •• + (>!- B)B n \ 

其中 4 和 B 为两个（非交换的）算子.令>1 = G，B = Z (/ i ), 方程两边都作用在 
向量 1 C 上： 
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Z(nh)x^J2 CT h + l d Z(h))Z(jh)x 

^cr h -^\c^z(h)Mjh )； 

0 

这里我们用到了半群性质及 wW = Z{t)x. 

设: c 属于 6? 的定义域 D(G), 由无穷小生成元的定义得 
Z(h)x = a ; 4- hGx + Sh, 

其中办是一个范数⑷ I 为 〆 W 的 向量. 因此，对任意的亡， 

Z(h)u(t) = Z{h)Z(t)x^ Z(t)Z(h)x 

= Z(t)[x + hGx + 8h] = u(t) + hGu(t) 4 - Z{t)s h . 

故 

{Ch ~ Z{K))u — (Ch — I — hG)u — Zit^s^. 

将此等式代入 （33), 得 

- Z{nh)x = hCf\u(jh)-J2 C 1 ^- 1 Z{jh)8 h . (330 

借助于一致性条件 （ 30 )、 范数估计 I 外 I = o(/i )、 稳定性条件 （ 32) 以及 \\Z(t)\\ 
的有界性可知，当 K 1时， (330 的右边依范数有上界 E ?" 1 °( h ) = no ( h ). 注意, 
在 nh < 1 的条件下，当/ I 趋于0时, no(h) 趋于 0. 此时，我们已证明了：当 n / i 趋 
于 t 和^趋于 0 时，对于满足一致性条件 （ 30) 的所有 ar 及所有 t ^ 1, C ^ x 趋向 
于 Z(t)x. 由于满足一致性条件 （ 30) 的所有向量: r 构成了 X 的一个稠密子集，并 
注意到算子 q 和 Z ⑷的一致有界性，上述所得的结论对 X 中的每个向量 z 也 
是成立.同样，利用延拓以及群性质 （1), 上述结论对 t > 1也成立. □ 

等价性定理是有限差分和与时间相关的偏微分方程解的其他离散逼近的一个 
结构性 定理； 参见文献中的 Lax 和 Richtmyer . 定理中的为空间变量的差分算 
子, G 为偏微分算子.在光滑函数类内，我们可以用 Taylor 定理验证一致性. 

等价性定理的有效性已超出了算子半群的情形.对于偏微分方程解 
的逼近 (28), 等价性定理同样也是正确的，这里 G 为依赖于 f 的线性算子. 

有关等价性定理的参考文献十分丰富；可参见 Richtmyer 和 Morton . 

我们现在给出定理8在抽象框架下的几个应用. 


例1设 Z ⑴为强连续的可缩算子半群， G 为其无穷小生成元.对于算子选 
取定理7的 Hille 证明中的向后差分算子 (27)： 

C h ^( I ~ hG )~ l . (34) 

我们断言， C h 的这种选择导致了一致的和稳定的逼近.事实上，一致性可由下列一 
串代数恒 等式： 
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Ch ~ J - G =( I - hG )~ l{I ~ (I ~ hG)) - G =( I - hG )~ l G - G 
=( I - hGy x \ G - ( I - hG ) G \ = h ( I - hG )~ l G 2 
= ( h ~ l I - G )- l G 2 

得到.若 a : 属于 G 2 的定义域，则一致性条件 （30) 是估计 （20) 的直接结果.又因 
为，在定理4中我们己经证明了 C ? 2 为稠定算子，所以此逼近具有一致性. 

习题 7 用 (20), 证明 （30) 是稳定的. 

定理8仅是诸多半群逼近定理中的其中一个，其他定理归功于 Trotter , Kato 
和 Chernoff (见 Goldstein 和 Strang 的书)，其屮 Trotter 的乘积公式是 Trotter 定理 
中的一个十分有用的结果. 

设： TW 和 S { t ) 为两个强连续的可缩算子半群， G 和好分别是它们的无穷 
小生 成元； 若 G + if 的闭包是强连续可缩算子半群的无穷小生成元，则当 
nk — t，h — 0时，对于 JC 中的每个向量 a ：, 有 

hm [ T ( h ) S ( h)] n x = Z ( t ) x . (35) 

该定理的意义在于，它揭示了物理过程中的许多无穷小生成性都有一种自然的 
分解性.同时，在许多问题中，这也有利于釆用完全不同的逼近方法计算 r (/ o 和 
5^(/0- Strang 指出，用 

r ⑵ S(/1)r ⑵ 71 X = r(■) [5 ⑻聊 “5㈨ 

逼近 Z ( nh ) x 要比用 [ r (/ i )5(/ i )] n : r 逼近更好. 

习题8 Strang 的结论为什么是正确的？ 

人们自然地 要问： 在定理8中，是否可以去掉为强连续算子半群生成元” 
的假设，而通过稳定的且与 G —致的差分格式 （28) 的存在性直接推导出此假设来 
呢？在偏微分方程理论中，这有利于证明用其他方程的解逼近偏微分方程解的存在 
性.我们仅提供一个弱一点的抽象 结果； 为简单起见，我们取 X 为 Hilbert 空间. 

设 G 为定义在 X 内的稠定闭算子，假设 G 的伴随算子 CT 也是稠定算子.定 
义微分方程 

Q 

- jr-u — Gu = 0, u (0) = x (36) 

的弱解. 

令 w ⑷为 [0, oo ) 到的定义域内的连续可微的向量值函数，且 满足： CTiv ( t ) 
为的连续函数.用和 （36) 作内积，然后再对 f 从0到1积分，得 

I ( W ，备 U - Gu ) dt = 0 . 

当 f > 1时，我们令 w ⑷= 0;用分部积分法，并借助于 G 和 CT 的伴随性质，得 
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/( 


—w + G * w , u 
ot , 


di + (w;(0),x) = 0. 


(37) 


满足上述所有条件的函数 w ⑷称为可 允许实验函数 • 

定义可积向量值函数 u ( t ) 称为方程 （36) 的弱解，如果对任意可允许实验函数 
切⑷，方程 （37) 成立. 

我们现在简单刻画一下,如何利用逼近 （28) 构造方程 （36) 的弱解.首先将 （28) 


重写为 

u { n + l ) = Ghu{n) ^ (38) 

h 

其中 


我们用它的对偶来代替一致性条件 (30)， 即假设 G ；； 在 （ T 的定义域上点点收敛于 
G*. 


G * h w -^ G m w . (39) 

注意，方程 （38) 的解可由公式 (31): = CT h x 给出.我们仍保留稳定性条件 (32). 

下面引入新的 Hilber 空间 7/. 在 [0 ,lj 到 X 内的连续向量值函数 w ⑷空间 
上，定义" 范数： 

IHII/ = / IW0" 2 心. 

Jo 

令//为该空间在 H 范数下的完备化空间，它是一个 Hilbert 空间. 


给定差分方程 （38) 的一组解 tz (n) ，n = 0,1，…，令 

Uh ( t ) = t *( n ), nh 彡 t < (n + l ) h ， 
我们可以将这组解延拓为 （ 的函数 u h . 此时，叫的//范数为 


iwi 2 w = ^EiM n) ii 2 , = 

o 

由稳定性条件 (32)： 对所有的 n 和 n / i 彡1, ||«^|| 一-致 有界； 从而 || tt h || H 关于九 
一致有界.再由 Hilbert 空间中的有界集的弱序列紧性，在 /I — 0的过程中，我们 
可以选取-•个子列使得 { u h } 弱收敛 T / f 中的某个函数仏我们将断言，函数 u 正 
是 （36) 的一个弱解. 

定理9 弱极限1/为方程 （36) 的一个弱解 • 

证明设 w ( t ) 为任一可允许实验函数，令 w ^ = 用 w ⑻与 （38) 作内 

积，再乘以&并沿 n 求和，则 


0 


u (n+1) - w (n) 


)- ( w in \ G h u (n) )] = 0. 


h 
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将上述和式分开，并注意到 CT 和 G 的伴随性质以及当 i > 1时， w ⑴= 0的事实， 


我们有 

h . J 2 (^ ( n ) -广 ― 1 ) + … u ⑷)+ M 0), x ) = 0. (40) 

在 （40) 中，用4代替函数 w ( t ), 并沿区间0 < s 彡 /I 积分，将所得的结果整 


理为 

J ——^ ———+ GhW(t), «) df + (iw ⑼， x) = 0. 


(40') 


令 h 沿前面所选取的子列趋于零，由于每个可允许实验函数都是可微的，并且对所 


有的 K 1， cr h w ( t ) 一致趋于 G * w ( t ), 所以 (400 趋于 



—W 4 - G * w , u 


df + (iw(0),x) = 0. 


因此， u 为方程 （36) 的弱解. 口 

注1 由前面的讨论，弱极限 u 属 于好即 u 是平方可积的.事实上，容易证 


明 u 是有界的.令 [ d ,6] 为[0，1]的子区间，由稳定性条件，存在正常数 M 使得 
|| u (n) || 2 < M，n = 0， l ，.... 因此， 



\\u h (t)\\ 2 dt = h 

a<nh<b 


|| ii (n) || 2 ^ {b - a ) M . 


又 L 2 范数在弱收敛 K 是下半连续的，故 

f ||w(i)|| 2 dt ^ liminf f ||wh|| 2 cH < (6 — a)M. 

J a J €l 

因此，对儿乎所有的 || w ( i )|| < >/ M . 

注 2 —致性条件 （39) 可以被减 弱为： G ；； 仅在的定义域内的一个稠密子空间 
W 上点点收敛于 CT . 与此同时，要求在可允许实验函数的条件上应作相应的变化. 


注3 由 FViedrichs 的一个著名定理，对于一阶偏微分算子来说，弱解 u 也是强解 
即经典解的 L 2 极限.我们还不知道此结论是否有对应的抽象结果. 


34.4 半群的扰动 

Rellich 证明了，自伴算子4加上一个（与>1比较）并不太大的对称算子所得 
的和仍是自 伴的； 参见第33章定理 5. 本节将证明，可缩算子半群的生成元也有类 
似的性质.在叙述该结果之前，我们先解释一下可缩算子半群生成元的 Hille-Yosida 
条件的 Luiner - Phillips 形式.为简单起见，我们仅考虑 Hilbert 空间上的算子半群. 
引理 lO ( Lumer - Phillips ) 设 G 为作用在 Hilbert 空间 if 内的稠定算子，若 G 
的预解集包含了 R + ， 则使得 G 生成强连续可缩算子半群的充要条件中的不等式 
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(20), 等价于不等式 

Re ( x , Gx ) ^ 0 (20 ; ) 

在 G 的定义域上对所有: r 成立 • 

满足不等式 （20') 的算〒称 为耗散算子. 

证明假设不等式 （20) 成立， 则对好 中的任意向量 u 和任意正实数 A , 有 

用: r 表示向量 （ AJ - GTl ^ u , 则整理上述不等式为 

( x , x ) ^ — ( Aa : - Gx , \x - Gx ). 

展开右边，两边消去 ( x ,®), 再用 A 去乘两端，移项后，得 
( x , Gx ) 4- ( Gx , x ) < illGxIl 2 . 

令 A 趋于无穷，得不等式 （200. 

若将上述证明过程逆过去，则可以证明， (200 蕴含了不等式 (20). O 

下列结果归功于 Trotter . 

定理11 令 G 为 Hilbert 空间 H 上的强连续可缩算子半群的无穷小生成元， D ( G ) 
为其定义城.假设定义在汉内的稠定算子 ff 满足下述 条件： 

( i ) H 的定义域包含 G 的定 义城； 

( ii ) 丑为耗散 算子； 

( iii ) 存在非负实数 a 和 6, a < 1， 使得不等式 

IlHxll ^ allGacll+bllxH (41) 

在 D ( G ) 上成立， 

则算子 G + H 定义在 D ( G ) 上，是强连续可缩算子半群的无穷小生成元. 

证明因为 G 为强连续可缩算子半群的生成元，所以它是闭算子.我们断 
言 ， G + H 定义在 D ( G ) 上也是闭的.事实上，设 {〜} 为 D ( G ) 内的向量列，且 
x n { G + H ) x n — ； 2 ;令 = ( G ，则 

G { x n - x m ) = y n - y m ~ H { x n - x m ). 

右端应用不等式 （41), 则 

(1 -aJU^n -5c m )|| ^ ||l/ n -j/ m || + 6||®„ —» m ||. 

因此， { Gx n } 收敛，进而 { Hx n } 也收敛.由于 G 为闭算子，所以 a : e D ( G ) 且 
Gx n — Gx . 再由 （41)， { Hx n } 收敛于 H ®. 因此 ，; 2 = (G + H )( r •故 G +丑 为闭 
算子 • 

我们再断言，每个充分大的正实数 A 属于的预解集.首先证明， ( XI - 
G _ J /) 在 D ( G ) 上是一一的•由 Lumer - Phillips 引理， G 为耗散算子.又由条件 



358 第 34 章算子半群 


( ii )， i / 为耗散算子，从而它们的和 G+_H ■也是耗散算子 •故由 Lumer-Phillips 引理 
中的逆，不等式 

||*|| ^i||(A/-C?-H)x|| (42) 

在 G 的定义域上成立.因此， （ A/- 为一一映射： 

由（42)， G + H - XI 的值域是 闭的； 我们需要证明，该值域为整个 Hilbert 空 
间 X . 否则的话，存在非零向量 v 与该值域正交，即对 D ( G ) 中的任意向量 a ;， 有 

(( G + H -\ r ) x , v ) = 0. (43) 

由于 G 生成了强连续的可缩算子半群，所以 G- AJ 可逆.故，在定义域 D(G) 内 
存在向量非零: r 使得 

(G - Xl)x — v . (44) 

将 （ 44) 代入 (43 )， 得 

|卜|| 2 + ( Hx , v ) = 0. 

用 Schwarz 不等式估计第二项，得 

IMI^||Hx||. (45) 

用 （ 41) 估计 （ 45) 的右端：对于左端，用 V 的表达式 （ 44), 则 
||Gx-Ax|| ^a||Gx||+6||a;||. 

两边同时平方，并注意 事实： G 为耗散算子，则 

||Gx|| 2 + A 2 ||«|| 2 < a 2 ||Gx|| 2 + 2a6||Ga:||||x|| + 6 2 ||*|| 2 . (46) 

因为 a < 1, 所以当 A 充分大时， ||aj|| = 0, 进而 x = 0 以及 v = (6? — XT)x = 0; 此 
与 v 为非零向量矛盾！故 G + ff-AJ 的值域为整个 Hilbert 空间 X . 综上所述，我 
们的断言成立. 

由上述断言及 Lumer-Phillips 引理， G+H 生成了强连续的可缩算子半群 .口 


Banach 空间情形下的 Trotter 扰动定理的叙述和证明是由 Goldstein 给出的. 


34.5 半群的谱理论 

在本章一开始我们就证明了，若半群 z ⑴的生成元 G 为有界线性算子，则 


Z ( t ) 为 G 的指数 形式： 


Z ( t )= e iG . 

(47) 

由第18章中的谱映射定理，则 


a ( Z ( t )) = e t<7 ^ G l 

(48) 


当 G 为无界算子时， （47) 仅在符号意义下成立.我们的问题 是：当 G 无界时， （48) 
成立吗？ 
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容易证明，当7为 G 的特征值时，为 Z ( t ) 的特征值.要证明此结论，令 u 
为7的特征向量： Gt * = 则 

= e_ ， tZ(t)(G - ^I)u = 0 . 

因此， e_ 7t Z (咖与亡 无关； 又 e ^ Z^u 在 < = 0的值为％所以对所有的<， 
⑴ w = t *， 即#为名⑷的特征值 • 

当 7 为 G 的任意谱点时 ， Ralph Phillips 证明了相同的结论成立. 

定理 12 若 Z{t) 为作用在 Banach 空间 X 上的强连续单参数算子半群， C ? 为其 
生成元，则 

a { Z ( t )) D e t<r ^ G K (480 

证明用乂表示由半群 Z ( t \ ^ 0和 G 的所有预解式 R ( Q 所生成代数的范 
数闭包.由于么⑷和预解式 R (0 可换,所以/是一个含有单位元的交换 Banach 
代数.因此,名⑴和 R (0 作为 X 上的有界线性算子的谱与作为 Banach 代数/中 
元素的谱是一样的. 

令 A : 为 （8) 中的常数 ， C > t 则 C 属于 G 的预解集.定义单参数算子族 V ( t )： 
V ( t ) = R { C ) Z ( t ), t > 0. (49) 

我们断言，在范数拓扑下， V ( t ) 关于 f 连续.要证明此断言，将 R (0 的表达式 （16) 
代入 (49)： 

厂 oo 

V ( t ) x = / Z{s)e-^ 8 Z(t)xd S 

Jo 

= J Z(s + t)xe~ < * s d s = # j Z(r)ice~*^ r dr; 

因此， V ( t ) 在一致拓扑下连续依赖于 t . 又 Z 与 ii 交换，所以 （49) 蕴含： 

R(0 V(t + s) = V{t)V(s). 

由习题 2 中的 （9)， 1 M 千 G 的谱，当且仅当 （< 一 7)- 1 属于 R (0 的谱： 
a(R(0) = - cr(G))-K 

根据 Gelfand 变换理论， a (丑 (0) = ( p ( i 2( C )) : P 为 *4 到 <C 内的非零同态 
若7为 G 的谱点，则存在非零同态 P :义 — C ， 使得 

pWC)) = ( C -7)- 1 - 
令同态 P 作用在 （50) 两边，则 

p ( i 2( C )) p ( F(i + 5))= p ( V(t))p( V(s)). 

由(51')， p ( R (0) / 0. 因此，我们可定义 

m ( t )^ p ( V ( t ))/ p ( R(Oy 


(50) 

(51) 
因此, 

(510 

(52) 

(53) 


此时， （52) 可以重写为 


m(t + 5 ) = m(t)m{s). 


(54) 
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由于 V ⑷和同态 P 都在一致拓扑 K 连续，所以 p ( v ⑴）和 m («) 都是 
复值连续 函数. 众所周知，方程 （54) 的连续解为指数 函数： 

m ( t ) = e k，t . 

令 p 作用在 （49) 两边，得 p ( V ( t ))= p ( R (0) p ( Z ( t )). 结合 （53) 和 (55), 则 

用 i ? 作用在 （16) 两边： 

R{0 2 x = f°° e^ f, R{OZ(s)xds. 

Jo 

由于 RZ ( s ) 在一致拓扑下连续，所以上述右边的积分在一致拓扑下 存在： 

R (0 2 = re -< s R ( OZ ( s ) ds . 

Jo 

用 p 作用在上式两端并用 (550： 

p ( R ( Q ) 2 = e _ Cs p (^( C )) p (^(5 ))cl s = p ( R { Q ) e - Cs e k，8 ds = P :巧 ),) . 

由于 p ( A (0) 一 0, 则 p ( R (0) = ( C - kT l - 对比 (51')， 我们有 V = T 代入 (55 ; ), 
有 

p ( Z ( f ))= e ^. (56) 

由 Gelfand 理论， p ( Z ( t )) 属于 Z ( t ) 的谱，从而 # 属于 Z ( t ) 的谱.由 7 的任意性， 
我们得到 （480. □ 

在某些情形下， (480 中的包含为真包含.虽然如此，但 Phillips 证明如下定理. 
定理 If 设玢纟）为强连续的单参数算子半群， G 为其无穷小生成元，若存在某个 
T >0, 使得 Z ⑷ 在 t > T 上一致连续，则 Z ⑴的每个非零谱点都属于 

证明由于 Z ⑴的每个非零谱点都形如 p ( Z ( t )) 的形式，其中 p 为 *4 到 C 内 
的非零同态，因此，对于固定的 p ， 令 n (0 = P (名 W ). 将 P 作用在方程 Z(s + 0 = 
Z ( s ) Z ( t ) 的两端，则 

n(s = n ( s ) n ( t ). 

由假设， Z ( f ) 在 t 彡 T 上一致连续，所以 n ⑴ 在 t 彡 T 上连续.满足此函数方程的 
非零连续解为指数 函数： n ⑷ = e vt . 我们略去证明的余下 部分； 可参见定理12的 
证明. 口 

定理13设名⑴为强连续的单参数算子半群， G ? 为其无穷小生成元.若存在： T >0 
使得 Z ( T ) 为紧算子，则下列性质 成立： 

( i ) Z ( t ) 的非零谱属于 eWQ ; 


①注意，对任意 t 彡0, p(Z(t)) = e fc，t ^ \\Z{t)\\ 彡 be 气所以 fc ' 彡 fc < C . 译者注 


R 上的 
(55) 
(55') 
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(ii) G 的谱由离散点集 {7 j } 组成，其中如 71彡 Re 72彡…， 并且 — 

— 00 . 

(iii) 设: r 为任意向量，则对充分大的 G Z{t)x 有漸进展开式： 

Z(t)® 〜 EAXt )， （ 57) 

这里的巧为《的多项式，其系數为 G 的广义特征向量. 

习题 9 证明定理 13. 

我们现在转向讨论半群及其生成元的转置问题- 
定理 14 设 X 为自反 Banach 空间，若 Z(t) : X^X 为强连续的单参数算子半 
群 , 则它的转置 2!{t) : X 1 — X ， 也是强连续的单参数算子半群，其生成元为之 (0 
的生成元的转置. 

证明由转置的定义，若: c 属于 X ，£属于久' 则 

( Z (0 x ,£) = ( x , Z , ( iK ). (58) 

因此，由自反性，/⑴是弱序列连 续的； 定理5蕴含了 2!{t) 的强连续性. 

我们用 丑表示 2!{t) 的生成元，用 G 表示 Z ⑷的生成元.设; r 为/ )( G ) 内的 
向量 J 为 D { H ) 内的向量，若对 （58) 两端在 < = 0求微分，则 

( Gx ,£) = ( x , H £). 

因此 ，以为 H 的延拓.由定理 4, 每个大于 A; 的实数 A 都属于丑的预 解集； 又由 
定理3, ^的预解集和 G 的预解集一致，因此 G 的预解集中也包含这些大于 A ： 
的实数 A . 故 G 不可能是 H 的真延拓.即转置 G 7 为 2 !{ t ) 的生成元. □ 
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第 35 章酉算子群 

数学的各个分支中到处都可以找到酉算子群的影子.本章我们将考虑强连续 
的单参数酉算子群 U ( t) t -OQ <t < 00 . 这类群一般来源于三个方面：一是能量守 
恒过程，如由各种波动方程控制的过程；二是保概率过程，如由 Schrodinger 方程控 
制的 过程； 三是 Hamilton 流和其他保测度的流的过程. 

35.1 Stone 定理 

定理 1 设 A 为作用在 Hilbert 空间 H 内的自伴算予，则 

(i) 存在强连续的酉算子群 U ( t ), 使得 iA 为其无穷小生成元 •， 

(ii) 反之，每个强连续的酉算子群都是由以生成的，其中4为某个自伴算子. 
证明 ⑴由第 32 章定理 5, 每个非实复数 2 都属于自伴算子 4 的预解集，且 

预解式 有界： 

11^)11 < \lmz\-K 

因此，和均满足 Hille-Yasida 定理的条件（见第 34 章中的定理 7), 它们都 
可以生成强连续的可缩算子半群，我们分别用以⑴和 V ( t ), t ^ 0表示.我们断言， 
⑷和 V (0 是互逆的.为此，令: r 属于>1的定义域,定义 t 的函数： 

U ( t ) V { t ) x . 

该函数关于 t 可微且导数为0: 

U { t ) V ( t ) x ) = ( U { t)A V { t)x - U ( t)A V ( t ) x)i = 0. 
at 

因此，函数 t /( t ) V (*) a : 为 * 的常值函数.故 U ( t ) V ( t)x = U (0) V (0 )x = x . 由 a : 的 
任意性，在 A 的定义域上为恒等算子.再由4定义域的稠密性和算子 
U ( t ) V { t ) 的连续性， U { t ) V ( t ) 在整个 Hilbert 空间//上为恒等算子.调换 t/ 和 V 
的位置得， l /( t ) 和 V ( i ) 为一对互逆算子. 

根据 Hille-Yosida 定理， f/(t) 和 V ⑴为可缩算子.另一方面，它们的乘积为厶 
因此，珥《）和 V ⑴保范，进而它们为酉算子. 

当 f 为负实数时，定义珥《) = V (- t ). 显然，对所有实数 s 和 t/(.s + 0 = 
^( s ) C /( t ), 并且当: r 属于 A 的定义域时， dU ( t ) x/dt = AU ( t ) x . 因此， M 为酉群 
U { t ) 的生成元. 

(ii) 我们反过来证明⑴的逆 命题设 U ( t ), -oo < f < 00 , 为强连续的酉算子 
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群，则£/⑴和 V ( f ) = U (- 1) 为两个强连续的可缩算子半群；它们的生成元相差一 
个负号，分别用 G 和 - G 表示.对生成元 G 和 - G 应用第34章定理7可知，每 
个非零实数都属于 G 的预解集.因为 t / ⑴为酉算子，所以 
\\U(t)x\\ 2 = (U(t)x,U(t)x) = \\x\\ 2 . 

令 a ； 为 G 的定义域内的向量，对上式微分，并令 i = 0, 则 

( Gx , x ) + ( ac , Gx ) = 0. 

在上式中，若用 + 2/代替 z ， 则 

( Gx , y )-^{ x , Gy ) 

的实部为 0. 再用 i ?/ 代替 y ， 则当 ® 和均属于 G 的定义域时，有 

( Gx , y ) + ( x , Gy ) = 0. (1) 

此等价于， G 为反对称 算子； 从而， 6 T 为 - G 的延拓.由第34章定理3, 6 T 的预 
解集为 G 的预解集的复共轭.因此,每个非零实数都属于 CT 的预解集.又因为每 
个非零实数属于 - G 的预解集，所以 GT 和- G 中的任一个算子不可能是另一个 
算子的真延拓.故 = - G . □ 

用自伴算子>1的谱分解，可以定义函数 CsiA ), 其中为 Borel 集 S 上的特 
征函数.首先回忆一下，第33章中的>1的谱分解的三种构造都是先以限制性的函 
数演算开始的. 33.1 节中的构造建立在预解式 ( A - z /)- 1 的基础上,其中2为非实 
的复数； 33.2 节中的构造应用了 Cayley 变换 （>1 - \ I)(A + i /) 1 ; 33.3 节中的构造 
建立在连续函数演算 f ( A ) 的基础上，其中/为 Ru { oo } 上的连续函数.用 Stone 
定理，我们可以定义指数函数 e ^, 因此接下来，我们将刻画如何利用该函数演算 
构建4的谱分解. 

引理2 设 17 ⑷为 Hilbert 空间孖 上的强连续的单参数酉算子群，设 w 为付中 
的向量，则函數 


a ( t ) = ( U ( t ) u , u ) (2) 

为 Bochner 意义下的正定函数（参见 14.4 节)，即 a ⑴为斜对称的、连续的，且对 
任意有限个实数^1，纟 2 i … W 及复数$1，… ，知， 成立不等式： 

^2 - > 0. 

证明 由的群性质和事实 u (- t ) = u ( tr i = 得 

= WkY 1 U(tj)u, u)<t>j4> k 
= U(t k )u)<pj^ k 

=(H A Wj) u ^^2<l>k U{tk)uj 
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= II U ⑷) w " 2 > 0- 口 

由 Bochner 定理即第14章定理8, R 上的每个正定函数都是 R 上的某一非负 
测度的 Fourier 变换.因此，存在 K 上的非负测度 m ， 使得 

( t /(£) u , u ) = J e itA dm ( A ). (3) 

令亡= 0,则 | H | 2 = m ( R ). 因此，测度 m 与向量 w 有关，是的 Fourier 
变换并由 u 唯一决定.故我们可以用 m ( u ) 表示由 u 确定的测度 m . 

由于 （2) 的右端为 ti 的二次函数，所以我们有与之相伴的斜双线性 函数： 

( U ( t ) u , v ) = J e itA dm ( A ; u , v ), (4) 

这里的 m { u , v ) 是通过极化测度 m ( u ) 所得到的测度. 

引理3 测度 m ( ti ， v ) 有下列性质： 

⑴ m { u , u ) = m ( u )\ 

( ii ) m ( v , u ) = m ( u , v ); 

( iii ) m («, v ) 关于 w 是线性的，关于 v 是共扼线 性的； 

( iv ) \ m ( S , u , v )\ < || ti || • || v ||, 其中 5 为任一 Borel 集. 

证明同第 31 章定理17的证明. 口 

由有界半双线性型的性质，即第31章定理1，对任意 Bord 集' 存在有界对 
称算子 E ( S ), ||^(5)|| ^ 1,使得 

m (5， w ， v ) = ( E ( S ) u , v ). 

因此， （4) 又可重写为 

( U ( t ) u , v ) = J e 5tA d ( Fu } v ). (5) 

用类似于 31.7 节讨论单个酉算子谱分解的方法，我们可以证明，五是算子4的单 
位分解.即五具有第32章定理1所叙述的性质.我们将该细节留给读者. 

35.2 遍历理论 

强连续的酉算子群理论可以应用于平均遍历定理.本节我们将给出--个与 35.3 
节的遍历性有密切关系的抽象结果. 

定理 4 (von Neumann) 设 U ( t ) 为作用在 Hilbert 空间//上的强连续单参数酉 
算子群，则下列性质 成立： 

( i ) 令 F 为在群 U { t ) 下不变的所有向量/组成的集合 {} € H : U ( t)f = 
/, t 6 M }, 则 F 为7/中的闭子 空间； 

( ii ) 令 M ⑷表示平均算子 


⑹ 


M ( t)g = l f U ( s ) gds , 
t Jo 

则当 f — oo 时， M ⑴ 强收敛于 P ， 即对 // 中的每个向量 P ， 有 
S — lirn M ( t)g = Pg , 

其中强极限 P 为孖到 F 交投影. 

证明 von Neumann 的原始证明依赖于无界自伴算子的谱分解.现在，我们给 
出一个简单证明，这归功于 Eberhardt Hopf . 

集合 F 为丹中的闭子空间是一个显然的结论，因为它是一组有界线性算 T 
U ( t ) - IteR , 的零空间的交集.对于 （ ii )， 我们需要如下引理. 

引理 5 设 C 7 为西 算子， E 和 R 分别是 （7- J 的零空间和值域，则五为的正 
交补. 

证明设 p 和/ I 为 H 中的向量，则 

利用 iru=i 则上式变形为 

(( U - T ) gM )^( 9 i ( I - U ) Trh ). 

上式 蕴含： 若 p 与/?正交，则右端为0,从而左端也是0,即 (U—r)g 与 II 中的每 
个向量/ I 正交.故 g 属于 f /- JT 的零空间反之，若 p 属于 E ， 则左端为0,从 
而右端也是0,即 g 与正交. 口 

设 r 为实数，令 U ( r ). 将//沿 [7- J 的值域/?的闭包丟正交分解，则 
//中的每个向量 g 可分解为 

g = e - hz , (7) 

其中2属于瓦 e 与 i ? 正交.由引理5, e 属于 I /- J 的零空间 E . 我们断言，当 
尤 — oo 时， M ( t)z 0. 要证明此断言，对于任意 e >0, 我们用只中的向量逼 
近 z : 

\\z - z £ \\ < e , z e = ( U ( r ) - i )/ i , he H . 

由 M 的定义 （6) 及 || C 7 ⑷ || = 1 知， || M (0|| ^ 1. 因此，对实数 
\\ M { t ) z - M { t ) z e \\ = || M (0(2-^)||^£. 

再由⑹及 U ( s ) 的群性质，我们有 

M ( t ) z e = M ( t )( U ( r ) - T)h = M { t ) U { r)h - M ( t)h 

= 7 ^ U ( s ) U ( r ) hds -\ f U { s)hds 
t Jo t Jo 

1 f i+r 1 f r 

=-/ U { s ) hds -~ / U ( s ) hds . 

易见，右边每一项的范系数都小于 r \\ h \\/ t , 所以 t — oo 时，左边依范数 ||M(^ e || 
趋于0.又 \\ M ( t ) z - M ( t ) z e \\ 《 e 及 e 的任意性，所以 \\ M ( t ) z \\ 也趋于 0. 
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接下来，我们再证 明：若 e 属于零空间五，则 t — oo 时， M ( t ) e 的极限存在, 
且该极限属于£.由于 C^(t + r ) e = U ( t ) U ( r ) e = U ( t ) e , 所以 t /( t ) e 为 t 的周期函 
数且 r 是一个周期.对于实数 t ， 若令 t = nr 十 g , 0 < g < | r |， n 为自然数，则 

M ( t)e = 7 / U ( s)eds = y / U ( s)eds + 7 / U ( s ) eds . 
t Jo t J Q t j 0 

令 / — 00 ,则右边的第二项趋于 0 , 而第一项则趋于 

- f U { s ) eds . (8) 

r Jo 

因此， M { t ) e 收敛于 （8) .又 t / ⑷与 17- J 可换，所以 t /( s ) 将丑 映入自身.故向 
量 （ 8 ) 属于 E . 

因为//中的每个向量#有分解 e + z ， 所以由上述两段的证明，当 i 00 时， 
M ( t ) g 的极限存在，且该极限属于五，即该极限为 U ( r ) 的固定 向量. 由 r 的 
任意性， M { t ) g 在 （— 00 下的极限属于 

由 F 的定义， Rs ) 在子空间厂上为恒等算子.我们进一步断言，它将 F 的正 
交补子空间映入到自身内.这是因为，若向量 w 与 F 正交，则对 F 中的每个向量 
/，有 

( U ( s ) w y f ) = ( ti ?, U (- s ) f ) = ( w , f ) = 0 ; 

因此 U ( s ) w 与 F 正交，此断言成立.由于算子 M ( t ) 是酉算子群 U ( s ) 的均值，所 
以 M ( t ) 以及 M ( t ) 的强极限在 F 上的作用为恒等作用，且将 F 的正交补子空间 
映入自身.又 M ( t ) 的强极限将整个 Hilbert 空间 H 映入 F 内，所以该强极限只能 
将 F 的正交补子空间映为零.因此, M ( t ) 的强极限正是//到 F 上的正交投影 .口 

35.3 Koopman 群 

设 M 为开的紧微分流形， V 为 M 上的预先给定的体积元，我们要研究沿向量 
场 D 的保体积流，即研究微分方程 

J = D ( x ) ⑼ 

的解令 x ( y ^ t ) 表示微分方程⑼的解，其中 j /为该解在 t = 0 的值，则 j / — x ( y ; t ) 
为保体积的映射.因为 M 是紧的，所以 M 的体积有限.由于向量场与 t 无关， 
所以 


x ( x { z \ s ), t ) = x ( z,a + t ). ( 9 ’) 

令 if 表示 M 上的平方可积函数 0 组成的 Hilbert 空间 ， Bernard Koopman 将 
这样的流 aKy ; t ) 与 H 上的单参数酉算 子群： 

(W)9){y) = 9(^(y\t)) (10) 




联系起来.由流的保体积特性 ，由 （10) 定义的算子1/⑷保 I 2 范数；事实上，它们 
保所有 P 范数， l < p 彡 oo . 

对于这样的流 ， von Neumann 的平均遍历定理能告诉我们什么信息呢？即在酉 
算子群 （10) 下固定的函数组成的空间 F 有何性质呢？显然，常值函数在每个 1/(0 
下固定，即常值函数属于 F . 除此之外， F 中还有其他函数吗？假设函数/ 属于 F , 
不妨设/为实函数，令 c 为任意实数， S c 为 M 中的满足/(2/) < c 的所有点 y 组成 
的集合 ，则又 在流下不变，即若属于 S c , 则所有的点 x ( p ; t ) 都属于 S c •若 f 不 
是常值函数，则&为流的非平凡不变子集，即又及其补子集都有非零测度.反之， 
若 S 为流下不变的非平凡子集，则其特征函数 

f ( y ) = 1 h yeS} 

{ 0 , yiS 

在酉群 （10) 下固定.综上所述，我们已经证明了如下结论. 

给定 M 上的保体积流，则在与该流相伴的 Koopman 群 (10) 内的所有算子 
下固定的函數仅为 A / 上的常值函数，当且仅当 M 不存在流下不变的非平凡可测 
子集. 

不存在非平凡的不变可测子集的流称为具有 度量可 迁性. 

假设在流 （9) 下不存在非平凡的不变子集，则 F 由常值函数组成.因此，由平 
均遍历定理， M ( t ) 在 ge L 2 ( M ) 上的作用 M ( t)g 趋于#到常值函数空间上的投 
影.如何确定该投影呢？显然，它是5的在给定体积 K 下的 均值： 

⑴) 

投影 （ 11) 称为函数 g 的空间均值， 而由均值算子 M ( t ) 得到的极限称为 s 的时间 
均值. 因此，粗略地讲， Koopman 群的平均遍历定理告诉 我们： 假设流⑼不存在 
非平凡的不变子集，则每个 L 2 函数的时间均值和空间均值相等. 

在统计力学中，流形 M 对应于相空间即由 7V 个相互作用粒子的 Hamiltonian 
系统导出的向量场，其中 iv 〜10 23 ；时间均值被解释为； V 元函数4的测量值.依 
定理 4, 测量的时间要很大.遍历定理最早由 Ludwig Boltzmann 以一种初等的形式 
提出来，其意义在于我们仅仅需要估计 10 23 维流形上的积分 （ 11), 而并不需要求涉 
及10 23 个未知函数的形如 （ 9) 的偏微分方程的解. 

Jack Schwartz 已经指出，测量值有热力学意义的函数 g 是10 23 个变元的对称 
函数.这些极特殊函数的时间和空间均值之间的等式是由除遍历定理以外的其他 
原因造成的. 

一般来讲，我们很难决定哪些流有非平凡的不变子集，哪些流没有.文献 Lax 
中给出了一个有趣的例子. 
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35.4 波动方程 


典型的波动方程为 


utt — Au = 0, 


其中△为 Laplace 算子： 

△ =笔+ % +巧， 

这里的下标表示偏导数.对波动方程在全时空 K 3 xR 上的解％若 u 及其一阶偏 
导数在 IE 2 + ?/ 2 + 2 2 — OC 时，快速趋于0,则利用如下过程，我们可以导出关于 W 
的能 量守恒定律： 先用去乘波动方程，再沿 R 3 积分： 

f u t (utt-Au)dV = 0. 


用分部积分法，将此式整理为 

J ( u t u tt + u xt u x 4 - UytUy + u zt Uz)dV 


0 . 


左边的积分是函数 

则 = J /( 〜 2 + U x + + U l)^ V 

对 < 的导数.因此，五⑷为 f 的常值函数.这种与时间无关的量称为 运动常數或守 


恒量. 


函数称为 能量. 它是 U 和&的二次函数，其平方根称 为能量范數. 

若波动方程的两个解有相同的初值，则它们的差也是波动方程的解，其初值为 
零，进而原始能量也为零.因此，由能量守恒定律,波动方程的这两个解的差在每一 
时刻的能量均为零，从而在每一时刻的值也是零.因此，初值 u (0) 和 ^(0) 完全决 
定了波动方程的解在每一时刻的取值. 


我们用7/表示有有限能量的所有初值 { u (0) } Ut (0 )} 组成的线性空间在能量范 
数下的完备化空间，它是一个 Hilbert 空间. 

我们用表示解算子，即将初值映为 i 时刻数值的 算子： 


U ( t ) : { u (0), ti t (0)} -► { w ⑷， w t (0}. 

不难证明，若预先给定的初值 u (0) 和 u t ( Q ) 充分光滑和带有紧支集，则可以求得波 
动方程在全时空内的初值问题的解.因此，我们可以先在光滑的有紧支集的初值上 
定义算子 U ( t ), 再利用满足这些性质的初值在空间丑内的稠密性，将1/⑴连续延 
拓到整个空间丑上.不难 证明： 延拓后的算子形成了一个强连续的单参数酉算子 
群. 此时的强连续性可先在光滑的初值上验证，然后由连续性，再在对有限能量的 
初值上进行验证.群性质 l/(s + r )= U ( s ) U ( r ) 表达了这样的事 实：若 u ( x ^ z , t ) 
为波动方程的解，则 u ( x } y , z , t ^ s ) 也是波动方程 的解； 酉性质仅仅是能量守恒及 
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其 C / ⑴的可逆性的另一种表述，而此时的可逆性又可以通过求相反初值问题的解 
得到验证. 

习题1求波动方程的解算子形成的强连续单参数酉算子群的无穷小生成元. 

下面我们将波动方程在全时空内的初值问题延伸到有障碍的初值问题上，即研 
究波动方程在全时空和三维空间的某个障碍衫外部的解.我们要求在障碍 S 上, 
所有的解 tx 需满足边界条件，即 u 在 B 的边界上取值为零 • 

同上所述，用同样的方法可以导出能量守恒性质.先用分部积分法产生边界 
项： 

I utu n dS y 的法向导数， 

JdB 

当 U 在边界 dB 上取值为 o 时，此边界项为 a 当然，我们也可以要求边界条件 
w n = 0,从而使得边界项为 0. 无论哪一种情形，能量守恒性质都成立. 

用类似的过程构造解算子 U ( t ), 从而形成强连续的酉算子群（在能量范数下). 
在此过程中，唯一会出现的新困难 就是： 很难证明，有光滑初始值问题的波动方程 
在所有时刻满足边界条件的解的存在性.但是，这仅仅是技术性困难，不会掩盖在 
障碍 B 外部的有限能量解的简单基本结构. 

35.5 平移表示 

我们先来回顾一下作用在 Hilbert 空间付内的自伴算子4的谱表示 （ 参见第 
32章).若 A 有重数为1的谱，则存在 R 上的非负测度 m 以及存在 H 和 L 2 ( K ， m ) 
之间的酉 算子： 

H ^ L 2 (R,m), 

使得算子4对应了作用在 L 2 ( M , m ) 内的变量 A € K 所作的乘法算子.若4的谱 
为多重数的，则存在//和空间的（可能无限个) Cartesian 积之间 
的酉 映射： 

h ^ 

使得算子4对应于 Cartesian 积空间上的算子，并使得该算+在每个分支上为 A e 
R 所作的乘法算子，这里的 m , •为 R 上的非负测度 • 

由 Stone 定理，算子 M 生成了强连续的单参数酉算子群 U ( t ), 用符号将 f ； ⑴ 
表示为： U ( t ) = expii 4 f . 

定理 6在自伴算子 A 的谱表示中，算子1/(<) = 6\9^^被表示为619认*所作的 
乘法算予. 

证明 Stone 定理的证明建立在 Hille - Yosida 定理即第34章定理7的基础上. 
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我们将采用 Yosida 的方法证明该定理，即将 expiAt 看作是强极限 

exp iAt = s — lim e ' 1 , G n = n 2 R ( ti ) — nl. (12) 

在 31.5 节推导谱表示的过程¥?"我们已经证明了及⑻= ( nJ - U 广 1 被表示为 
(n - iA )- 1 所作的乘法算子.因此， （12) 右边的算子可被表示为 e inA< /( n - A) 所作的 
乘法算子. 

设 u 为 H 中的向量，不妨设 u 对应于 { MM }, 则 e iG ? ^ tx 对应于 
( A )}; 这些函数在 n — oo 下的 L 2 ( mj ) 极限对应于函数 { e iA % Q )}. 故即）在丑 
上的作用被表示为 exp iAt 在上的乘法作用. □ 

下面我们考虑 A 的谱在 R 上绝对连续且具有一致谱重数的情形，即谱表示中 
的所有测度支撑在 R 上并且关于 R 上的 Lebesgue 测度绝对连续的情形.第 
31章结束部分的注记中己表明，这种情形下，出现在谱表示中的测度可以选取为整 
个 R 上的 Lebesgue 测度，故谱表示可重新记为 

H ^U L2 W - 

为方便起见，我们将 L 2 ( R ) 空间的 Cartesian 积看成单个空间 L 2 ( iV ， R ), 即赋 
值在某个辅助 Hilbert 空间 TV 上的 U 向量值函数组成的空间，其中 iV 的维数等 
于 Cartesian 积分支的个数,可能为 oo . 注意 iV 的维数也是 *4 的谱重数.因此，我 
们有谱表示 

H ^ L 2 ( N , U ). (13) 

取 Fouriei •逆，由 (13), 我们得到谱表示的另 • -种形式 

H ^ L 2 ( AT , R ), (13 ; ) 

即若丑中的向量 lx 在 （13) 中对应于函数 /( A ), 则在 （130 中，向量 u 对应于函数 

^( 0 ；) = ^=| /(A)e-^dA. 

由定理 6, //中的向量 (expiAt)u 在谱表示 （ 13) 中被表示为 （ expiA*)/(A), 从 
而在谱表示 （ 13') 中，被表示为 k ( x - t ). 鉴于此原因， （ 13') 称为 H 的关于 i>4 生成 
酉群 的平移表示. 反之，从一个平移表示出发，我们可以利用 Fourier 逆构造 >1 的 
谱表示. 

下面我们研究 Sinai 给出的平移表示的一个几何特征.设 H 为 Hilbert 空间， 
m 为作用在好上的强连续单参数酉算子群，假设丑关于群 CA ⑴有平移表示， 
今 F % H 的闭子空间并且在平移表示下， F 对应于支撑在 R 上的所有 L 2 函数 
空间： 

F^L 2 (N,R_), (14) 

则 U(r)F 中的向量被表示为支撑在 (-oo,r) 上的 L 2 函数.因此， Rr)F 为 r 的递 
增单参数族，且当 r 由- oo 变到 oo 时，由 {0} 变到开.因此，我们可以用 
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下面的 (15 a ), (15 b ) 和 （15 c ) 更精确地表达上述 刻画： 

U ( r)F C F , r <0, (15 a ) 

nt /( r)F = {0}, (15 b ) 

UU { r)F = H . (15 c ) 

定理 7 反之，设孖为 Hilbert 空间， t / ⑷为//上的强连续单参數酉算子群，令 

F 为好的满足 （15 a )，(15 b ) 和 (15 c ) 的闭子空间，则//存在群 U ( t ) 下的平移表示 
(13')， 并且在此表示下，尸有表示 （14). 

习题2 证明： 当 s << 时, 1/⑴ 

Sinai 利用 von Neumann 的 Heisenberg 交换关系定理（即本章定理 11) 证明了 
上述平移定理，与此同时， Phillips 和作者给出了本定理的另一个独立证明，此外, 
我们还证明了如何由此平移表示定理导出 von Neumann 的结果.有关此细节，详见 
35.6 节内容.下面我们提供定理7的 Phillips 和 Lax 的证明.该证明有一定的技巧 
性，在作者眼里是非常漂亮的. 

证明我们将用下面的表示定理证明定理 7. □ 

定理8 设尺为 Hilbert 空间， Z ( t ) 为作用在尺上的强连续单参数可缩算子半群， 
若 f — oo 时， Z ( t ) 强收敛于0: 

^lim Z ( t)k = 0, (16) 

其中 fc 为尺内的任意向量，则以酉表示为 L 2 ( AT , R _) 的闭子空间，使得 Z ⑴ 
的作用对应于变量 f 在 R 上所作的右平移作用在 ] R - 上的限制，其中 7 V 为某个辅 
助 Hilbert 空间. 

证明设 G 为半群 Z ⑴的生成元， D ( G ) 为 G 的定义域.我们先给出 D ( G ) 
的一个表示，然后将此表示连续延拓到整个空间 K 上.对 D ( G ) 内的任一向量 g , 
定义函数7⑷： 

7( s ) = Z (- s ) g , 5^0, (17) 

则7为 I 到内的向量值函数.我们要在乃 ( G ) 上定义新的半范数 || | U ， 使 
得对 D ( G ) 内的每个向量仏由 （17) 定义的向量值函数7的 L 2 范数与9的初始 
范数 1以1 相等，即 

II 分 II 2 = / IllWIlids = 

j —oo 

因为 Z ⑴将 D ( G ) 映入 D ( G ) rt , 所以在 （18) 中用 Z ( h ) g 代替仏相应的等式仍 
然 成立： 

II ^ W ^ II 2 = r \\ Z ( s ^ h ) 9 \\ 2 N ds ^ r \\ Z ( s ) g \\ 2 N ds . (18’) 

Jo Jh 

(180 两边对 / i 求微分，再令 /i = 0,则 


\\ Z ( t ) g \\% dt . 


(18) 
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(Gg ， g 、 + 、 g 、 Gg) = -||^||?/. ( 19 ) 

由于 Z ⑷为可缩算子，所以（18 # )的左边为&的递减函数，进而 （19) 的左边不大 
于 0 ,故新范数 \\ g\\ N 是非负的.因此，利用 （19), 我们可 以定义 上的新半范 
数 WIU . ① 

我们现在证明，在 AT 及 JV 范数下，表示 （17) 是一个等距，即对 D(G) 内的每 
个向量分， （18) 成立.设 p 属于 D(G) t WJ Z{t)g 属于 D(G); 由定义 （17) 和（19)， 
令 .s = - t ， 则 

||7 WI| 2 N = \\Z(t)g\\ 2 N = -2Re(GZ(t)g, Z(t)g) = -去_)別 2 ; (19。 

对变量6由0到 r 积分，并注意用 假设： 当 r — oo 时，||^||趋于0,我们即得 
(18). 

由于 D ( G ) 在 K 中是稠密的，利用连续性，我们可将以表示 （17) 等距延拓到 
整个空间 K 上.显然，在此表示中， Z ⑴的作用对应了由《所作的右平移作用在 
R - 上的限制. □ 


我们现在转向定理 7 的证明.用 P 表示 H 到子空间 F 上的正交投影，定义 
算子 Z(t )： 

Z(t) = PU(t), t^0 } (20) 

我们有如下引理. 

引理 9 假设 V 有性质 （ 15 )， 则由 （ 20) 定义的 Z ⑷ 为作用在 F 上的强连续单参 
數可缩算子半群，且当 t — oo 时, Z(0 在 F 上强收敛于 0. 

证明因为 t / ⑷强连续，所以 Z ⑴也是强连续的.又 C / ⑴和 P 为可缩算子， 
所以 Z ⑴也是可缩算子.要证明 Z ⑴为半群，令 /属于则 


Z(r)Z(s)f = PU(r)PU(s)f = PU(r)[U(s)f + p] 

= PU{r + s)f-h PU(r)p = Z(r + s)f + PU{r)p, (21) 


这里的 p 属于好且与 F 正交.我们断言，当 r > 0时， J /(7*) p 与 F 正交.事实上, 
令 g 为 F 中的向量,注意到 CT ( r )= U~ l (r) = C / (一 r ), 则 


(5, U(r)p) = (U(~r)g,p). 

由假设 (15 a ), U(-r)g 属于 F ; 又 p 与 F 正交，所以上式右边为0,从而左边也是 
0,即 U ( rO P 与#正交.由0的任意性，此断言得证.由于是好到 F 上的正交 
投影，所以 （21) 的右边最后一项为 0. 因此， Z (<) 是一个半群. 


①令 


C ={ g € D ( G )\ 


则 HHn 自然诱导了商空间 D ( G )/ C 上的范数.我们令辅助 Hilbert 空间/ V 为 D ( G )/ C 的完 


备化.为方便起见，我们将 0((?) 中的向敏 g 与它在商空间 D ( G )/ C 中的等价类等同起来, 


译者注 
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要证明当 i 趋于 00 时， Z ⑴强趋于0,我们先证明形如 

U(t)g } peF-L, t<0 y (22) 

的向景构成了 H 的稠密子集，这里的表示 F 在好中的正交补.若不然，必存在 
H 中的非零向量 V 与所有向量 U(t)g, g € F J -, t <0, 正交.由于1/⑷为酉算子，所 
以它将 F 的正交补映为 U(t)F 的正交补 (U(t)F)^ y 从而 (U(t)F ± ) ± = U(t)F. 
因此， v 属子每个 U(t)F, t < 0,这与 (15 b ) 矛盾. 

给定 F 中的向量/及正数^由上述集合的稠密性，存在中的向量 5 及 
实数 r < 0,使得 II /- U ( r ) g \\ < e .若记 s = - r , 则 || l /( s )/- fl || < e •由于均= 0, 
所以 


\\Z(s)f\\ = \\PU(s)f\\ = ||P(^( 5 )/-p)||<£. 

又 Z 为可缩半群，所以当 s 时， || Z (0/||<^. 因此，当 < 趋于 oo 时， Z ⑴强收 
敛于 0. □ 

对作用在空间 F 上的半群名⑴= PU(t), 由引理9, Z ⑷满足定理8的条件， 
故存在 F 与 L 2 (7 V ， R _) 的闭子空间之间的等距平移表示，使得若将 F 中的向量/ 
表示为 L 2 ( N , R ^) 中的函数扣 

卜 <Ks) (23) 

则 < > 0时， Z(t)f 有表示 

PU(t)f ^ c(t)(j)(s - t), (23’) 

这里的 c 为 R - 上的特征函数.该表示是等 距的： 

ll/ll 2 = f IW 秦 d 5, (24) 

II^W/II 2 = rWMWlds. (25) 

J — OO 

令 

U(t)f ^ <f>(s - t), (26) 

我们将表示 （ 23) 延拓到 H 中的形如 U(t)f, f £ F 的向量上.由 （ 24) 及 C/ ⑴为 
等距这一事实， （ 26) 为等距表示.我们断言 （ 26) 与 (230 是一致的，即若 _f 属 
于则两表示 （230 和 （ 26) 的右边相等.显然，此断言成立，当且仅当 / 的表示 
函数 0( s ) 在 -* < s < 0内，取值为 0. 因此，若 U(t)f 属于 F ， 注意到 C 7 ⑴为酉算 
子，所以 （ 24) 和 （ 25) 左边相等，进而它们的右边也相等，此可保证， 0(s) 在 (-^,0) 
内为 0. 

由 (15 c ), 所有形如 U(r)f,feF, 的向量在 if 中稠密.因此，表示 （26) 可以被 
连续延拓到整个空间// 上： 

u *-> k(x). 

此延拓后的表示仍是一个 等距： 
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|| uj | 2 = f || A :( a :))|^ dx ; 

J —oo 

半群 t / 的作用被表示为平移变换： 

U ( t)u ^ k(x — t ), 

而正交投影 P 的作用被表示为截切： 

Pu ^ c ( s ) k ( s ). 

不难证明，由此表示的值域为整个 Hilbert 空间 L 2 ( N y R )- 参见本章后面的参考文 
献 Lax - Phillips , 1981. □ 

单参数酉算子群存在平移表示的条件有点特殊，但是，存在一些自然、有趣而 
又非平凡的例子，它们来源于 34.5 节中的波传播.在这些例子中，底空间//为定义 
在 R 3 上的所有初值{^, 0 ),^( 2 ；, 0 )}组成的 Hilbert 空间，赋 予能量 范数： 

||{w(x),w t (a：)}||| = /(砂如 

我们令 C / M 为波动方程 

Utt — Au = 0 

的解算 子群： 

V ( t ) : { w ( x ,0), u t ( x ,0)} —> { u ( x , t ), ut ( x y t )}. 

算子 t / ⑷的酉特征揭示了 能量守 恒和时 间的可逆性. 

子空间 F 被定义为由输 入初值 组成的空间，即所有入解 u ( xj ) 的初值组成的 
空间，这里的入解是指，在 反向光锥内部 取值为零的解 u ( x , t )： 

u ( x , t ) = 0, | x | < ~ t . 

波动方程存在入解的事实一点也不明显.我们现在证明，如何借助于三维空 
间中波传播的 Huygens 原理 来构造入解.从概念上讲，该原理是说波动方程的解 
以速度1传播信息.从技术上讲，此原理意味着由初值 { u (0), u t (0 )} 唯一确定的解 
w ( y ， s ) 在 ( t /, s ) GR 3 xIR 点的值仅仅依赖于 <0)，叫⑼及其空间导数在光锥与原 
始平面的交集即在 = 的上点 or 处的取值. 

设/ = {/ i ,/ 2 } 为初值且当 W > s 时，/取值为零，我们断言，当 t > s 
时， J 7(— 为入解. 

习题 3 用 Huygens 原理证明， U (- t)f 为入解. 


现在证明，输入初值空间 F 有 （15 a ) 〜 (15 c ) 所列的性质. 

⑴设 u 为一个入解，/为其初值，则初值为 U ( r ) f 的解是= w ( x ,<+ r ). 
因为 u 为入解，所以 


因此 


u { x % t ) = 0, | x | < — t . 
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w( r )(a:，《） = 0 ， |x| < -(t + r). 

故当 r < 0 时, w( r ) 为 入解. 由此，我们证明了，当 r < 0 时， U{r)F C F. 

(ii) 由上述关系， w (r) (: r ， 0) 在 〈- r 内为 0; 对《求微分后，同样有 w ! r) (^ 0 ) 
在 |:r| < -r 内取值为 0. 因此，所有 U(r)F 的交仅包含一个零初值. 

(iii) 设 u 为利用 Huygens 原理构造的任一入解，/为其初值，则 U(t)f 可以取 
支撑在 W < t 内的任意数值.因此，当 t — oo 时， U(t)F 的并在 H 中是稠密的. 

Huygens 原理在任意奇数维空间上是成立的，因此上述输入初值的分析在奇数 
维空间上也是有效的.虽然人们可以利用波动方程在 K n xR 上的解的公式导出输 
入初值的性质，但是我们的推导更直观，更清晰 • 

35.4 节所讨论的障碍外部的波传播也是一个十分有趣的情形.假设障碍丑包 
含在以原点为心 、以丑 为半径的球内，我们可以将入解 u ( x , t ) 定义为在锥内部为 
0 的解： 


it(x, t) = 0, |x| < —t + R. 

注意这样定义的入解满足 35.4 节所讨论的两个边界条件.类似地、我们令 F 为入解 
的初值组成的空间.性质 （ 15a) 和 (15b) 可以用上述方法进行验证，但是性质 （ 15c) 
的验证需要更深刻的理论 （参 见文献 Lax 和 phillips 的书第 5 章).在 36.5 节，我们 
还 将回到 此例子上来. 

另一个有趣的例子是由双曲空间内的自守波动方程所提供的，我们将在第 37 
章研究它. 


35.6 Heisenberg 交换关系 

在量子力学中，物理系统的态是指与该系统相关的复 Hilbert 空间 H 内的单 
位向量 w ， ||叫| = 1;观察量是指根据所谓的量子规则所构造的自伴 算子 . 

定义设>1为观察量， u 为态且 ti 属于4的定义域，我们称为观察量>1 
在态 w 下的期望值. 

术语“期望值”蕴含了观察量在态 u 下测量的不确定度. 

定义称观察量 （4 - a /) 2 在态 u 下的期望值的平方根为观察量>1在态 u 下测 
量 的不确定度， 其中 a 为4在态 ti 下的期望值.我们用 A(A,u) 表示不确 定度： 
A 2 (A, u) = (u, (A - al) 2 u) = ||i4ix — au\\ 2 

— — 2a(u, Au) -ha 2 — ||i4ti|| 2 — a 2 . (27) 

由第 3 个公式，不确定度 A (4, u ) 等于零，当且仅当 - ⑽= 0,即 w 为4的特 
征态. 
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令 A 与 B 表示一对观察量.由 (27), 观察量4和 B 可以在同一态 M 下用绝 
对确定度进行测量，当且仅当 w 为>1和 B 的公共特征向量.两个交换的算子有共 
同的特征向量，但是在物理系统中这种交换关系是不可期望的！ 

假设两个自伴算子 A 和 B 满足 Heisenberg 交换关系 

AB^BA = \I, (28) 

则>1和 B 没有公共的特征向量.因为这样的向量在 （28) 左边算子的作用下为零, 
而在右边算子的作用下 非零. 这表明了，满足 Heisenberg 交换关系的观察量4和 
B 不能在同一态下以绝对确定度来测量.对于不确定度， Heisenberg 建立了如下定 
最分析. 

定理10 设4和 B 为满足 Heisenberg 交换关系 （28) 的自伴算子，设 w 为4和 
B 的公共定义城内的态，则 A 和 B 在态 ti 下測量的不确定度满足不等式： 

A ( A , u ) A ( B , u )^^ (29) 

(29) 称为 Heisenberg 测不准原理. 

证明我们以 Heisenberg 交换关系 （28) 开始.令 （28) 的两边同时作用在向 
量《上，然后用所得的向量再与 u 作内积，注意>1和 B 的对称性，则 

(Bu, Au)- (4 u , Bu) = i || u || 2 . (28’) 

显然，若用 >1 和丑的公共定义域内的任意向量 V 代替 IX ,则 （28] 仍然成立.这是 
对 （28) 的一种弱解释.设 （ 为任意实数,则由 Schwarz 不等式.得 

|(u, Au + \tBu)\ 2 ^ ||Ait 4- \tBu\\ 2 . (30) 

若用《和 fe 分别表示>1和丑在态 lx 下的期望值，则不等式 （30) 又可以整理为 
a 2 + b 2 t 2 < ||An|| 2 4 - i[(J3u, Au) - (Au,Bu)]t + \\Bu\\ 2 t 2 , (30’) 

用 (280 并注意 IMI = 1， 则 （30') 右边的中间项为 -t. 再借助于 （27) 整理 (300, 
得不等式： 

0 彡 (\\Au\\ 2 -a 2 )-t + (||Bu|| 2 - b 2 )t 2 = A 2 (i4,w)-< + A 2 (B y u)t 2 . 

总之，由于上述不等式对所有实数 t 都成立，所以不等式右边的二次多项式的判别 
式不大于 0. 故其判别式 


1 -4A 2 (A,u)A 2 (5,u) ^0. 

因此， （29) 成立. 口 

我们自然地会问，何种算子满足交换关系 （28) 呢？ Wielaudt 用一个十分优美的 
讨论证明了，有界线性算子不可能满足交换关系 (28). 要看到这一点，我们从 （28) 
式用归纳法可以证明，对所有自然数 n , 有 

inB"- 1 = AB n -B n A (28") 

两边取范数，并注意到右边用三角不等式和算子范数的乘积不等式，得 
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n ||^ 1 | K 2|| A |||| B "||^2|| A |||| JB ||||^- 1 ||; 

此不等式蕴含了，当 n > 2||i4||||B|| W, \\ B n - l \\ = 0, 从而 B n 1 = 0. 返回到建立 
在 （ 28") 基础上的递推，则对所有的 it , = a 因此，两个有界线性算子不可能满 
足 （ 28). 

另一方面，若令4 = i ( d / d / i ) 和 B = / i 为作用在 Hilbert 空间 L 2 ( R ) 上的算 
子，则>1和 B 满足交换关系 (28); 这是因为，对于任意可微函数/，得 

von Neumann 已经证明了，在可以相差数乘和酉等价意义下，这里的>1和 B 为满 
足交换关系的唯一一对算子.在准确叙述和证明此结果之前，我们先采用 Weyl 的 
方式重新整理 （28). 考虑单参数族 

U ( s ) BU (- s) y (31) 

其中 U ( s ) 为由 L 4 生成的酉群.在4的定义域内， Rs ) 满足 

^ I /( s ) = iAi /( s ) = iC /( s ) A . 

求 （ 31) 的微分，并用交换关系 （ 28 )， 得 

■^ U ( s ) BU { s ) = iU ( s)[AB - BA ] U {- s ) = -/. 

对上式求积分，得 

U { s ) BU [— s ) — B ^ si . (32) 

等式（3幻称为交换关系的 Weyl 形式.此形式意味着，对所有实数 s ，（32) 两边的 
自伴算7相等. 

习题 4 由（3 2 )推导， f /( s ) 将 B 的定义域映到自身上. 

习题 5 若用 V ⑷表示由 iB 所生成的酉群，利用 （32), 证明： 对所有的实数 S 和广 

U ( s ) V [ t ) = e iat V ( t ) U ( s ). 

(提 示： 对（进行微分 .） 

下述结果由 von Neumann 得出. 

定理11 设>1和 B 为作用在 Hilbert 空间 H 内的两个自伴算子， U ( t ) 为由 ivl 
所生成的百算子群，假设 Weyl 关系式 （32) 成立，则存在付的表示空间 L 2 ( AT , R ), 
使得 

A = v B= ^ 

证明由习题2后面的说明， Sinai 利用本定理导出了平移表示 定理； 而对于 
平移表示定理，我们己经给出一个独立于本定理的证明.因此，我们可以翻转 Sinai 
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的证明，即我们可以用平移表示定理证明本定理. 

设 E ( X ) 为自伴算子 B 的谱 分解： 

B = J AdE ( A ), (33) 

则 

U ( s ) BU (- s ) = J Xd ( U ( s ) E ( X ) U ( s )) (34) 

和 

B - sI ^ J(X- s)d E (\) = ^ Ad 五(入 + s ). (34’) 

注意 （34) 和 (340 左边的算子为自伴算子，而右边的积分给出了相应算子的谱分解. 
由 (32), 上述两式左边的算子相等，所以它们的谱分解也相等.因此,对任意 Borel 
集 r ， 有 

U { s ) E ( T ) U (- s ) = E(T + s ). (35) 

若用 F 表示 Ei ' R .) 的值域，我们断言，群 ？/( S ) 和子空间 F 满足性质 （ 15). 要证 
明此断言，在 （ 35) 中令 T = ，则 1/⑷ F 为五 (I + s) 的值域.因此，由谱理 
论， U ( s)F 形成了一个关于 s 递增的子空间单参数族，并且当6 从 - oo 到 oo 时， 
C/(s)F 从⑻到好.这些事实正是 （ 15a) 〜 (15c) 所述的性质. 

由定理7, Hilbert 空间//有表示空间 L 2 ( N , K ), 使得 U ( s ) 的作用表示为 
L 2 ( AT , R ) 上的平移作用，并且子空间 F 有表示子空间 L 2 ( JV , R _); 因此，群 t ； ⑷的 
生成元 M 表示为算子- d / dp ， 从而算子4表示为 i $， 并且 E ( R . + s ) 的值域 
即 U { s)F 表示为 L 2 (7 V , R _ +5), 进而五 ( R — + s ) 表示为由 R — 上的特征函数 
所作的乘法算子.我们将这些此事实代入 （ 33 )， 则 B 表示为自变量 /i 所作的乘法 
算子. 口 

哲学-历史注记测不准原理是深刻改变人们哲学思想的几个数学物理概念之一. 
其他的概念 还有： 量子跃变，狭义相对论， Godel 不完全定理和黑洞.测不准原理甚至 
已滲透到公众意识之中.有这样的一个例子，它发生在 Michael Frayn 的科学剧“哥 
本哈根”中.该剧在伦敦和百老汇的演出获得了巨大的成功.剧本以 Heisenberg ; 在 
1941年9月21日去哥本哈根拜访 Bohr 为线索展幵.当时的欧洲正处在德国高度 
统治之下. Heisenberg 宣称他带来了 一份模糊建议，它建议各方的科学家都不应该 
研制原子弹.而 Bohr 回忆说， Heisenberg 来哥本哈根就是为了收集情报，他认为 
Heisenberg 的建议是“毫无事实根据”的.剧作者暗示了，对同一件事情有不同的 
看法是测不准原理在人类交流中的一种表现形式. 


原子时代的物理学家和历史学家 Arnold Kraraish 有证据认为， Heisenberg 到 
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哥本哈根_问 任鏡賊 集讎，这—点錢无疑_.这是由 
份名为 StockWTMngen 的报纸上的-篇文章引发的，该文声称 
研制-种新麵具有 史无删 爆炸威力的炸弹.这篇文章被德’交部新闻部门 
的负责人 P.K.Schmidt 博士收 集到. Schmidt 将 此报道转寄给德国外交部长盼抓 
von Woizsacker 的儿子、物理学家 ㈤ ■ Weizsacker. 1941 年 9 月 4 日， 、 Car ^^ 
Weizsacker 通知了德国最高司令部麵报部门 Abwerhr 雜国负责正在进行铀计 
划的纳粹部长 Bernhard Rust. 此时的 Heisenberg 和 Weizsacker 正是德国， i 十划项 
目的主要成员.两周以后， Heisenberg 和 Weizsacker 到哥本哈根的“文化”访问以 


最高规格形式被确定了. 

具有讽刺意味的是瑞典报纸上的报道很草率.美国的铀计划直到 1942 年才开 
始真是一次极大的嘲弄， Heisenberg 访问 Bohr 没有了解到任何信息，但是 Bohr 
却发现了德国活跃的铀计划 . 1943 年， Bohr 逃到美国时，提醒 Manhattan 计划的 
领导者要警惕德国可能爆炸的原子弹的危险性 • 
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第 36 章强连续算子半群的例子 

36.1 由抛物型方程定义的半群 

在 16.5 节，我们研究了热导方程 

tit — ( 1 ) 

在* > 0, ：T e R 上的满足 w — OO 时，具有快速衰变性质 的解. 由该节的定理 I 3 , 
满足此性质的解由其初值唯一决定.我们 用沒⑴ 表示将解的初值映为 < 时刻值的 
解 算子： 

5 ⑷ ix(0) = u ( t ). 

因此， 16.5 节中的结果用半群的语言总结如下. 

解算子 S ( t ), t ^ 0 形成了 Banach 空间 X 上的强连续可缩算子半群，其中 X 
为 L P ( R ), 1彡 p<oo 或 X 为 R 上的在 ±oo 为零的连续函数组成的 Banach 空间 • 
此外，第16章表明，对于更.般的方程，相似的结果也是成立的.例如，我们 
可用任意多个空间变量的二阶椭圆算子五在《上的作用代替 （1) 中 w 的二阶空间 
导数： 

- Eu, ( 2 ) 

其中 

E = ^ aijdidj + bidi + c，di = (2 ; ) 

这里 （叫） 为实的一致正定对称矩阵，叫和系数~以及 c 为: r 的光滑函数.同样 
地，全空间 R 可以用中的有界域代替,但此时要求 II 在该有界域的边界上满足 
单个边界条件，比如要求 u 在边界上为 0. 此时的解算子也构成半群，其无穷小生 
成元的定义域包括了所有满足边界条件的光滑函数，并且生成元在这些函数上的作 
用如同 （20 中算 子五的 作用.证明给定初始条件的方程 （2) 有解的一种可能的方 
法就是，将算子五进行适当延拓，然后验证延拓后的算子满足 Hille - Yosida 定理中 
的假设条件. 

36.2 由椭圆型方程定义的半群 


在本章的第一个例子中，取 Banach 空间 X 为 B 卩 m 维单位球面上的 

连续函数空间.对于 C ( S m ) 内的每个函数％存在唯-个定义在 m + 1维单位 
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球内的调和函数 /I = h ( nj ), 使得 / i 在 m + 1维单位球的边界上等于 w : 

Ah = 0, h ( u ) — lj G S m . ⑶ 

定义作用在 Banach 空间 C ( S m ) 上的半群 Z ( t )： 

Z ( t ) u ( cj ) = / i(e - k )， ⑷ 

其中 / i 为由 （3) 确定的唯一的调和函数. 

定理1 

⑴在最大模下，名⑷为可缩算子 • 

( ii ) 名⑷形成一个强连续的单参数算子半群 • 

( ill ) 当 <>0 时， Z ⑷ 为紧算子. 

证明 ( i ) 可由调和函数的极大值原理得到. 

( ii ) 半群性质是显 然的； 这是因为，若 / i ( x ) 为调和函数，则 h ( cx ) 也是调和函 
数，其中 C 为任意常数.故 

Z ( t ) Z { s)u — = Z(s + t ) u . 

半群 Z ( t ) 的强连续性是函数 / i 在单位球上连续的结果. 

( iii ) 要证明算子名⑷ （* > 0) 的紧性，我们只需证明 C ( S m ) 的单位球在名⑴ 

下的象集兄包含在一个紧集内.由 z ( t ) 的定义，该象集尺是由，在单位球内以1 
为界，限制在球面 | x | = e -* 上为调和函数的所有 C ( S m ) 函数组成的 集合. 因此，由 
极大模范数下的准紧性的 Arzcla - Ascoli 准则，我们只需证明，咒具有等度连 续性. 
事实上，尺的等度连续性可由调和函数的一个著名性质，即调和函数的一阶（或任 
意高阶）导函数在定义域内的每个紧子集上一致有界，直接得到.因此， c ( sm ) 的 
单位球在 Z (0, t > 0,下的象是准紧的，从而 Z ⑷为紧算子. 口 

在本章的第二个例子中我们要用 L 2 ( S m ) 范数代替极大模范数.除了类于 
定理1的结果成立外，还可以得到 Z ⑷的另外一些性质. 

定理 f 

⑴由 （3) 和⑷定义的算子为 L 2 (5 m ) 范数下的可缩算子. 

( ii ) Z { t ) 形成了 L 2 { S m ) 范数下的强连续单参数算子半群 • 

( iii ) 当 t >0 时， Z ( t ) 为紧算子. 

( iv ) Z { t ) 为实对称算子. 

证明 ( i ) 我们先叙述并证明极大值原理在 L 2 范数下的类比情况.为简单起 
见，我们令 m = l . 由于定义在单位圆盘内的调和函数 h 可以展成 Fourier 级数 ： 
h = ^ r n ( a n cos n 6 + b n sin nO ), 

其中 r 和 0 为极坐标，由 Parseval 等式，得 

y \ 2 ( r ， 汐 )d 没 = ;i E r 2 n ( al - hbl ). (5) 
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显然，右边为 r 的递增函数.由（5)，我们可得到⑴. 

( ii ) 我们仅证半群 Z ⑴的强连续性.由定理1，当 w 为连续函数时， Z ( t ) u 在极 
大值范数下连续，进而在 P 范数下连续.又所有连续函数构成了 P 空间的稠子空 
间，所以， 当 u 为 L 2 函数时， Z (咖在 L 2 范数下连续. 

( iii ) Z ( t){t > 0) 的紧性可以像定理1中的证明一样导出，因为我们可以用 
r(r < 1) 来估计调和函数及其导函数在单位球内以为极砸标的点的函数值，以及 
估计该调和函数在单位球面上的平方积分值. 

( iv ) Z ( t ) 的对称性等价于方程 


{ Z ( t ) u , v ) = ( u , Z { t ) v ) 

成立.由 Z ⑴的定义 （4), 这意 味着： 对于单位球内的任意调和函数&和 / c , 以及 
任意常数 s , 0 < s < 1. 须有 


J h(s ， cj)k(l,w)du; = J /i(l,a;)A;(s,a;)du;. 
要证明公式 （6), 我们利用单参 数族： 

[h(p,u)k(q,uj)duj, q= s 彡 p 彡 1 ， 


V 


⑹ 


⑺ 


将 （6) 的左边连续变形为右边.对于固定的 .5, （7) 中的积分关于 p 在 （ s ， l ) 内可微， 
且导数为 


h r (pMq) - h(p)k r {q) 


Pi 


da ;. 


⑻ 


注意在导出 （8) 的过程中，我们用到了 dq/dp = -q/p. 定义 函数匕 




k ( -r y uj 
\P > 


则€在半径为 p / g 的球内为调和函数且 


^(p, u;) = k(q,Lj), (: r (p,Lj) = -k T (q,u)). 

V 

将上式代入（8)，得 

J [ hrW ( p ) - h .{ p ) e r ( p )] du }. (9) 

我们再来回忆一下 Green 公式： 

f [£ Ah - hAe ) dx = f [£ h n - h£ n \d S . (10) 

Jg JdG 

因为 / I 和 £ 为调和函数，所以 （10) 的左边为零,进而右边也是零.若令 G 为以 P 为 
半径的球，则法向导数 / i n 和4正是办和€关于半径 r 的导数，并且 d 5 = p ^ du ;. 
因此， （10) 的右边等于 p m 乘以 （9) .故 （9) 为零，从而⑺与 p 无关.令⑺中 的？) 
分别趋于 s 和1，则 （6) 的两边相等. 口 
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我们再证定理 1' 中的半群 Z ⑴的生成元 G 是自伴算子.要证明此结论，设 u 
和 t ； 属于6?的定义域，由于 Z ( t ) 为对称算子，所以 

( Z ( t ) u , v ) = ( u , Z ( t ) v ). 

两边对 < 求微分，再令《 = 0,则 

( Gu , v ) = ( it , Gv ). 

因此 G 是对称的•由第 32 章中的结果，实部充分大的每个复数都属于 G 的预解 
集.另一方面，我们在第33章已证明了，若无界对称算子的预解集中既含有上半平 
面内的点又含有下半平面内的点，则该算子为自伴算子，故 G 为自伴算子. 

习题 1证明：若半群名⑴的生成元 G 为自伴算子，则 Z ( t ) 也是自伴算子.（提 
示：用自伴算子的函数演算 .） 

如何刻画生成元 G 的谱呢？因为 Z ( t ) (t > 0) 为紧算子，所以它的谱都是点谱 
且以0为唯一聚点的离散点集.由 Phillis 谱映射定理（见 34.5 节)， G ? 的谱则是一 
个以 _ oo 为唯-(广义）极限点的离散点集.因此， G 的谱可以被明确地确定下来. 

设7为 G 的一个谱点，由于 G 是自伴算子，所以7为实数.由前面所提到的 
谱映射定理，#为的谱点，是 Z ⑷的特征值.又 Z ⑷为可缩算子，所以7 < 0. 
设 e ( o ;) 为 Z (0 的相应于特征值的特征向量， h { r , ij ) 是以为边界值函数 
的调和函数.由定义（4)， 

Z ( t)e = h ( e _ t o ;) = e yt e ( uj ). 

若令 e _t = r , 则 

h ( ruf ) = r -，> e ( a ;). (11) 

因此， 7 是-个非正的整数；因为，否则， （11) 右边的函数 r -^> e { u ) 在 r = 0 仅可能 
有有限阶的导数，这与单位球内的调和函数在原点无限阶可导矛盾. 

定理2 定理 1' 中的半群 Z ( t ) 的生成元 G 的谱由所有非正的整数组成. 

证明我们仅需要再 证明： 每个非正的整数都属于 G 的谱.设 n > 0为整数， 
令 A 为次数不大于 n 的所有齐次多项式 p ( x 0 ,--, x m ) 组成的线性空间， 设心为 
P n 的维数.由于 Laplace 算 子将八 中的每个齐次多项式 p 映入到空间 P n . 2 ft , 
所以由线性代数理论， Laplace 算子将 P 内的维数至少为4 - d n — 2 的子空间映成 
了零； 当然，该子空间由调和多项式组成.这种调和多项式的边界值 e ( u ;) = p ( uj ) 
满足 

Z ( t)e = p ( e ~ t cj ) — e ~' nt e ( u ). 

因此， e ( o ;) 是 Z ⑷的特征函数.两边对 （ 求微分，我们可以证明 e 是 G 的特征函 
数，其相应的特征值为 - n . □ 
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36.3 半群的指数型衰减 

在 34.1 节，我们看到了，强连续的单参数算子半群当《趋于无穷时，至多呈指 
数型增长.本节我们将研究这种半群的衰减性质. 

设 Z ⑴为作用在 Hilbert 空 间丑上 的单参数算子半群， G 为 Z ( t ) 的无穷小生 
成元.假设 G 为丑 上的有界自伴线性算子，则由 G 的谱分解，半群 Z ⑷可表示为 

Z ( t)f = J e xt dE x f . 

因此，对于非零向量/，当 t 趋于无穷时， Z ( t ) f 以某种指数型速度递减.木节的主 
要结果包含上述结果的一个 扰动； 参见文献 Lax . 

定理 3 设 H 为 Hilbert 空间 ， G 为 H 上的强连续算子半群的生成元，且 G 满足: 
存在趋于- 00 的实数列 {(„}， 使得 G 的预解式在复平面中的所有直线 ReA = 
上一致 有界： 

||( G - A /)- 1 ||^ d - 1 , ReA = Cn - (12) 

设 u ⑴，纟彡 0 为取值在 G 的定义域内的向量值函数.假设 Gu ⑷为 Z 的强连 
续函數，强可微且带有强连续的导函数若 li ⑷满足不等式 

|| w t _ Gw ⑷ || 彡 A ;|| w ⑴||， t > 0, (13) 

这里 A : 是一个为与 t 无关且小于 rf 的常数，则除非 w ⑷恒等于零，否则，在 L 2 意 
义下， u ⑴不会比指数函数衰减得快，即存在正数6,使得 

\\ u ( t )\\ 2 e bt dt = oo . (14) 

Jo 

证明本定理的证明建立在如下不等式的基础上. 口 

引理 4 设 G 为强连续算子半群的生成元，其预解式在直线 ReA = f 上有界 d - 1 ， 
令 a ⑷， - oo <«< oo 为取值在 G 的定义城内的向量值函数.若 Gu { t ) 为 t 的强连 
续函数，且 u ⑷有强连续的一阶导数那么只要下面的不等式左边的积分有限， 
如下不等式成立 

d 2 [ ||w(0H 2 e _2€t df ^ f \\ Gu { t ) - dt . (15) 

Jr 

证明定义 = e - 〜⑷，则 （Gw - ut ) e ~^ = (G — ^)v — 其 Fourier 变 

换为 

(G - ^ - iT)v(r) t 

这里 P 是 t ; 的 Fourier 变换.由假设， ||( G - A 广 M 在 ReA = 《上有界犷 1 ，所以 

d 2 \\ v ( r )\\^\\( G ^^-\ r ) v ( r )\\ 2 . (16) 

根据 Parseval 定理, Fourier 变换保持 L 2 范数. 因此，只要 t ； 属于 L 2 空间，不等式 
(16) 两边积分就可以导出不等式 (15). □ 
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习题 2 证明取值在 Hilbert 空间内的向量值函数的 Parseval 定理 • 


我们现在证明定理 3. 首先将 w (<) 延拓到整个实数集 R 上：令 “⑷= w (0) a (0, 
t < 0,其中 a ( t ) 为有紧支集的光滑函数，且 a (0) == 1. 对于延拓后的向量值函数 
u ( t ) 及满足不等式 （12) 的€ =《„，应用不等式 （15). 对于不等式 （15) 右边的积分， 
当 f > 0时，应用不等式 (13); 对于左边的项，截去沿上的积分，那么我们会得 


到新不等式 

d 2 f IWOllV ^ dt^Kn + A ； 2 f (17) 

其中 A ： t , 为 \\ Gu ( t )- 叫 || 2 e _ 2 * 沿上的积分.容易证明，当 n — oo 时, K 趋 
于0.因为 fc 小于 d , 所以只要 （17) 左边的积分有限就有 



Wum^^dt^Kn/id 2 -^). 


(17') 


假设 （14) 不成立,则对于所有心， （17) 左边都是有 限的; 此时， ( IT ) 蕴含了 W ( t ) 三0, 
t > 0. □ 


注意，在上述证明过程中，我们仅仅要求 C ? 的预解式在 ReA = &上一致有界 
即 （12) 成立，并没有要求 G 的预解式在其定义域内一致有界. 

当 G 为自伴算子时，条件 （12) 等价于如下 条件： 

区间 — 与 G 的谱不交. 

因此，作为定理3的推论，我们有如下结果. 

定理 f 设 G 为上方有界的自伴算予，并且 G 的谱有无限多个宽度为 2 d 的区 


间间味 . 设 w ⑷ 为如定理 3 中所定义的向量值函数并且满足不等式 （13)， 则在 （14) 
意义下， u ( t ) 不会比指数函数衰减得快，除非它恒等于零. 

限制条件 k < d 是必 须的； 否则，在参考文献 Lax 中，我们给出了一个反例. 
现在，我们给出定理 3' 的一个应用.设 I 为形如 △ 的偏微分算子，其中 △ 

为 Laplace 算子， c 为光滑的正函数 c ( ar ) 所确定的乘法算子.对于方程= 0的 
解，极大模原理 （5) 的 L 2 类似情形成立. 


引理5 设 u ; 为方程 = 0 的解，其中厶=△一 c ， c >0, 则 




^( r ，。） d ( 


为 r 的递增函數. 

证明 (18) 两边对变量 r 求微分，得 


—/( r ) = 2 / w r w d uj . 
dr J 


(18) 


(18，） 


用 Green 定理，变换 F 列在半径为 r 的球札上的 积分： 

0= / wLwdx : j (wAw — cw 2 ) dx = I ww r du ; — / + cuj 2 ) dx . 

JB r j B ，、 JS r JRr 
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因为 r > 0,所以 （180 的正性可以由上式得到.因此, /(r) 为 r 的递增 函数.口 


用//表示 Hilbert 空间 L 2 (S), 其中 S 为单位球面.令 Z ⑴为 36.2 节定理V 
中所讨论的算子半群， G 为半群 Z ⑴的生 成元. 首先回忆一下 Z ⑴的定义 .Z ⑴ 
是由方程 

Z ( t)u = /i(e~ e u；) (4) 

所定义的//上的有界线性算子，这里&为条件 （3) 确定的调和 函数： 

Ah — 0, h ( u ) = u(uj)j u e S . (3) 

方程 （4) 两边在 i = 0 点求微分，得 

Gu = - h r . (19) 

设 w 为方程 Lw = 0 在包含单位球的一开集内的解，定义 w ⑷为因 
此在《 = 0, 

Ut = —w r . ( 20 ) 

我们现在证明函数 ix 满足定理3中的不等式（13)，其中涉及的函数= fc ⑴满足: 
当 f 趋于 oo 时， fc ⑴趋于 0. 

设 r 是定义在球面 S 上的光滑函数, p ( x ) 是一个单位球 B 内为调和函数，而 
在边界上等于 v 的 函数： 


Ap = 0 ， p(u；) = (21) 

用/ 1 去乘 (21), 然后在单位球上积分.由于/I和 p 都是调和函数，所以，由单位球 
上的 Green 定理得 


0=1 ( p r h — ph r ) du . 
Js 


类似地，由 Green 定理得 

[\pAw — (Ap)«;]da: 


( pw r — p r w ) dcj . 


又 Ap = 0和 △iu = ciu， 所以 


pcwd x = J ( P w r — p r w ) duj . 


将上式和 （22) 相加，得 

f p ( w r — h r ) + p r (h — w)diJ 


pew d x . 


( 22 ) 


(23) 


由 u ⑴的定义和 （3)， 在 t = 0 点, 14(0)(w) = w ( u ) = 由 (21)， p ( lj ) = w(o;); 再 
由 （19) 和 （20)， 分别得 /i r = - Gw 和 wv = ~ u t . 将这些结果代入（23)，得 


(v, Gu — ut ) 


pewdx ^ 


(23，） 


其中左边的 （,） 表示 i/ 中的内积.由 Schwarz 不等式， (230 的右边小于或等于 
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Cnmx (乂 P 2 d*r Jw 2 dx ) (24) 

在 36.2 节我们已经证明了，对于调和函数 P ， 函数 / p 2 ( rw ) du ； 为 r 的递增函数 • 
因此 

J B p2{x)dx= l X p 2 ( Md ^ rmdr ^^ rr = 

这里 II II 为//上的范数 i 用引理5,我们有类似的估计 

f ^ —xtIMI 2 - 

Jb m + 1 

上述两个估计证明了， ;^ c max | M || MI 为 （24) 的一个上界.因此，由(23')，得 

|( v , Gu - Mt )| ^ — ^ 7C max || w ||| M |. (25) 

m 十1 

根据第6章推论 1', 实 Hilbert 空间//中的每个向量/的范数有计算公式 

||/|| = sup(v,/), 

这里 P 取遍好的单位球面 {veH ： | M | = 1} 中的一个稠密子集.因此，由光滑函 
数在 H 中的稠密性， （25) 蕴含了，对于 < = 0,如下不等式成立 

WGu^utW ^ (26) 

令 k = l/(m + l ) c max ， 则这正是不等式 (13). 

回想一下， H 中的函数 u ⑴可以被定义为函数 ^( e -^) 在单位球面上的值.由 
于函数切⑷= w ( e ~ l x ) 满足微分方程 

Atju (() = e -2 i ( Ati))(e _ t x ) = e ^ 2 t c(e i x ) w ( t ), 

所以，对于 u (<)， 我们应用 （26) 得 

\\ Gu - u t \\ ^ e - - c max l | t /[ l ； (260 

m + 1 

这正是不等式 (13), 相应的 A : 为 e - 2 i c max /( m + l ). 

由定理2, G 的谱为非正整数，故谱中有无限多个长度为1的区间间隙.由于 
当亡趋于 oo 时， (260 右边的因子趋于0,所以函数40 = wie -^) 满足定理 3' 的 
假设.因此，除非«； = 0,否则必存在常数卜使得 

f || u ( t )|| 2 e bt d i = oo . (14) 

Jo 

令= r •和 : r = ru ；. 因为 d < = — rdr 以及 dx = r m dwdr , 所以我们可以将 （14) 
重写为 

J ^ 2 (x)|a ： r 6 - m+1 dx = oo. (U f ) 

我们将结论 (140 总结如下. 

定理 6 偏微分方程△切+挪= 0 的解切不可能有无限级的零点，除非 w 恒 为零. 
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注记对于研究偏微分方程的学者而言， 解析系 数的线性椭圆方程的解本身也是解 
析的，这是一个众所周知的结果.因此，这种方程的非零解不可能有无限个的零点; 
从而，定理6的结果也仅在 c ( a ：) 为非解析函数的情形下才是新颖的非平凡 结果对 
两个空间变量的情形下， Carleman 第一个得到了这样的定理；对任意 m 个空间变 
量的情形下， Muller 得到相应的 结果； 更 ••般 的结论应归功于 Calderon . 

36.4 Lax-Phillips 半群 


在 35.5 节，我们引入了作用在 Hilbert 空间//上的酉算子群 C / ⑴的平移表 
示.该表示中起关键作用的是 H 的闭子空间我们现在称之为入子空间，并用符 
号来表示.假设入子空间 F 满足第35章中的方程 （15) 所列的 性质： 


U ( r ) F . C F _, r <0, (27 a ) 

= {0}, (27 b ) 

UC /( r ) F _ = H . (27 c ) 

同时，我们还假设存在满足如下性质的出子空间 

U { r ) F ^ C F +, r >0, (28 a ) 

nt /( r ) F + = {0}， (28 b ) 

UU ( r ) F ^ = H . (28 c ) 

另外，假设子空间 F 和 F + 彼此正交. 


定理 7 设 Z 7 ⑷为 Hilbert 空间//上的强连续单参 数酉算 子群，和 F + 分别 
是 （ 27) 和 （ 28) 意义下的入子空间和出子空间，并且 F— 和 Kt •彼此正交. 用和 
P + 分别表示//到的正交补和 F + 的正交补上的正交投影，用尺表示 F .0 F + 
在//内的正交补子空间.若令 

Z{t) = P + U(t)P. , t^O, 9 (29) 

则 Z(t) 形成了尺上的强连续可缩算子半群且当 i 趋于 oo 时， Z ( t ) 强收敛于 0. 

证明显然，每个 Z ⑷都是可缩算子.要证明 Z ⑴ 将映入自身.我们需要 
证明： 对于 K 中的每个向量 fc ， Z(t)k 与子空间 F _ 和正交.由定义，名⑴的值 
域与 F + 正交； 因此， Z ⑴与 F + 正交. 

由于 i>_ 在 K 上为恒等 映射， 所以，当 A •属于 K 时， Z(t)k = P + U(t)k. 我们 
断言： 当 t > o 时， r / ⑴ A : 与正交.为此，对 F _ 中的向量/_，有 

(U(t)k,f_)^(k, CT(f)/-) = (fc, (30) 

由 (27a), 当《彡 0 时， 1/(-0 将映入自身，所以 （ 30) 右边的内积为 0, 从而上 
述断言成立.又 (I- P + )U(t)k 属于 F + , 所以该向量与 K 正交； 因此， Z(t)k = 
P+ U(t)k = U(t)k -(/- P + ) ⑷ fc 与 F— 正交. 
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我们再证明名⑴，* > 0为作用在 K 上的算子 半群. 根据性质 (28a), U { t ), 
0 0,将 F+ 映入 自身； 又 i% 将耵 映为零，所以 

P + U { t ) P + = P + U { t ), t ^ o . 

因此，对 ft ： 中的向量 fc ， 及实数> 0,有 

Z ( t ) Z ( s)k = P + U ( t ) P ^ U { s)k = P ^ U { t ) U { s)k = P + U(t + s)k = Z{t + s ) k . 
要证当 t 趋于 oo 时， Z ⑺强收敛于0,我们要借助于性质 (28c), 即所有子空间 
U ( t ) F ^ -oo<i< +oo, 生成了 H 的稠密子空间.设 fc 为 K 中的任意向量，对任 
意^> 0,由 (28c), 必存在 F + 中的向量/+及实数 r% 使得 

\\ U ( r ) f ^- k \\< e . 

由于 P+t； ⑷为可缩算子，所以 

l/(r)/ + )|| < 

由性质 (28a), 当 t + r >0时， P+l/(t + r)/+ = 0;此时， \\ P + U { t ) k \\ < e . 因此，当 
t >\- r \ W, \\ Z ( t ) k \\ = 1|P + 即則 < & □ 

36.5 障隘外部的波动方程 

设5为 R 3 内的障碍，即 B 是一个有光滑边界的有界区域.因此，可以假设 B 
包含在以原点为心，以 i? > 0为半径的球内.从 35.4 节的结束部分，我们看到了波 
动方程 

Utt — Au = 0 

对所有时间 t, 定义在 B 的外部且在 B 的边界上取值为0的解的存在性.在那儿， 
我们证明了这样的解 u 保持能量，即 

K 2 + ^)dx (31) 

与时间变量无关，这里的积分区域为 B 的外部区域.将能量的平方根定义为能量范 
数，用 H 表示光滑的、紧支撑在 S 的外部并且在 S 的边界上取值为零的所有初值 
h ⑼, u t (0)} 组成的空间在能量范数下的完备化.用 H/ IIe 表示初值/ = {/,,/ 2 } 
的能量范数. 

就像 35.4 节中的注记那样，利用偏微分方程理论的技巧可以证明，对所有时间 
te (-oo,+oo), 定义在丑外部的波动方程在给定光滑的有有限能量的且在 S 的边 
界上取值为零的初值下有解.由能量守恒定律，这些解由它们的初值唯 一确定 .因 
此，我们可以定义解算子 

1/(*) : {w(0),u f (0)} -> {u(i), ««(<)}> 

即⑷是一个将解 u 的初值映为 ix 在 t 时刻数值的算子.我们将算子连 
续地延拓到整个空间丑上，延拓后的算子形成了好上的强连续单参数酉算子群 
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U ( t ). 

现在，我们回顾一下 35.5 节的结尾部分引入的障隘月外部的波动方程 入解的 
概念.入解被定义为 后锥内 取值为0 的解： 

n(x, t) = 0, |x| < —t + R , t ^0. 

我们可以证明，所有入解的初值在能量范数下的闭包是酉算子群 uw 的一个入子 
空间 F _; 事 实上， 性质 （ 27a) 和 (27b) 是很容易验证的，但 (27c) 的证明是一个十 
分深刻的结果，有关此结果的一个完整证明，我们参见本章的文献 Lax - Phillips . 在 
此，我们仅仅指出性质 (27c) 与局部能量衰减之间的关系并将证明：对于障隘外部 
的任意有界子集 G 以及 H 内的任意向量/,有 

t _lim o ||r/W/||E,G = 0, (32) 

其中 II 1| e , g 表不局 部能量范数： 

\ Ml,G = \ jj \ h x \ 2 ^\ h 2 \ 2 ) dx . 

性质 (27 c ) 蕴含了，对于给定的任一正数 e ， 存在时间 r e (- 00 , 00 ) 以及存在厂_ 
中的向量 A 使得 

||/- U { T ) g \\< e . 

由的定义，当 T + tcO 时， U { T ^ t ) g 在球 ㈨ < K-(T + t ) 内取值为 0. 注意 
当 t 为绝对值充分大的负数时，球 | a ;| < i ? - (T + 0包含了有界集 G . 又 t / ⑷保 
持能童，所以 \\ U ( t ) f - U ( T ^ t ) g\\ E = ||/一 U ( T ) g\\ E < e . 因此，当 * < 0且绝对 
值充分大时， \\ U ( t ) f\\ E ,G < e •故 （32) 成立. 

局部能量衰减的重要性在于，可以证明上述结论的逆也是成立的.事实上，性 
质 (27 c ) 可以通过能量衰减的弱 形式： 

\\ mmi \\ U ( t ) f\\ E ,G = 0 (32') 

进行验证.关于 （ 32) 推导 H (27c) 以及 （ 32) 本身的证明，我们参见本章的文献 
Lax-Phillips 的第 V 章.作为注记，我们指出 (27c) 的证明关键就是要证明群 C/(t) 
的生成元没有点谱. 

用类似的方式，我们将在 前锥内 取值为0 的解价 

v(x, t ) = 0, |x| < t + R } t^O 

定义为 出解. 所有出解的初值在能量范数下的闭包是酉算子群的出 子空间 
同 F_ — 样， 性质 （ 28a) 和 (28b) 很容易被验证，而 (28c) 的证明是-项艰巨的工作. 
引理 8 亿和心 彼此正交. 

证明我们先模仿 35.5 节给出入解的 构造： 令 : T > 丑， 对波动方程在 自由空 
间 R 3 x R 内的解 u (: r ， f )， 由 Huygen 原理，若 u ( x , t ) T 时刻和球 |: r | > T 1 - 内 
取值为0,则当 t < 0, u ( x , t ) 为入解. 


36.5 陣隘外部的波动方程 393 


设 u 和 V 为自由空间内的波动方程在 o < r 内的两个解，由能量守恒，则这两 
个解的能量数值内积 

({ w ⑴， 

与 t 是无关的.特别地， 

({u(o),t^o)} ， Mo) ， t^o)})E = ( 刚，椒 cr)} ， {v(r) ， t ； t (r)})£. (33) 

若令 w 是由上述构造得到的入解， t 为任一出解，则 （33) 右边的内积为0,这 
是因为函数 < r ) 和 u t ( T ) 支撑在半径为 T - 的球内，而在此条件内，出解”的 
取值为 0. 

上述讨论似乎是一个合理的证明，但是实际上我们并没有完全证明引理8,因 
为我们还没有 证明： 借助于 Iluygen 原理构造的入解〃在所有入解空间/^内是 
稠密的.关于引理 8 的直接证明，请读者参见后面的文献 Lax-Phillips. □ 

在二维空间内，用 Huygen 原理证明入初值和出初值的正交性是十分自 然的; 
在 Huygen 原理不成立的情形下，入解和出解不是正交的. 

半群是研究波与障隘之间相互作用的一个自然工具.如果入波尚未与障 
隘相互作用，那么出波将永远不会与障碍作用.入解和出解通过投影 P - 和 P + 更 
换，从而我们可以研究波与障隘在所有时间内的相互作用. 

障隘的形状和算子名 (《) 及无穷小生成元 G 的谱之间存在着密切联系.我们先 
以一个基本结果开始研究这种联系. 

定理9 设 A : 为任一正數，则 ( A :/- G )- l Z (2 R ) 为紧算子. 

关于此定理的证明，我们参见文献 Lax-Phillips 的第 V 章.由定理 9, 我们将直 
接得到如下推论. 

推论 9' G 的谱均为点谱.且仅以 oo 为聚点. 

习题3 由定理 9, 证明推论沘（提示：用 34.5 节的半群谱理论 .） 

障碍的几何性质和 Z (0 的谱之间的联系是波传播的几何光学刻画.相应的几 
何性质就是，根究经典的反射定律，障碍可以将在其边界被反射的一束光线保留多 
长 时间； 这样的光线可以被定义为由直线段组成的道路.若用 m 表示包含在以 
R 为半径的球内的被反射光线长度的上确界，那么我们有如下性质. 

定理10 

⑴若 e ( B ) < oo , 则对充分大 的纟， Z ( t ) 为紧算子. 

(ii) 若 P .( B ) = 00, 则对所 有的％ \\ Z { t )\\ = 1. 

本定理的证明具有很强的技巧性,我们仅给出儿点注记，不再详细列出其细节. 
Uix 和 Phillips 指出⑴ 可利用广义的 Huygen 原理得到.该原理粗略地讲是说, 
在障隘的外部,信号的尖端沿射线传播，这里的射线包括由障隘本身反射来的射线. 
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由此推广的 Huygen 原理是由 Melrose 和 Taylor 证明的. 

由 （ i) 和局部能量衰减性质 ，玢 0 的所有特征值都形如其中 0 > Rxi7i ^ 
——» -oo. 因此，当 t — oo 时， \\ Z ( t )\\ 呈指数型 衰减. 对于 (( B ) < 2 R 的星状障碍 
B ， Lax, Morawetz 和 Phillips 证明了 || 名 ( 纟川 £；< e -at , 这里 a > 0. 他们的证明建 
立在 Morawetz 的非标准能量估计的基础上，并没有依靠推广的 Huygens 原理. 

( ii ) 的证明建立在如下事实的基础上，即在任意给定的反射射线的任意邻域内， 
波动方程总存在有有限能量的解.这样的解是由 Jim Ralston 构造的. 

当 e ( B ) = oo 时，生成元 G 的特征值的实部并不趋于 -oo. 对此， Ikawa 给出 
了许多有趣的信息. 
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第 37 章散射理论 

散射理论有两个核心内容：一个是数学的，主要处理有连续谱的算子的酉等价•， 
另一个是物理的，处理诸如拟定态、截面和量子力学中的可观测量等概念. 

37.1 扰动理论 

扰动理论是由 Lord Rayleigh 和 Erwin Schrodinger 发展而来的 . Erwin Schrd - 
dinger 将扰动理论发展成为解决物理、经典力学和量子力学问题的工具.本节将刻 
画扰动理论中的一个最简单的结果.有关扰动理论的详尽讨论，可以参考 Kato 的 
书. 

定理1 设>1为作用在 Hilbert , 空间孖内的自伴算子为4的重数为1的孤立 
特征值，若令 D 为 H 上的有界对称算子， ||Z>|| < 1,则对于充分小的正數 e， A^reD 
在区间 + 上有重数为1的孤立特征值. 

证明我们需要如下引理. 口 

引理2 设 P 和 Q 为 Hilbert 空间//上的两个正交投影，若它们的差有小于1的 
范數： 

im<i ， ( 1 ) 

则 P 和 Q 有相同的值城维數. 

证明假设 P 的值域维数大于 Q 的值域维数，那么在 P 的值域内存在向 
量 tx , 使得 | M | = 1且 w 与 Q 的值域正交.因此 Pu = u ， 咖= 0;从而 
||(/>一 QH | = || u || = l , 这与 （1) 矛盾. □ 

用 C 表示以孤立谱点 a 为心、以 r > 0为半径的圆周，使得 C 含在4的预 
解集内，并且 a 为4在 C 内部的唯一谱点.定义映射 

P = (2) 

显然， P 为投影 E ( a ), 其中£为4的谱分解中的正交投影值测度.由假设， P 的 
值域维数为 1. 

当 e 充分小时，对于 C 上的每个点 C, C- ( A -^- eD ) 可逆，并且该算子的逆与 
( C - A )- 1 的差很小.因此，我们可以定义算子 

P,=^(C-A~eD)~ l d (：； (2') 
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P £ 也是投影且当 e 趋于0时， \\ P - Pe \\ 趋于 0. 因此，由引理2,当 e 充分小时， 
P e 和 P 有相同的值域维数 1. 此时，朽值域中的每个非零向量都是4 + aD 的特 
征向量且当 e 趋于0时，相应的特征值趋于 □ 

习题 1 试证 A + al ) 的上述特征值与《相差不大于 e . 

推论由公式 (2 f ), A-^eD 的特征值和特征向量为 e 的解析函数. 

习题 2 若以 a ( e ) 和 u ( e ) 分别表示 A + eD 的特征值和相应的范数为1的特征 
向董， 试证 

^-a = ( Du , tx ). 

试问高阶导数的情形如何？ 

注设 a 为4的重数为 n 的孤立特征值，用讨论定理1的方法可以证明，4+ el ? 
在区间 [ q -^, q -£] ± Wn 个特征值,其中有些特征值可能是多重的. 

由公式（20, A ^ eD 的特征值为 e 的代数函数 ， e = 0是一个可能的代数奇点. 
Rellich 指出： 每个代数函数可以被展成 Pauiseux 级数，即“的幂级数形式，其中 
P 是该代数函数在 e = 0的支点的阶数.此幂级数的所有分支代表了该代数方程的 
解，也就是说，它们都是 A ^ eD 的特征值.由于当 p # 1时，此幂级数的某些分支 
为复值分支，它们不可能是自伴算子4 + eD 的特征值，所以 p 只有等于 1. 因此 
A + sD 的所有特征值都是 e 的解析函数. 

我们现在转向另一种极端形式. 

定理 3 设 A 为作用在 Hilbert 空间 H 内的自伴算子， a 为4的本质谱点即对于 
每个包含 a 的区间/， E(I) 有无限维的值域.若 C 为任一对称紧算子，则 a 属于 
A + C •的本质谱. 

证明若不然，则存在包含 a 的区间/，使得 E C ( I ) 有有限值域,这里五 c 表 
示>1 + (7 的谱分解中的投影值测度.由于>1 + (7 再加上一个紧算子后，可以同时 
消除位于 J 内的有限个特征值，所以我们只需证明 ct 为4 + (7 的谱. 

要得到这一点，我们证明当7/趋于0时 ， A + C 的预解式+ h ?) 的范数趋 
于 oo . 将紧算子 C 分解为 

N 

C = F ^ S , 这里尸=^1仏，/))厶，||5|| < (3) 

1 

设 or 为 Eia -^ a - hrj ) 值域内的任一非0向量，则||(4 - a - 圬)*|| < 2 t 7||*|| .又 
E ( a - r ,, a -}- rj ) 有无限维的值域，所以在该值域内存在非零向量 a :, 使得 a : 与每个 
/ j , j = 正交.对于这样的向量 a :, Fa : = 0. 因此，利用（3)，得 

||(i4 + C - a - i??)«|| = ||(i4 - a - irj)x 4 - 5*||<||(i4 - a - if/)*|| + ||5®||<3t?||sc||.(4) 
因此 (A + C - a - irj ) 1 的范数大于 l/3r?. □ 
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定理3的结果可能会让人有点 误解. 假设4的谱是绝对连续的，那么>1的每 
个谱点都是4的本质谱，因此也是 A - hC 的本质谱，这里 C 7 为任一紧对称算子 • 
但是，正如 Weyl 观察到的那样， A + C 的谱不一定是连 续谱. 同时， Weyl 证明了, 
对于任意 e > 0, 都存在紧算子 07, || CH < e, 使得 A + C 的谱都是纯点谱，并且这 
些点谱在4的谱中是稠密的.此结果被 von Neumann 加强为： C 不仅仅是紧算子， 
而且可以选取为具有任意小 Hilbert-Schmidt 范数的 Hilbert-Schmidt 类算子（参见 
30.8 节) • 

若 C 7 为对称紧算子, {7,} 为其特征值，则 C 的 Hilbert - Schmidt 范数为(^7, 2 )^. 
更一般地，人们可以定义 p 交叉范数参见文献 Shatten ). 对于 von Neu ¬ 
mann 的结果， Kuroda 进一步加 强为： 可以取到具有任意小 p 交叉范数 （p > 1) 的 
紧算子 

对于 P = 1， P 交叉范即为迹范数（参见 30.2 节).当 C 为迹类算子时，情况有 
明显的不同 . Marving Rosenblum 在他的学位论文中证明了，自伴算子加上对称迹 
类算子的扰动将连续谱遗留为连续谱.我们在接下来的两节将专门研究此结果. 


37.2 波算子 

本节的研究对象是可分的 Hilbert 空间和一对自伴算子4和丑我们用 
和分别表示>1和 S 所生成的单参数酉算 子群； 参见第 35 章.定义上 
的单参数酉算子族 灰⑷ 为 

W { t ) = e itB e ~ itA . (5) 

W ( t ) 在 f - ♦士 oo 时的强极限： 

= hm W ( t ), = 5 - W ( t ) (6) 

在本节的研究中占有中心地当然是在它们都存设条件下.我们称％和 
W . 为波算子.如果需要强调波算子对义和 B 的依赖性，那么我们将用 W + ( B , A ) 
和 W ^( B , A ) 来表示. 

习题 3 试证 

W ± ( C , A )^ W ± ( C , B ) W ± ( B , A) y 
假如右边的所有波算子都存在. 

因为波算子为酉算子族的强极限.所以它们都是等距 算子： 

11^11 = INI- ⑺ 

方程 （ 5) 两边取伴随，则 
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又因为伴随的强极限（弱极限）为极限的伴随，所以，假如下面所有的波算子都存 
在，那么它们分别 相等： 

W ± ( A , B ) = Wl ( B , A ). ⑻ 

由定义 （ 5 )， 对实数 s 和 t ， 有 

W(t + s ) = e isB W ( t ) e ~ isA . 

令 t — oo , 则 

WV = e isB W + e ~ isA \ 

将该式重写为 

W + e iaA = e iaB W + . (9) 

作差商 

_ j e isB -J„, 

W + - v — - 

g g 

这里 I ，属于 4 的定义域.令 s — 0;左边的极限存在，且为 iW + Av ; 因此右边的极 
限也存在，从而 W + v 属于 B 的定义域且 

W + A = BW + . (9，) 

对于波算子我们有类似的关系式. 

假设波算子％将整个 Hilbert 空间 i / 映到子空间 K 上； 由 （7), 为// 

到上的酉算子.此时⑼蕴含了 事实： 将欠映入自身内.我们 断言： e^ B 
将欠在丑中的正交补 ATi 也映入自身内.事实上，由公式 
{ W \ z , h ) = ( z : W ^ h ), z 、 heH 、 

得 # 为波算子 1 T + 的零空间.对 （9) 两边取伴随并用 - s 代替 s , 得 

e i^A ^ = \y* +e \sB. 

由此， W \ e isB z = e isA W\z = 0,其中 2 属于 JK 的正交补故上述断言成立. 
这样，我们己经证明了，子空间 K 约化了算子 B ， 即 B 在 Kn / P 和 KinZ ) 上的 
限制分别为 B 在 K 和内的自伴算子，其中 D 表示 J 3 的定义域.因此由（9')， 
A 作用在 H 内和 B 作用在 K 内 是酉等价的. 

假设波算子 W +( B ， A ) 和 W + ( A , B ) 都存在，那么由（8)， W ^{ A , B ) = W * + ( B . 
A )； 又由 （ 7), W ^( B , A ) 是等距算子.因此， W \( B , A ) 的零空间是平凡的，从而 
K = H . 我们将上述讨论总结如下. 

定理 4 假设波算子 W +( B ， i 4) 和 W + ( A , B ) 都 存在，那么 A 和 B 酉等价. 

酉等价的算子有相同的谱.特别地，它们有相同的点谱.因为在散射理论中，算 
子 B 是算子 A 的扰动，所以扰动 B 保持>1的特征值不变是极不可能的（见习题 
2). 因此假设 >4存在点谱，那么仅在某些特殊的条件下，波算子 W ± ( A , B ) 才存 
在.就像 31.4 节解释的那样，这种情况可以通过将 A 限制到 H 的绝对连续子空间 
H ⑷上的方式进行改善. 
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习题4在 31.4 节，我们仅仅处理了有界算子的情形，试将这些概念推广到无界算 
子上去. 

定义设好⑷为好的子空间且使得>1在其上的作用有绝对连续谱， A 为付到 
上的正交投影.我们称 W{t)P c 在 f — 士 oo 的强极限，仍用研士表示，为广义 
波算子： 

^ lim W(t)P c = W±, (6’) 

其中 W{t) 仍由 （5) 定义. 

习题 5若广义波算子 W + (B,A) 存在，试证，它将 // (c ) 映到召的约化子空间尺 
上且 S 在 K 上有绝对连续谱. 

习题6 若两个广义波算子和 ^+(>1,^) 都存在，则4和 B 的绝对 
连续部分酉等价. 


37.3 波算子的存在性 

下述结果归功于 Cook , 也可参见文献 Jauch 和 Kuroda . 

定理5假设存在 H ( c ) 的稠密子集 J ， 使得对 J 中的所有向量 u 满足下列 条件： 

( i ) e _ itA w 属于4和丑公共定义域 /)(>!) n /)( 万)； 

( ii ) (B— i4)e- 为 f 的连续函数； 

( iii ) \\{B - A ) e - itA u \\ A [0,oo) 上可积， 

那么，波算子 W + ( B , A ) 存在. 

对于灰_，我们有类似的结论. 

证明设 w 为中的任意向量，由⑴， W ( t)u = 关亍 t 可微且 

^ W ( t)u = ie itB { B - A ) e ~ itA u . (10) 

由 （ ii )， 导数 （10〉 关于 t 连续； 因此，将 （10) 的两边在区间 [ a ， 61 上积分 ，得 

W ( b)u - W ( a)u = i / e itB { B - A ) e ~ itA udt . (10') 

因为为酉算子，所以 

广6 

| IW (6) t £- W ( a ) u \\ < / IKB -^ e ^ ulldf . 

由 （ iii )， 当 a 和6趋于 oc 时，右边的积分°趋于0;因此，左边也趋于 0. 

上述讨论证明了，对内的任意向量 u , W ( t)u 在 t — oo 时极限存在.又 *7 
为 H 中的稠密子集以及 W ( t ) 为保范算子,所以强极限 （6) 成立. 口 


引理6 假设4和 J 5 相差一个有界线性算子 
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A + D, || D || < oo , 

且广义波算子 W + (B. A) 存在，那么，对于 H ⑷ 内的每个向量 w 和任意实数 a ， 有 
\\W + u- W(a)u\\ 2 = -2\m J (e ltA W\De~ {tA u,u)dt. ( 11 ) 

证明 因为 4 和 B 相差一个有界&性算子，所以对>1的定义域内的每个向 
最 (10) 和 （10') 都成立.又>1的定义域在//内 稠密， 所以对//内的所有向量， 
(1(/) 成立.令 (100 中的趋于 oo . 由假设，对于 if ⑷ 内的每个向量 u , W(b) + u 
收敛于 W^u y 因此 

W^u- W{a)u = i J e iBt De- [tA udt.. (10") 

又 W "( a ) 和 W % 是等距算子，所以 

\\W + u- W ( a ) uH 2 =2|| txH 2 -2 Re ( W ^( a ) w , W+u) 

= 2 Re ( ^ u - W(a)u, W^u). 

将 （10") 代入上式的右边项 W+u - W(a)u 然后将⑼两边转置并用 f 代替 
-5, 可以给出 （11). □ 

定理 7( Rosenblum ) 若自伴算子 A 和 B 相差一个（有界）迹类算子 D: B = 
A +A 则广义波算子 W +( B ，4) 和 W + (A,B) 存在. 

由习题6, A 和 B 的绝对连续部分酉等价. 

证明 首先考虑扰动算子 D 为秩一算子的情形： 

Du = c ( u , /)/, H/ll = 1. 

用 K 表示//中的包含/并约化算子4的最小闭子空间.由 31.5 节，子空间 K 
为所有形如 b(A)f 的向量组成空间的闭包，其中6为 R 上的有界连续函数.由于 
B 和 >4在 K 的正交补上相等，所以当向量 u 与 K 正交时，= u ，即 W{t) 
在尺的正交补上为恒等算子.因此，我们只需证明，4和 B 限制在 K 上的波算子 
的存在即可. 

将/沿 F ⑷分解： 

f = 9 + ^， 9 = ^ r fi h = ~ Pc 、 f ， 

形如 b(A)g 的所有向量集合的闭包为//的闭子空间 K (e) , 4在 K (c) 上是绝对连 
续的而在其正交补上为奇异的.因为 g 属于 H^ c \ 所以 (Eg，g) 为绝对连续的测度. 
因此， K 存在表示空间 L 2 (S), 且算子4在 K 上的作用被表示为 L 2 (S ) 上的变量 
A 所作的乘法作用，这里5 1 为 R 中的某个 Borel 子集. 

不失一般性，在定义= c ( u , /)/ 中，我们令 C = 1.定义 
•D c ii = P C DP = (P c^i f)Pcf = {y>i 9)9^ 

其中 g = P c f, 从而在 K 的函数表示中， p 被表示为 IR 上的支集含在 S 内的平方 
可积函数.因此，波算子 W + (B,A) 的存在性被约化为如下 情形： Hilbert 空间为 
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L 2 (5), A 为作用在 L 2 ( S ) 内的 A 所作的乘法算子， B = A ^ D y 其中= ( u . g ) g . 

将 L 2 ( S ) 看作是 ff = L 2 ( R , dA ) 的闭子空间.将 A 延拓为付上的由 A 所作 
的乘法作用，将 P 延拓为好上的秩一算子/>« = ( u , g ) g , 其中 p 在 S 的补集上 
定义为 0. 我们只要证明在拓广后的空间上的存在性即可. 

首先考虑 P ( A ) 为光滑函数，并且 g ( A ) 及其导数在 A — 土 oo 时为急减函数的 
情形.我们要借助于定理 5.取 J 为 H 中的所有函数 u ( A ) 组成的子集，其中以0\) 
满足 条件: u ( A ) 光滑，且 u ( A ) 连同其导数在 A — 士 oo 时有急减性质，则 J 在付 
中稠密.我们验证定理5的三个条件成立. 

⑴由于满足 Xu(X) 平方可积的所有函数 ti ( A ) 组成了 4和 B 的定义域，所以 
条件⑴成立. 

( ii ) 由 JD C 的定义，得 


D c e~ HA u- (e" ltA u,g)g = J e~ ittl u(/ji)g(n) d ^ g(X) 


( 12 ) 


这里的〜表示 Fourier 变换.又因为 u 和 p 在无穷远点急减，所以吨属于 L 1 ， 从 
而它的 Fourier 变换连续，此正是 （ ii ) 中所要求的条件.因为 u 和 p 的导数急减，所 
以当£ — ±00时，命急减的速度要比 < 的任意次幂急减的速度要快.因此，条件 


( iii ) 也成立.由定理5,广义波算子 W ± ( A , B ) 存在. 

要将上述光滑函数的情形过渡到#为任意函数的情形，我们要利用恒等式 (11). 
用表达式 （12) 代替 （11) 中的得 

\\W + u- W{a)u \\ 2 = -21 m J ^(t)(e itA u)dt. (13) 

简记为 〆 ，并重写上述积分中的第^个因子为 

(e ity 4 ^ ， w) = J e [tX g*(X)u(\)dX = 'g*Ti(t). 

用 Schwarz 不等式估计 （13) 右边的积分，得 

a oo 〜_ 尸 oo \ 1/2 

\ug\ 2 dt J \g*Ti\ 2 (lt) 

由 Parseval 方程， Fourier 变换是一个等距映射数乘 "2 k . 因此，上述右边的第二个 


因子小于 

2n J |^| 2 dA^2jt|u|^ J |^| 2 dA, 

其中 Moo 表示 WA)| 在] R 上的极大值.进一步地，由于 IT + 为等距算子的 
伴随，所以它有范数1，从而 
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我们将这些不等式组合在一起，得到 

a oo 〜 \ I/ 4 

若用代替 a , 则类似的不等式 成立； 因此，由三角不等式，得 


\\ W ( b ) u - 


\ v ^( t)\ 2 dt 


1/4 


\ v ^( t)\ 2 dt 


1/4 


(13') 


注意到此不等式是在假设^和 g 都是光滑急减函数的条件下证明的.我们现在要 
证明，此不等式对所有平方可积函数 g 也成立.要证明这一点，需要借助于这样的 
事实： 每个 L 2 ( R ) 函数 g 都可以用在无穷远点急减的光滑函数列{%}依 L 2 范 
数逼近.对于每个这样的 函数知构造凡 = A + (. ，如)办和 W n ( t ) = 

则不等式 ( LV ) 成立.因为 Pn — 该不等式的右边趋于 (130 的 右边； 我们断言， 
左边也有此性质.为此，我们需证 e iB - t 强收敛于 e iBt . 不难验证= u ⑴和 
e ' B ^ = u n ( t ) 分别为微分方程 

- iBu = 0, - iB „ u n = 0, u (0) = u n (0) = u 

的解，这里 u 属于 B 的定义域.两微分方程相减，得 

—(w — U n ) — \ B{u — U n ) = i(B - B n ) u n . 

我们用 e _ itB 作用在方程两边，然后再积分，得 

u ( s ) - u n ( s ) = i f e i {8 ~ t ) B { B - B n ) u n dt . 

Jo 

因为 e 〖( a - t ) B 有范数 i 和 iK ( t)n < ini , 所以 


\\u(s)-u n (s)\\^s\\B-B n \\\\u\\. 

由如趋于5, \\B-B n \\ = \\(^ 9 )g- (^9n)9n\\ 趋于 0- 由此，我们证明了 e iB “ 在 
一致拓扑下收敛于因此不等式 (130 对于所有的 L 2 函数#和所有在00点 
急减的光滑函数 U 成立. 


显然，当 a 和6趋于 oo 时， (130 的右边收敛于0,因此左边也应该收敛于 0. 
故当 < 趋于 oo, W(t)u 收敛.因为光滑急减函数构成了 L 2 ( R ) 的稠密子集，再注 
意到算子 W(t) 有范数1，所以对于 L 2 ( R ) 内的每个函数 u , W(t)u 的极限存在. 
因此，广义波算子 W + (B,A) 存在.由于>1和 B 的作用是对称的，所以波算子 
W + (A } B) 也存在.故4和 B 的绝对连续部分酉等价. 

我们先将证明停顿一会，以一个例子来 说明： 即使算子4有绝对连续的谱，秩 
一算子扰动也可以使 S 产生一个点谱.令 A 为作用在 L 2 ( R ) 内的用变量 it 所作 
的乘法算子，并令 D =(-,/)/, 其中/为光滑 L 2 函数（如 Lipschitz 连续函数).我 
们可以确定/，使得4 D 存在特征值 r . 求方程 
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xu { x ) + ( u , f ) f ( x ) = tu(x) 

的解 u ( x )： 

u(x) = 

T — X 

要使得 U 平方可积， r 必须为 / 的零点.两边与/作内积，消去 ( uj ) 因子，得 



因此，如果我们选取函数 /(： c ) 满足上述等式和方程 “/( T ) = 0”，那么 J 5 = 4 + D 
有特征值 T . 

习题7设 n 为任意自然数，试证存在函数/，使得4 +£>有 n 个特征值可能 
存在无限个特征值吗？ 

函数/的轻微变化会造成 B 的特征值 t 消失.这是因为，尽管变化了的函数 
/在 r 附近存在零点，但是在一般情形下上述积分条件不一定成立.这种现象称为 
嵌在连续谱内的点谱的不稳定性. 

我们现在回来完成定理7的证明. 

设 D 为对称迹类算子，用 A 表示 D 的特征值 ，足 为相应的正规化特征向量. 
由第30章中的 (20), 

并且 D 本身可以表示为 

D = ^£d k (J k )f k . 

用表示有限和 

n 

^ > : j / k)f k - 

1 

定义丑 n 为 A + 由我们已经证明的结果，广义波算子 W ^( B n , B n ^) 存在. 

因此由习题3,波算子 W + ( B ni A ) 存在.为简略起见，我们用 W Tl+ 表示波算子 
W + ( B n , A ). 用公式 (11)： 

\\w n+ u^ Wn ⑷《 | 卩 = 一 21111 \ K + D n e - itA u , u ) dt . 

再用的定义重写上式为 

Hu - W n ( a ) u \\ 2 = -21 m / " d k ( e - itA u , f k )( e itA u)d t 

J a ^ 

先对右边的和式利用 Schwarz 不等式，然后再对积分应用 Schwarz 不等式，得 
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\\W n+ u- W t »1|<2 \J2\d k \ f \(er HA u,f k )\ 2 dt 

L i J (14) 

r n OO -I 1/2 

- J \(e itA r k yU)\ 2 dt ， 

这里 /; 为 vr n+ f k 的缩写.我们已证明||/；|| < Il/ fc || = i. 

由于使得 W ( t ) u 在《 — 00下强收敛的向量IX 属于 A 的绝对连续空间，所以 
lx = 在 （14) 两边 ，用朽 u 代替 t/. 我们借助于事实即 P c 与可换，用 
仄八和 Pcfl 分别代替八和/:，重写 （14) 的右边.因此，我们可以假设 （14) 中 
的八和 / J 属于 A 的绝对连续空间. 

用4的谱分解重写 （14) 右边 的项： 


( e ~ itA u , f ) 


^( EuJ ) 


(e iM /*,u) = j e itx d { Ef \ u ). 

因为 u ，/ 和 广 属于 A 的绝对连续空间，所以我们可以用 Radon-Nikodym 导数重 
写上述两式右边的积分为 


以告(取 /)dA 和 


itx — (Ef\u)dX. 


由 Schwarz 不等式，得 


— ( Eu , /) < -^( Eu , u)-^(Ef , f) 

习题8试证此不等式. 

假设向量 tx 满足条件 

sup-^r (£u, u) < oo, (16) 

A d A 

则 Schwarz 不等式蕴含 

H I * d 1/2 

m [—(£/,/)j , 

其中 m 表示上确界 （16) 的平方根.因此 d ( Eu , /)/<! A 平方可积.从而由 Parseval 
定理， （15) 中的第一个积分为 t 的甲方可积函数. 

用 r/(t) 表示 （15) 中的第一个（关于 f 的）函数，用 ^(0 表示 （15) 中的第二个 
函数; 将它们代入（14)，得 


W n+ u - W n (a)u\\^ 2 f°°\ii k \ 2 dt 亡 |( 4 | (°°W k \ 2 dt 
.1 Ja 」 L 1 Ja . 


.(14') 
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由 Parseval 公式, 





l ^| 2 d ^ 





dA 



— (£?/*, /*)dA = 2jim 2 ||/*|| 2 ^ 2 兀 m 2 . 


因此，重写 （1 4/ ) 为 

\\ W n + u - W n ( a ) u \\ < (8 ji ) V 2 


亡 I4| / \r]k\ 2 dt 

i Ja 


1/2 


m \\ D \\ 


1/2 
tr - 


(14，，） 


注意，在上述不等式的推导中我们用到了事实 E ? 141 彡 II 取 Itr 用办代替 a ， 借助 
于三角不等式和（14〃)，有 


\\ W n ( b ) u - W ⑷ u || [零 141 厂 > W 2 d 

+ |^1办1乂 \ vk\ 2 ^t ). 


1/4 


令 n 趋于 oo _ 因为丑„ = i 4 + i> n —致收敛于 B = A - bD , 所以⑷和 W n ( b ) 
分别一致收敛于 W ( a ) 和 W ( b ); 此时，不等式右边趋于一个级数和.在 n — oo 后 
所得到的不等式中，再令 (2 和6趋于 oc ， 我们 断言： 所得不等式的右边趋于0.此 
断言可以从如下事实中 得到： 

(i) /!^ \Vk(t)\ 2 dt ^ 2jim 2 ; 

⑼ El rf fc | < co ; 

(iii) 

综上所述 — oo 时， W(b)u 收敛. 

对于满足 （ 16) 的所有向量 u ， 上述结论也是成立的，即当 6 趋于 oo 时， W(b)u 
收敛. 因此，要完成本定理的证明，我们还仅仅需要证明，满足 （ 16) 的所有向量 u 
构成了丑⑷的稠密 子集. 要证明此结论并不难.设《为7/ ⑷ 内的向量，则测度 
(Ev,v) 关于 Lebesgue 测度绝对连续，即成立 

\M 2 = J d(Ev,v) = J -^j{Ev,v)dX. 

因此 d (伽， v )/ dA 为 L 1 内的非负函数•以表示满足 d(Ev,v)/d\ > m 的所 
有 A 的集合,令= ( J - 五 (心 ))1；, 用 / Xm 表示测度 

i^EVrxi， Vrn.) • 

如果我们用表示测度（及；， V ),则 d Mm = (1 - c s ) cip ， 其中 CS 为集合上的特 
征函数.因此，相应的 Radon - Nikodym 导数有类似的关系 •. 
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-~^{EVm,Vm) = (1 - Cs)-^(EU.U). 

由定义，对中的每个 A , 有 dfi/dx > m , 所以对于所有的 A , d / i m / dA 彡 m , 因 
此〜满足 （16). 显然，当 m 趋于 oo 时， t ; m 趋于 t ;. 由此，我们证明了满足 （16) 的 
所有向量构成了好 ( c ) 的稠密子集.又因为波算子的定义域为/ /( e ) 的闭子空间，所 
以当 A 和 B 相差一个迹类算子时，广义波算子 W + ( B y A ) 存在. 口 

当然，广义波算子 W .{ B , A ) 也是存在的.又因为 A 和 B 在定理假设中的作 
用是对称的，所以波算子 W + (人 B ) 也存在.因此，>1和的绝对连续部分酉等价. 

37.4 波算子的不变性 

本节将推广 37.3 节的主要结果.设 0( A ) 是一个满足如下性质的实值 函数： 

( i ) 0分段 可微； 

( ii ) 〆 是正的、连续的、局部有界变差函数. 

定理 8 ( Birman - Kato ) 设 4 和 B 为定义在 Hilbert 空间//内的两个自伴算子，0 
为满足上述性质的函數.若4和 B 相差一个迹类算子，则波算子 W ± (4>( B ) A { A )) 
存在且它们与4无关. 

由于波算子 W ± (< f >( A ),( l >( B )) 存在，所以 0( A ) 和 0( B ) 的绝对连续部分酉等 
价. 

由条件 （ ii ), 4为单调函数.注意即使0不是单调函数，我们同样可以证明 
W ± ( cf >( B ),< p ( A )) 的存 在性; 但是在此种情形下，这些波算子不再等于 W ± ( B , A ). 
关于这些结果的证明，我们可参见 Kato 的书. 

37.5 位势散射 

本节将为 37.3 节所建立和发展的抽象理论提供一个具体的例子.令丑= 
L 2 ( R 3 ), A = - A , 即负 Laplace 算子 ， B = -△ + g ， 其中 9 为实函数.我们考 
虑最简单的情形即位势函数为平方可积的有界函数的情形. 

定理9 若 <7为平方可积的有界实函数，则波算予 W ± ( B , A ) 存在. 

证明 众所周知， Fourier 变换为 _△ 的谱表示并且 -△ 的谱为绝对连续 
的、充满实数集: R 且有无限重数.我们将借助于定理5.令 J 为//中所有形如 
e -( x - af /2 } a e R 3 5 的函数所生成的子空间.对于函数 u ( x ) = e -^-°) 2 /2 7 求方程 
u t = —\Au = iAu 的解 u ( x y t ). 先作 Fourier 变换 

tit = — i ^ 2 w , 云⑼ = e _《 2 /( 2+ia .《)； 

因此 u (^ t ) = e -⑽ + m 2 /2+ iW . 再取 Fourier 逆，得 
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u(x,t) = e^ iA u(x) = (1 + 2i0- 3/2 e-( x _ a)2/(2 綱 . 

显然，向量属于 A 和 B 的公共定义域，即定理 5 中的条件 （0 成立.由于 
||(S - A)e- htA u\\ = |Mx,«)||<|k|||l+ 2i<|- 3 / 2 , 

所以 ||( B _ 4) e - UA tx || 为 < 的连续函数且在整个 < 轴上可积；因此定理5中的条 
件⑻和 （ m ) 成立. 

我们还需证明 J 在 H 中的稠密性.根据第6章中的定理 7 , 我们只需证明，// 
中的与形如6-^-°) 2/2 的所有函数正交的任意函数/(4为 0. 要证明这一点，我们 
将正交条件重写为 

0 = J f(y + a)e'y^ 2 dy = J e^f(Oe~^ /2 d^ 

其中在第-步应用了变量替换 x - o = 1 /,在第二步用到了 Parseval 关系.由最后 
一个方程知， 7^) eY /2 的 Fourier 逆恒为0,从而 7(0^ /2 恒为 0. 因此/⑹和 
/( x ) 恒为 0. 口 

由定理9, - △和 B = -厶 + g 在 B 的一个不变子空间上酉等价.特别地， 
-A + 9 的连续谱包含了整个正实轴，且谱有无限重数. 

定理9中的 “ g 为平方可积”的限制条件可以被放松.关于这个更强的结论， 
参见 Kato 的书.可是，如果仅仅要求 g 为有界函数，那么 △ + g 依概率1存在一 
个纯点谱.这是固态物理中的一个重要结果,称为 Anderson 局部化.读者可以参看 
文献 FV 6 hlich 和 Spencer . 

另一方面，若 闳 — oo 时,位势函数快速趋于0,那么，对 A < 0, (X- A ) ' 1 
和 （ A- B )_】 相差一个迹类算子.因此，由定理 S, 波算子％(取4)和 W ± (A,B) 
存在，从而- △ 酉等价于 ~A + q 的绝对连续部分. 

37.6 散射算子 

令 B 为 A 的扰动，假设广义波算子 W ± (B,A) 存在并且它将>1的绝对连续 
部分映为 J 5 的绝对连续部分，由（少）得， 

W + A = W-A = BW-. 

由此，我们导出 

Wl l W + A= WZ l BW^ ^ AW~J 

换句话说，算子坏二 1 W + 和4交换.我们称算子 wc 1 w 为散射算子，以 s 表示. 
散射算子的物理意义如下所述. 

若将算子 A 和 B 分别看作是非扰动的和扰动后的 Shrodinger 算子，并假设在 
距离很远的地方，扰动将被忽略.例如， 37.5 节中讨论的算子4和 J 5 就是这样的 
算子对，其中要求当 x — oo 时,位势函数 g ( ar ) 趋于 0. 对充分大的正时间 f ， 大部 
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分信号己传播到很远的地方以至于信号 e itB « 与受非扰动方程控制的信号 e - u ^4 - 
差别很小.类似地，对充分大的负时间 <，两信号和差别也很小.令 
i —± oo , 则下列两极限 存在： 

u + = lim e ~ itA e itB u — Wl l u 

丁 t—OO 

和 

U- = lim e ~ HA e ltB u = ' W ^ u . 

连接和？^的正是 散射算 ^ WZ l W + . 因此，遥远过去的被扰动系统的状态与 
其模糊将来的状态是由散射算子连接起来的 • 

M0Uer ■在 1945 年对散射过程的这种与时间有关的动态写照进行了描述. 1937 
年， John Wheeler 研究了散射理论的静态性质； 1943 年， Heisenberg 对此进行了详 
细阐述，其原因是物理理论处理的量仅仅是可观察的量.人们无法测量作用在一 
个核子周围的电子上的作用力，物理实验测量的仅仅是在原子时间标度下发生在 
t ^ oo 时的结果，并将这些结果与系统在 i = - oo 时的状态进行比较.散射理论的 
任务就是由散射算子重现原子的作用力.我们可参见 Ludivg Faddeev 的评论以及 
Reed 和 Simon 的第 2 卷. 

因为 S 和4交换，所以 S 的自然刻画应体现在4的谱表示中.在该表示中, 
5 为乘法算子 . 37.7 节我们将在稍微不同的情形下详细阐述它. 

历史注记 1930 年， Heisenberg 在芝加哥大学作新量子力学的演讲.那时他的助 
手是美国年轻的物理学家 Frank Hoyt ， 其任务就是帮助 Heisenberg 准备英语演讲 
稿.第二次世界大战期间， Hoyt 参加了 制造核武器的 Manhattan 计划，他的其中一 
个任务就是仔细检査 Heisenberg 在战争期间的出版物，看看这些成果是否可以成 
为爆炸研究的“副产品”. Hoyt 完整地研究了 Heisenberg 在 1943 年发表的有关散 
射理论的两篇论文.正如他后来告诉我的一样，最后得出的结论是：这些理论与核 
武器的研究毫无关系.或许正是这一结论拯救了 Heisenberg 的生命，因为 0SS (即 
CIA 在战争期间的前身）一直在训练间谍要暗杀他. 

37.7 Lax-Phillips 散射理论 


木节和 36.4 节的背景是一 样的： 作用在可分 Hilbert 空间 H 上的酉算子群 
U { t) y 一对相互正交的入子空间和出子空间 F +， 它们分别满足 36.4 节中的 
(27a) 〜 (27c) 和 （ 28a) 〜 (28c): 


每个 17 ⑷将映入内， t <0, 

(17a) 

所有 U ( t ) F ., 的交为{0}， 

(17b) 

所有 U { t ) F ., 的并在 if 内稠密. 

(17c) 


对于出子空间 F +， 我们只需改变 （ 17a) 中 t 的符号即可得到类似的性质. 
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本节要借助于第35章中的平移表示定理 7 .该定理是说，若上述三个条件满 
足，则好等距表示为 Hilbert 空间 L 2 ( AT , R ), 使得 1/(0 的作用被表示为 t 所作的右 
平移作用.此外，入子空间被表示为子空间 L 2 ( N , R -). 同样，对出子空间 F +， 
H 有出表示 L 2 (AT ， R )， 使得被表示为平移，』 F + 被表示为子空间 L 2 (7V,E + ). 
因为出现在入表示和出表示中的两个辅助空间#的维数都等于酉算子群 C 7 ⑴的 
生成元的谱重数，所以我们可以令这两个辅助空间为同一个 Hilbert 空间 iV . 

设 u 为//中的向量， it - 和 / c + 分别是 tx 的入表示和出表示， 定 XS 为连接 
L 和心的算子： 

Sk - = k +. (18) 

我们称 S 为关联于 R 和的散射算子. 

在文献 Lax - Phillips 的散射理论中的第 II 章，我们证明了如何构造一个非扰动 
酉算子群 Uoit ), 使得在 37.6 节中，用连接 t / Q 和的波算子而定义的散射算子与 
(18) 定义的散射算子相同. 

定理10 设 U ( t ) 为酉算子群， F _ 和心分别是两个相互正交的入子空间和出子 
空间，沒为 （18) 定义的散射算子，则 
⑴5为酉 算子； 

( ii ) S 与平移 交换； 

( iii ) S 将 jL 2 ( AT ， R _) 映入自身. 

证明 

( i ) 因为 A :_ 和蚧为 tx 的两个等距表示,所以||免一卜 || A : + || = || u ||. 因此5是 
一个等距.又 S 为满射，所以 S 是一个酉算子. 

( ii ) 因为 fc _( a ; -1) 和 k + ( x - t ) 都表示 U { t ) u , 所以 S 将的平移映为心 
的同一个平移. 

( iii ) 由入表示, L 2 ( N , R .) 中的每个 I 都是中的某个向 M u 的入表示.由 

于向量 ii 与心正交，所以松的出表示 h 与 F + 的出表示空间 L 2 ( N y R + ) 正交. 
因此,属于 L 2 ( iV , R _ ). □ 

性质 （ iii ) 称为因 果率； 我们可以用下列语言解 释它： 在上的值依赖于 
在 R _ 上的值. 

S 的伴随 V 有类似的 性质： 

( i ) sr 为酉 算子； 

( ii ) sr 与平移 交换； 

( iii ) 矿将 L 2 ( iV , R + ) 映入自身 • 

设 u 为 H 中的向量，令 fc _ 和分别为 u 的入平移表示和出平移表示.若 
用 /- 和/ + 分别表示 L 和的 Fourier 变换，则称/_和/+为 w 的入谱表示 
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和出请表示.定义算子： 

Sf - = /+. (19) 

定理 10' 

(n s 为酉 算子； 

(\ i f ) S 与有界可测函数所作的乘法算子 交换； 

( iii ') 将 L 2 ( iV , R _) 的 Fourier 变换映入自身 • 

证明 （0 因为 5 为酉算子，所以它的 Fourier 变换也是酉算子.故 （/：) 得证. 
( ii ') Fourier 变换将 《 所作的平移算子变换为所作的乘法算子.因此，由 
定理 10 的 （ ii ), S 与所作的乘法算子交换.对于任给的有界可测函数 6( A ), 我 
们用形如 6„( A ) = 的函数列 {6 n ( A )} 逼近 6( A )， 则 Iim 6 n ( A ) = 6( A ) a . e , 

且 W 入)在 R 上一致有界.因此，对于 L 2 ( JV , R ) 内的任意函数/， {6 n /} 和 { b n Sf } 
依 L 2 ( N ， R ) 范数分别收敛于6/和 bSf . 因为5有界，所以 { Sb n f } 收敛于 Sbf . 
又 b n Sf = Sb n f , 所以汾/ = 65/，即⑽得证. 

( in 7 ) 为定理10中的 （ iii ) 在谱表示中的重述. 口 

设 A : 为支撑在 R _ 上的 L 2 函数，则 A : 的 Fourier 变换/可以被延拓为下半复 
平面 C _ 内的解析 函数： 

/(C) = ~^= J k{x)e Kx dx t (20) 

这里 C = A + ir /， r ; < 0. 

定理 ll ( Paley - Wiener ) 设为 L 2 ( N , R .) 内的函数，则的 Fourier 变换 / 为 
L 2 ( N , R ) 内的向量值函数，且存在/到下半平面 c _ 内的满足下列性质的解析延 
拓 /(C )： 

⑴ 对于固定的 r /<0, /(A + ir ?) 为； \ 的向量值 L 2 函数 ，当 r / 趋于负无穷时， 
11/(* + 的 )11 趋于 0. 

( ii ) 当 r ? 趋于0时， /(• + ir ?) 依 L 2 范教趋于 /. 

反之，满足性 质⑴和 （ ii ) 的任意函数/都是 /；2( Ar ， R _) 内某一函数的 Fourier 
变换. 

数值函数情形的证明仅仅需要借助于 Cauchy 积分定理，我们将在第38章中 
给出. 由数值函数到向量值函数情形的推广，像通常的方法一样，也是直接的. 

若用//_和 //x 分别表示 L 2 ( AT , R _) 和 L 2 ( iV , R + ) 的 Fourier 变换，则中 
的函数有类似于定理11的刻画，即// + 是由 L 2 ( N , R ) 内的可以解析延拓到上半平 
面内 C + 内且满足类似于定理11中的性 质⑴和 （ ii ) 的向量值函数组成的空间. 
定理12 由 （19) 定义的算子可以被实现为算子值函数 > f ( A ) 所作的乘法算子, 
其中每个人 1( A ) 是 iV 到自身内的线性算子. 
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( i ) 对几乎所有的实数 A ， 人 1( A ) 都是酉 算子； 

( ii ) * M ( A ) 为 C _ 内的全纯算子值函数的边 界值； 

( iii ) 对(1：_ 内的每个复数 AT —iV 是可缩算子. 

函数人称 为散射矩阵. 

证明我们首先证明 （ i ) 和（出).设 u 为 F _ 中的向量，则由定理 10' 中的 
u 的入谱表示和出谱表示/ + 都属于 //-. 因此， /- 和/ + 为 C - 内的解 
析向量值函数. 

我们断言，对复数 CeC . 和函数 /— e //_, / + ( C ) 的值由/-(0的值确定.要 
证明这一点，我们只需证 明：若 /_( C ) = 0,则 A ( C ) = 0. 将这样的函数 /— 分解： 

f-W =义 + >( a ). 

由 Paley - Wiener 定理（即定理 11), 5 属于汀又因为 S 与 R 上的有界函数所作 
的乘法算子可换，故 

/ + ( A ) = 5/_= 

因为 .9 属于 H _， 所以由定理 10', 也属 T * //_. 在上述关系中令 A = <：，则 
/+(0 — 0- 

由上述断言， /+(() 和 /-( C ) 之间的关系确 定了# 到自身内的一个线性映射， 
用 M (0 表示此映射： 

• M ( C )/-(0 = /+(0. (21) 

要证明 M (0 是强解析的，对； v 中的向量 n ， 令 /-( A ) = n/(A - i )， 则八和 
U 都属于 I . 将这-对函数代入 (21)： 

— ^― ： A1(C)n = /+(()• 
s ~ 1 

因为 /+(() 在 C -内 解析，所以 M ( Q ) n 解析. 


( iii ) 令 （ 属于 C _ 

， n 属于 N ， 定义 





x <0 y 




(22) 


1 0， 

0 < x . 


对于任意正数 r •，则 

k + (x ~ r ) e ~ i (： r e i(：x 

n , x < r . 

(22') 

将 （22) 代入 (22'): 

fc + (x — r ) — e ~ l < ' r k + ( x ) 

= 0， a : < 0. 

(23) 

定义 

k - = ST k + 


(24) 


因为 f 与平移可换且矿将 L 2 ( AT , IR + ) 映入自身内，所以由 (23), 对于任意正数 r ， 
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(23，) 


k—(x — r) — e _i< * r /e_(x) = 0， x < 0. 

该式蕴含了 

k-(x) =e iCx m, x < 0, (22 〃） 

其中 m 为 TV 中的某一向量.同先前一样，我们定义入谱表示 /- 和出谱表示/+: 

/_ = Fk— ， f+= Ffc+t 

这里 F 为 Fourier 变换.用公式 （ 22) 和 （ 22 〃)， 我们得到 

-i n 


uw 


e i ( A +0 ~ dx 


和 


/-( A ) 


m 


y /2 ii A + ^ 
a +( 入)， 


\/2 k A - t - ^ 

这里 a + 为 fc - 限制在 R + 上的 Fourier 变换. 因此, a + 属于 H , 
设 p 为 AT 中的向量，用公式 (25), 我们得到 

( f V \ _ -i /* {n,p) N 

V /+， A + cJ ' 


(25) 

(25，） 


由残数的计算，可以导出 


(A + C)(A + C ) 
( n , p) yV 


dA . 


(/+’ X ^) = - v^ 2ImC 

类似地，用 (250, 我们得到 

(f-m ㈣ n 


(26) 


d 入 + 


/ 


( q +( A ), p)n d A 

(入 + ?) 


(Ah- c)(A + c) 

因为 a + 属于 H + , 所以我们可以改变右边第二个积分的积分路线，由实轴替换为 
A + i «,«>0; 再利用 Schwarz 不等式估计此积分，则当《趋于 oo 时，第二个积分 
趋于 0. 因此，我们得到 


(，_，*)= - ▲赞. 渺) 

用（ 24 )的 Fourier 变换： /_ = « S */ + 和（25)，我们将 （26') 改写为 

(击，/-)=(击”/+) 

= ( 5 (aT?)' /+ ) = vfe/( 5 (lTc)* n ) N 3^- 

-为 P/(A + C ) 属于 所以 5( p/(A + C )) 也属于好-.因此，上述被积函数 
以一 f 为简单极点，是下半平面内的亚纯函数.将积分路线由实轴替换为 A + « ，然 
后令《趋于 - oo .用 (21), 我们得到 

(击’厂)= ^( M (-0 p } n ) N ^. (27) 
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比较 （27) 和（260,得 

( m , p)yv = ( n , X (- C ) p)N = ( A 1*(-0«. p ) n . 

由 p 在 iV 中的任意性，得 _ 

m = « M *(— 0 71 . 

下面估计 m 的范数.对 (260 的左边应用 Schwarz 不等式，得 

藏―，細 ㈢ 個. 

用 /- 的定义 Fk -、 公式 （24) 和以为酉算子的事实，得 

由的定义（22)，有 

HMI 2 = f \ e i < x \ 2 dx \ n \% = 

计算 2 

IIatcII = /^ Vn ^ i |p| L 

将 (30) ， (30') 和 (30") 代入 （ 29) 的右边，得 

|( m , p )^| ^ | n |/ v | pU -. 

由 p 的任意性知, \ m \ N ^ | n | N . 因此，由 (28), \ M *(~0 \ N < 1,此蕴含 | M (~ C)|at ^ 
1. 性质 （ Hi ) 得证. 

注意 CM (() n ， p ) 为 C _ 内的有界解析函数.由解析函数理论的-个基本结果, 

极限 

lim(At(A + ir/)n ， p)yv 77 < 0, (31) 

关于实数 A 几乎处处存在.令向量 n 和 p 取遍 AT 的一•个可数稠密子集.由于 
\ M ( Q \ < 1,所以对 iV 中所有向量 n 和 p 以及几乎所有实数 A ， 极限 （31) 成立.用 
M ( X ) 表示弱极限 (31); 显然 | M ( A )| ^ 1 a . e . A . 

对 iV 中的向量 n ， 函数 /-( A ) = n/(A - i ) 属于因此， /_( A ) 是中 
的某个函数 W 的入谱表示.此时， w 的出谱表示/+也属于//_.在 （ 21) 中，令 
C = A + irj ： 

A + iy? _ . x M (\ + ir])n = /+ (入 + ir ;)， r / < 0. (21’) 

令 77 — 0,右边依 L 2 ( N , R ) 范数趋于/+，所以左边也趋于 /+. 由此，不难导出 
M(A + ir ?) n 关于实数 A 几乎处处强收敛于 JW ( A ) n . 因此， / + ( A ) = l /( A - i ) M ( A)n 
a . e . A . 


(28) 

(29) 

(30) 
(30') 

(30") 


因为 S 是一个等距，所以由 （21') 得 


II/-II 1 


l n l^ j I 入 _i|2 d A = IL/"+" 2 = / 


i>-ir 


| A 1( A ) n |^ dA . 
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又 |A1(A)| < 1 a.e. A, 所以 |A^(A)n|iv = \ n\ N a.e. A. 

S 是 M ( X ) 所作的乘法算子，因此 f 是 AT(A) 所作的乘法算子.又 义为等 
距，所以 M ^( X ) 几乎处处是等距，从而 M ( X ) 几乎处处为酉 算子. 综上所述，我们 
完成了定理12的证明. 口 

注意， AT(A) 为亚纯函数 X € C + , 的边界值函数. 

37.8 散射矩阵的零点 


首先回顾一下 36.4 节中的 Lax-Phillips 半群 

Z(t) = P + l/(t)F_, 

其中和/ V 分别是好到的正交补和 F + 的正交补上的投影，和 F+ 为一 
对相互正交的入子空间和出子空间.半群之 W 作用在 Hilbert 空间 K = HOF ^ eF + 
上. 

因为半群 Z 和散射矩阵有相同的成份，所以它们之间肯定存在某种 关系. 本节 
用 G 表示 Z ⑴的无穷小生成元. 

定理13 实部小于零的复数7: Re 7 <0, 属于 C ? 的点谱，当且仅当 M *( vy ) 有非 
平凡的零空间. 

证明假设复数7, Rer < 0,为 G 的特征值，令 u 为相应的特征 向量： 

Gu = ^ u , Z ( t)u = e ^ u . (32) 

令为 u 的出平移表示.因为 u 属于 K ， 所以它与 F + 正交； 因此在 K + 上 
为 0. 在出表示中， Z ⑷ 被表示为 t 在负轴上的 平移； 由此， （32) 变为 
k + (x ~ t ) = e 7t fc+(z)， x < 0, i > 0. 

因此， 

fc + ( x ) 小一、， X<0 , 

{ 0, 0<怎， 

其中 n 为 iV 中的某个向量. 

因为 w 的出谱表示为 A: + 的 Fourier 变换： 

/ + (A) = Ffc + =c^, c=-l=. 

又因为 A 为实数时， M -^ X ) = M *( X \ 所以由（21)， ti 的入谱表示为 

/-(A) = 7T^-^(A)n. (33) 

iA — 7 

由于 U 属于 K， 所以 u 与忆正交，进而/_与正交，这蕴含了 /_属于孖如 
因此存在/_到 C+ 内的解析延拓.注意到公式 （33) 给出了 在 C+ 内的一个 
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亚纯 延拓； 易见，此亚纯延拓为解析延拓，当且仅当 /-( A ) 的可能极点 入= - h 被 
M *( C ) n 在 （ =-〗7的零点约去. 

将上述讨论翻转过去，可以给出本定理的另--个方向的证明. 口 

由上述证明可知，零空间的维数等于乂*(行）零空间的 维数. 更一般地， 
我们可以证明如下定理. 

定理 IV 复数 7 属于 G 的预 解集， 当且仅当 S ( iy ) 是可逆的. 

证明关于此定理的证明，我们参见文献 Lax - Phillips 的散 射理论 中的第 III 
章第3节. □ 

由定理12,散射矩阵 M ( X ) 可以解析延拓到下半平面 C - 内.假设 M (\) 在实 
数轴的一个区间 J 上依范数拓扑连续，那么，由 Schwarz 反射原理的算子形式 ， M 
可以解析地连续穿过/: 

M(C) = X*(Cr l , (34) 

其中 C ^ C + ^ /的附近. 


37.9 自守波动方程 


Faddeev 和 Pavlov 给出了 Lax-Phillips 散射理论在双曲平面内的波动方程自 
守解理论中的一 个漂亮 应用.双曲平面 M 的 PoincaM 模型是赋予了 Riemann 度量 

ds 2^^±±yl ( 35 ) 

r 

的上半平面 ( x , 2 /), 2 / >0. 借用复变量 z = x^\y 而定义的双曲平面 M 上的等距 ： 

z —» a - ^ a，6，c，d 为实数 ， ad — be = (36) 

cz^-d 

称为 IHI 上的一 个双曲 运动. 

习题 9 试证 Riemann 度量 （35) 是双曲运动 （36) 下的一个不变度量. 

双曲运动组成的群中，有许多有趣的离 散子群 r ， 使得 M 内的每一点在 r 下 
的象集仅以 00 为聚点.令 u(x,y) 为双曲平面 1 HI 内的函数，称 u(x， y ) 在群 r 下是 
自守的， 如果对 r 中的每个运动 7 ,有 u( 7 (x,y)) = u(x,p). 

我们称 HI 中的域 P 为离 散子群 r 的基本域， 如果 P 满足下列两个 条件： 

(i) 对 B 中的任意点 (x,y), 存在 r 中的运动 7 使得 7(x,y) 属千 T ; 

( ii ) P 中的任意两点不能被 r 中的运动7相互映射. 

注意， p 的每个边界点将被 r 中的某一运动7映为另一个边界点. 


习题10试证子群 r 的基本域在 r 中任意运动7下的象仍是基本域. 
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基本域 P 称为基本多边形，如果 P 的边界由有限个测地线组成. Poincar^ 模 
型中的测地线是指圆心位于直线 y = 0 上的圆周及其极限，即直线 z =常数 • 

散射理论中的运动离散子群有无界的基本多边形.本节我们将看到具有这种 
性质的最简单一种子群一模群.模群 r 是所有形如 （36) 的双曲运动组成的群, 
但这里要求出现在 （36) 中的 a,6，c，d 均为整数.不难证明，上述定义的模群 r 是一 
个离散子群，并且以测地弧= ±|，和 x 2 + y 2 = 1， -* < x < * 为边界的 
测地三角7 1 是模群 r 的一个基本域. 

习题11画出 T 的图形. 

习题12试证 T 是模群的基本域. 

习题13试证模群是由变换 2 — 2+1 和 2 — -1/2 所生成的群. 

习题14试证基本三角： T 有有限的双曲面积，并计算它的面积. 

运动 2 — 2+1 将 T * 的边 X = 映为另一条边 2： = I ； 运动 2 — -1/2 将 T 1 
的第三条边 x 2 + j/ 2 = 1映到自身上，将点 ( x ， y ) 映为点（一: c，y ). 每个 C 1 自守函 
数 u 在 T 的边界上满足边界 条件： 

u ( p ) = w(p’)， u n ( p )= -〜(〆)， （37) 

其中 p 和〆表示: T 的边界上任意一对由模群中的运动 7 连接的点，^表示 w 的 
外法向导数. 

Poincar^ 模型中的 Laplace-Beltrami 算子为 

△ M = -y 2 ( 咤 + 匁). (38) 

习题15试证 Ah 在双曲运动（ 36 )下不变. 

用（， ） T 表示沿 r 上的在双曲面积元下的 L 2 数值 内积： 

( u , v)t = J uv- X ^ y . (39) 

设 W 为 C 2 自守函数且当 2 /接近 oo 时， ixbj) 为 0. 由分部积分，得 

( A m w , u) t = J ( u 2 x -\- u 2 y ) dxdy \ (40) 

由边界条件 (37), 边界项为 0. 

公式 （40) 证明了，定义在所有自守函数上的算子为对称非负 算子； 它的 
Friedrichs 延拓，仍用同一个符号 Aa 表示，是一个自伴算子.的谱是什么？要 
刻画 Am 的谱，我们很自然地可以将知重正归化为 
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定理14 

⑴在区间1一|，0]上， i 的谱由单点组成. 

( ii ) L 有无限多个正特征值且这些特征值以 oo 为极限 • 奇特征函数线性张成 
了 T 内的奇函數空间. 

( iii ) Z 在上有重數为 1 的绝对连续谱. 

证明为了不至于将读者带离主题太远，我们将不给出 （ i ) 的完整证明. 

( i ) 由公式 （40) 和1的定义，计算内积 

( Lu 、 u) T = Jt j ( u 2 x + Hy - $) dxdy . (42) 

设 a > 2 为任意实数，将 r 分成两部分 ， r = T a uT a , 其中 r a 和: 分别表 
示： r 在 y = a 的下面部分和上面部分.设 u ( x ， y ) 为 C 1 函数且当 y 接近 oo 时， 
u ( x , y ) 取值为 0. 由分部积分，得 





dy + Ya U W - 

定义 ^{ y ) = / - a )/ a , 则 ip ( a ) = 1, < p ( a /2) = 0, = 2/ a . 因此 

u 2 ( a )— f d y (( fiu 2 )dy = f (^ w 2 -h 2( puu v )d y 
Ja/2 Ja/2 


^ ~ / ti 2 dy + 2 


'a/2 


r «/2 


u 2 dy / ixjdy 


'a/2 


1/2 


[ w 2 dy + - f u 2 dy + a f u ^ dy . 
a Ja/2 a Ja/2 Ja/2 


(43) 


在第 H 步，我们用到了 Schwarz 不等式，在最后一步，用到了算术几何平均值不等 
式.又在积分区间[音， a ] 内，0 < y < a ，所以 


w 2 ⑷ (a j (^~ dy . (44) 

若进一步假设 u ( x , y ) 是一个 C 2 自守函数且当 2 /接近 oo 时， u ( x , y ) 取值为0,则 
(44) 两边对变量: r 在区间&上积分，得 


2y^2 U y) dydX 


il u2Mdx ^l CM 

^/X a (^ + H dxd2/ - 


同样， （43> 两边对变量: r 在卜 HI 上积分，得 


( 44 ，) 
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4 y 2 


)dxdy 彡一 ^ J u 2 ( x , a ) dx . 


(43，). 


u 2 

4 i / 2 


J Ta {l$^ l 2 ul ) dxdy， 


(45) 


整理 (43。 和(44 ; )： 

//』 

用 9 表示 （42) 右边的被积函数，并将右边的积分分成两部分，再利用不等式 （奶)， 
得 

(Lu,u) t = J J qdxdy~\- J J qdxdy 

u 2 
4 夂 2 

3 


JL {<-$) dxdy ^I i a qdxdy 
J I Ta { q -l$-\<) dxdy 


定义二次函数 k : 



l S) 


dxdy. 


2 u 2 


并将 K ( u ) 加到上述不等式两边，得 

{ Lu , u ) + K ( u ) ^ C ( u) y 

其中 2 

cw= /X Q ( w 2 i+ ^ + i^) dxd2/ - 


(46) 


由 Rellich 紧性定理，对于任意正数 e , 存在有限余维数的子空间，使得在此子 
空间上, K { u ) < eC ( u ). 取 e = 1，由 （46) 可知,在该子空间上， ( Lu , u ) > 0. 因此， 
由定义（41)， Z 在 hi 01上的谱分解有有限维值域，进而 I 在[-1,01上的谱由有 
限个特征值组成. 

由于 r 有有限面积，所以 ix 三1在 r 上平方可积且1/是 I 的相对于特征值 

的特征向量.事实上， L 在上不再存在除以外的特 征值； 我们不再 
给出该结论的证明. 

( ii ) 算子 i 和基本域 T 在经 V 轴的 反射： 下是不变的，因此 X 的定 
义域被约化为偶自守函数和奇自守函数的直和.对于奇函数，边界条件 （37) 中的第 
一个条件 变成： u 在边界上取值0;第二个条件自动成立. 

我们将证明，在 Dirichlet 边界条件 u = 0下，预解式 （1 + i )- 1 为紧算子.为 
此，令 （ jL + I)~ l W = It , 即 
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Lu - u = w. 

两边与 ti 作 内积； 左边用恒等式 （42)， 右边用 Schwarz 不等式和算术-几何平均值 
不等式，整理后得 

J J {ul + ul)dxdy+ ( 47 ) 

因为 u { x , y ) 在 : r = 土 |， y > 1 内取值为0,由 Wirtinger 不等式 

J u 2 d x J u 2 x dx . 

令 r > 1，上式两边对变量 ? /在 [ y ， oo ) 积分，得 

J: /« 2 ^ 《 hr / u2dldy ^F j : 卜 idxdy. m 

我们断言，单位球 || tt;|| T < 1在算子 (L + J )- 1 下的象是准 紧集. 事实上，由不等式 
(47), 对该象集内的任意函数 u ， 导数〜和 ％ 的平方在7 1 上的积分一致有界.在 
T 的紧部分 7 V 上,应用 Rellich 紧性准则(第22章定理 2); 在 T 的另一部分上 
上，由 （48) 知， u 在 P 上的双曲 L 2 范数可以任意小.由此，单位球 HHlr < 1在 
(X + /)- 1 下的象在范数 \\ u \\ T 拓扑下是准紧的,从而 （L + 7)- 1 在： r 内的奇函数空 
间上为紧算子.由紧对称算子的谱分解理论，: r 内的奇函数空间中存在由 ( L + I )- 1 
的特征向函数组成的完备正交集，且相应的特征值都是实的、正的并趋于 o . 因此， 
L 的相应特征值趋于 oo . 

( iii ) Laplace - Beltrami 算子的重归化正是在此部分证明中起到了重要的作用. 
本部分的证明将借助于 Faddeev 和 Pavlov 引入的双曲波动方程 

Utt -\- Lu = 0. (49) 

(49) 两边与叫作内积.可以导出能量守恒 形式： 

•基 [(Wt, + (Lu, u)t] = 0. 

由 （42) 可知，此时的守恒能量为 

£? r ( u ) = ( w t , tit)T + (^, w)T = J J t -\-ul + ul ~ ^ 2 ^ dxdjy . (50) 

用 Et ( u , v ) 表示与二次 函数五 t 关联的双线性函数： 

E t {u,v) = (u u Vt)T + {Lu,v)t. (50’) 

众所周知，双曲波动方程的解由它的初值 fu ⑼， Wt (0)} 唯一决定.由于算子1 
在双曲运动7下不变，所以如果0是波动方程 (49) 在 JHI 内的解，那么 u ( y ( z ), t ) 
也是该方程的解.进-步地，若^的初值是自守的，则，幻和 u ( 7 ( z ), t ) 有相同的 
初值，从而这两个解本身也相同.换句话说，如果双曲波动方程解的初值是自守的, 
那么对子所有的 t ， u ( z y t ) 都是自守的. 
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用 1/(0 表示将 r 内的有有限能量的自守初值 { u ( o ), w t ( o )} 映为《时刻取值 
的算子： 

U ( t ) : { u (0)， u “0)} — ㈣ ，叫⑴}. 

由能量守恒， Er { u ( t )) — 吩(?/(0)). 

习题16 试证，对 r 内任意有有限能 量的自守解 u ⑴和冲)， E T { u ( t ), v ( t )) = 
E t ( u ( 0 ), v ( 0 )). 

由定理 14( i ), JL 在 [- i ,0] 上的谱只有特征值其相应的特征函数为1.因 
此，若 （ w ， l) T = 0,则由方程 （50) 定义的能量是正的.我们断言，若解 u ⑴的初值 
与1正交，即 

( w (0), 1 )t = 0 = ( w t ⑼， 1) t , 

则 u ⑴与1正交.这是因为， 1) t 满足二阶微分方程 

dt ( u { t ), l) T = ( w «, l)r = -{Luy 1 )t = _( w , L\) t - 1) t - 

用 H 表示在 r 内有有限能量的且与 I 的所有特征函数正交的所有自守初值 
组成的空间.由上述讨论， f / ⑷为 H 到自身内的算子.因为丑内的每个初值有有 
限的正能量，所以我们可以用能量的平方根定义//上的范数.此时，在该能量范数 
下， C 7 ⑴为丑上的酉 算子. 

下面构造 if 到 L 2 ( R ) 上的表示，使得 C / W 在此表示下变为平移作用•设 
h = {/ ibW 为好 中的任意向量， u ( x , y 7 t ) 为波动方程 （49) 的解且 uOr ，2/，0 以 h 
为初值，用 u ( y , t ) 表示 u 的 I 平均： 

/ * 1/2 

u ( y , t ) - / u ( x , y , t ) dx . 

1/2 

由自守边界条件 (37), 我们得到波方程 （49) 的 a : 平均： 

utt - y 2 u yv - -u = 0. 

作变量替换 U = y l f 2 v , y ^ e \, 将上述方程变为经典的波动方程 

Vtt — Vss = 0 . 

将此方程分解 

(dt + d a )( v t - v s ) = 0 
得， v t - v s 为 s - t 的函数.我们将函数 

y / 2k ^{ s ) = Va - v t = d a e ~ 3 / 2 hi ( e 8 ) - e ~ a / 2 h 2 ( e 8 ) (51) 

定义为 h = { h u h 2 } 的出平移 表示. 显然， U ( t ) h 的出表示为 k ^( s - t ). 

接下来我们要证明， L 2 ( R ) 内的每个函数都是//内某个向量的出表示并且这 
样的表示是一个等距.设 m 是一个紧支撑在1 < j /内的光滑函数，在7’ 上定义 
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w + ( y , t ) = y 1/2 m(lny - t ). (52) 

当 f > 0 时， t /; + (2/, i ) 在： T 的边界上满足条件 （37)， 因此它可以延拓为整个双曲平 
面 M 上的自守函数.在: T 内 ，叫 的初值为= { h u h 2 }, 这里 

hi = y 1 ^ 2 m(\ny), /12 = — I / 1 / 2 饥 '( Inj /). (52') 

当 s > 0 时，由公式 (51), h + = { h \, h 2 } 的出表不为 

\/2 k + ( s ) = ^ 771 ( 5 ) + m ^ s ) = 2 m !. (51 7 ) 


因为，当 0 < f，l 彡 y 彡 e * 时， w + ( y , t ) = 0,所以 { w ; + ( y , t ), d t w + ( y y t )} 的表不 
k + ( s , t ) 在 s 上为 0 .又 fc +( s , t ) = fc +( s - t ), 所以当 s <0 时， fc +( s ) = 0,即 
(510 对所有的实数 , s > 成立.用公式 (50), 我们计算叫的能量 ： 


Et ( w + ) 


(y l/2 m f y 

y 2 


m 


2^72 


m ! V 


ym 2 \ 


dy 






十 mm’)ds = 2 /m 2 ds . 


显然， Et ( w + ) = || fc + H 2 . 故 

对形如 (52) 的解祀+，平移表示 (51) 是一个等距. 

这也解释了为什么在公式 （51) 中会出现因子 v /5. 

一般地，切 + 的初值/1+并不属于要使得它们与 L 的特征函数1正交，我 
们要应用投影 

Qh + = (h^ - c,/i 2 - d), 


其中 c 和 d 是由方程 

n ，- 峰-°， jl “爷°， 

所确定的常数.对于 M 和心，应用 (520, 我们可以将上述方程重写为 

乂 y 1/2 m(\ny)^~ = cA, - y 1 / 2 m'(lny)^| = dA, 

这里 4 表示了 的面积.作变量替换 s = lny , 得 

f e~ a ^ 2 m(s)ds = cA, — f e~ a/2 m , (s)ds = dA. (53) 

Jo Jo 

由分部积分， 得 d = - c /2. 

引理 15 

( i ) Qh + 和有相同的能量. 

( ii ) Qh + 和 有相同的平移表示. 
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证明⑴ 由定义（50)， 

Er(Qh + ) = JJ r (^H^- + h\ y - (J ^ L ) dxdy ^ 

= Er(h+) — 2d J J ^ dxdy d 2 A-\-^ J J ^dxdy— — A . 

再由公式 （53)， 此能量又可重写为 

E T (Qh + ) = E T (h^)-d 2 A + jA; 

又 d= - c /2, ft Er(Qh + ) = E T {h + ). 

( ii ) 由定义 （51)， 和 Q / i + 的两平移表示的差为 

y/2{d s e~ s/2 c - e~ 3/2 d) = -y/2e~ s/2 (■ + … = 0. □ 

习题 17 证明，当 t >0 时，波动方程以 Qh + 为初值的解是叫⑷ - ce ^ 2 . 

显然，函数 Q /1+ 与所有奇特征函数正交.我们断言，与 Z 的所有正特征 
值的平方可积的偶特征函数 P 也正交.要证明这一点，取特征方程 ip = m ，的 ^ 
平均： i . 

- y\y - JP= 

此方程的解为 2/ (1 / 2) + b 和 y ( l / 2) - b 的线性组合.由于函数 2/ ( V 2) + iM 和 y ( l /2、 吻及 
其非零线性组合在 y = oo 附近关于#非平方可积，但是 p 和 p 却平方可积，所 
以 p 三 0. 因此 p 和切+正交. 

由 (510, 形如 k + (s) 的表示函数包括了形如 m^s) 的所有函数，其中 m 为支 
撑在 R + 上的 Cg 函数及其平移 函数： 显然，这些函数在 L 2 ( R ) 内是稠密的.用 X 
敦示 H 中的以形如 k + (s ) 的函数为表示函数的初值组成的子空间，则 K 为 C 7 ⑴ 
下的不变闭子空间.容易证明， L 在 K 上存在绝对连续的谱且这些谱覆盖了整个 
R+. □ 

在 36.4 节，我们引入了酉算子群 C /( t ) 的出子空间 F +， 它是 H 中的满足如下 
性质的子 空间： 

( i ) U(t)F + cF + ,t>0; 

( ii ) nU(t)F + = {0}; 

( iii ) UU(t)F + = H. 

我们断言，用形如 Q / i + 的初值所构造的空间是出子空间 F +, 其中/1+ = 

~和 / i 2 由 （51) 给出.性质 （ i ) 和⑻是显然的.性质 （ iii ) 表明了所有⑴ F + 的 
并集的闭包是整个空间丑，有关此性质的一个简短证明.参见 Lax-Phillips 在美国 
数学会会报中的一篇论文. 
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需要指出的一点是，我们并没有借助 35.5 节中的平移表示定理，而是直接构造 
了平移表示. 

通过-些平凡的改动，上述对模群理论的刻画同样可适应于任意离散子群；只 
不过，一般来说人们无法精确确定点谱的 位置. 根据 Phillips , Sarnak , Wolpert 的猜 
测/理论，一般不存在嵌入到连续谱内的点谱. 

如果基本多边形在无穷远处有 n 个顶点，那么 i 在] R + 上的连续谱有重数 n . 
如果基本多边形的一整条边都位于无穷远处，那么同样可实现无限重数的连续谱 
理论. 

对于入表示，我们有类似的构造.此时的入子空间是用形如 Q / i — 的初值 
构成的子空间，其中 L 为形如 w ,( y , t ) = y l / 2 n (^ y -^ t ), < < 0 的入解在 r 上的 
初值，这里 n 支撑在上. 

习题 18 证明 t <0 时，双曲波动方程以 Qh — 为初值的解是 w -{ t )- ce l f 2 . 

习题 19 证明在能量范数下，和 F + 正交. 

显然， w -( y y t ) — y l ^ 2 n(\ny -H <), t < 0,刻_了在 T 内从无穷远处经通道 
-1/2 彡： r 彡1/2到达的波，而 t > 0则刻画在 r 内经相同的通道传播 
到无穷远处的波.由和 F + 的性质 （ iii ), 我们可以 得到： 从无穷远处传入的波最 
终再要传到无穷远处.传播的速度有多快，这是一个十分有趣的问题. 

在 37.8 节，我们解释过一对正交的入平移表示和出平移表示通过散射算子相 
互连接，相应的谱表示则是通过由散射矩阵 M ( X ) 得到的乘法算子紧密关联.目前 
在连续谱重数为1的情形下，散射矩阵为数值函数.对于实数 A ，| A 1( A )| = 1 且 
可以解析延拓到下半平面 A + ir ?， 7 ? < 0,内，此时 |> f(A + ir ?)| 彡 1. 在第38章中的 
有界解析函数的 Beurling 理论中，我们还将遇到这种性质的函数. 

Faddeev 和 Pavlov 给出了，解是模群下的自守函数的双曲波动方程所定义的 
数值散射矩阵的形式.除去非本质的因子外，散射矩阵形如 

C (2 iA ) … 

硕 A) = c(iT2iA)^ (A)j 

式中的 7( A ) 为 r 函数的乘积， （ 为 Riemann C - 函数.如果 Riemarm 假设成立，则 
在下半平面内，在直线 _|i + A 上有零点.由 Schwarz 反射得到的 M 到上半平 
面内的亚纯延拓在直线 |i + A 上有极点.由 37.8 节的定理13和13'，如果 入 + 为 
M 的零点，则 v + 认为 G 的特征值，其中 G 为半群 Z ⑴的生成元， Z ⑷是酉算子 
群 t / ⑴和一对正交的入子空间及出子空间&确定的半群. Faddeev 和 Pavlov 
指出，如果人们能够证明 G 不存在实部大于_1/4的特征值7,那么 Rienmnn 假 
设成立.根据半群的 Phillips 谱映射定理（第34章定理12)，若 7 属于 G 的谱，则 
e *> f 属于名⑴的谱.由于算子的谱半径不会大于范数，所以 | ft | < \\ Z ( t )\\ E . 取对 
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数后令6 — oo , 得 

Re7 ^ lim -\ n \\ Z ( t )\\ E . 

t-*oo t 

因此，要证明 Riemann 假设，只要证明 

iln || Z (0|| E <- j . (54) 

Faddeev 和 Pavlov 指出，不等式 （54) 同样也是 Riemann 假设成立的一个必要条件. 
不难证明，如果不等式 

Hm 7 111|| 即 » 彡 - 7 

t-^oo I 4 

在半群定义域的一个稠密子集上成立，那么不等式 （54) 成立. 

这些信息能够给出 Riemann 假设的一个证明吗？如果可以，你将会听到此方 
面消息的. 
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38.1 Hardy 空间 


本章将研究平方可积的解析函数空间与有界解析函数代数之间的关系. 

Hilbert 空间 / 2 ( Z + ) 是由满足 

IWI 2 = Ll a jl 2 <°° ⑴ 

的所有复向量 z 组成的集合，该空间可以表示为单位圆盘内的解析 

函数 f ( z ) 空间： 


/( 和 E 


( 2 ) 


该表示中的解析函数空间称为 Hardy 空间，用表示. Hardy 空间曾在 27.2 节 
中出现过. 

令 f ( z ) 为 Hardy 空间内的函数，即/(幻是单位圆盘内的解析函数，则/(幻在 
半径为 r < 1的圆周 t 的 L 2 范数由 


定义.用 


II/II 2 


芸 f 一 

(3) 

X 

(3，) 


定义//+上的范数 11/11. 在此范数下，上述表示是一个 等距. 由于 f ( re i 0 )- f ( se ie ) 


有 范数: 
所以当> 


，，- /( 從， II 2 = E W V - ，| 2 ， 

1 时， /( re ifl ) 依 L 2 范数收敛于/( 2 )在单位圆周上的边 界值: 


其中右边的级数在 L 2 意义下收敛.边界值 /( e ， 的 L 2 范数就是 /( 幻的//+范 
数. 

ll/H 2 = / l/(e， 2 芸. （4，) 

以5表示开单位圆盘内的有界解析函数代数，用|6|表示代数 S 上的 t 确界 
范数： 




( 5 ) 
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注意，在 r — 1时几乎处处收敛的意义下，朽内的每个函数6存在边界值 • 

定理1 

( i ) 设/为 Hardy 空间内的函數，若/的边界值有界，则/属于石 • 

( ii ) 设6为8内的函數， B — //十表示函数6所作的乘法算子： 

Bf = bf 、 


则5有界且 

l|B|| = \b\. ⑹ 

证明⑴令 e > 0 , 设&为 11 .11 节中用于构造逼近心函数的光滑 函数对 
于//+内的函数/，定义厶⑷为 

Mz) = J f(ze^)s e (4>)d4>. ⑺ 

显然， A 属于且当 e — 0时, / e 依//+范数收敛于 /. 此外，/ £ 在闭单位圆盘上 
连续.若|/|的边界值有界，如令1是|/|的边界值函数的一个 t 界，则 / e 的边界值 
有界且1是它的一个界.由极大模原理,对于单位圆盘内部的每一点 A I/.WI ^ 1- 
因此 h ( z ) 的 L 2 极限/在开单位圆盘内也满足 \ f ( z )\ 彡1,即/ 属于 B . 

( ii ) 由范数的定义 （3 D , 对于石内的函数6,有 

ll / ll , feH + . 

因此， 

l|B||^|b|. (6') 

要证明式中的等号成立,我们用反证法.假设等号不成立，调整6后，我们不妨假设 


_| < 1 < |6|. 

因此，|旧 71 ||<||别 71 在71 —00时趋于 0. 另一方面，令 r 充分大，使得 max 0 |6( re i0 )| > 
1;此时对于丑+内的任意函数/，积分 

/ |6 n (re^)/(e ie )| 2 g 

在 n — oo 过程下，趋于 oo . 再由定义（3')， H ^/ ll ^ oo , 这与||^|| ->0 矛盾 •口 


习题1试证与由0中的每个函数所作的乘法算子交换的有界线性算子 C : H + -^ 
本身也是一个由5中的函数 c 所作的乘法算子. 


习题2试证代数 S 无零因子，即若 S 内的函数和 c 满足 fec = 0 , 则 fe 和 c 中 
至少有一个为 0. 


38.2 Beurling 定理 

本章的基本结果主要是建立 Hilbert 空间和代数 S 之间的关系，该结果由 
Arne Beurling 得出. 
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定理 2 设 ； V 为只 + 的非零闭子空间且 AT 在5中的每个函数6所作的乘法算子 
下不变，即 bN CN , 那么存在5中的函数 p ， 使得 

N = pH^ } ( 8 ) 

其中 p 在单位圆周上的绝对值为1: 

| p ( e i0 )| = 1. ⑼ 

此外，在相差绝对值为1的复常数因子的情形下， P 是唯一的. 

我们下面所提供的漂亮证明是由 Paul Halmos 给出的. 

证明容易证明，由 （8) 定义的子空间 N 在 B 中的每个函数 6 所作的乘法算 
子下不变.由 W ) 和 （9), 满足条件的 p 所作的乘法算子是//+上的等距算子，所以 
N 是闭的. 

反之，假设 iV 满足条件，即 iV 是5的范数闭不变子空间，我们先断言，为 
N 的真子空间.若不然， AT 中的每个函数/总可以表示为 

f = zfi = z 2 f 2 =…， 

因此 2 = 0为解析函数/的无限级零点，但是这对于一个非零的解析函数而言是 
不可能的.因此， zN &N 的真子空间. 

由于2所作的乘法算子为上的等距算子， 所以 zN 为 N 的真闭子 空间; 
用 M 表示 zN 在 N 内的正 交补： 

N = MezN. (10) 

用 （10) 给出的正交分解，代替 （10) 中右边的子空间 AT ; 重复进行 A : 次这样的运算， 
得 

AT = Af © 2 从 © z 2 M ㊉…㊉ © z k N . (10') 

令 A : 趋于 oo , (100 蕴含了 

AT 2 A/ ® 之 M ㊉ z 2 M ㊉…. (11) 

我们再断言 ， （11) 中的等号成立，即 （11) 的右边正是； V . 若不然， 存在 N 中的非零 
函数 9 与每个正交， j = 0,1， ….但由分解 （10) 和 （10')， 这样的函数 .9 必属 
于每个 z k N , A : > 1.因此 2 = 0为非零解析函数^的无限级零点，这又是不可能的. 
因此 

AT = M ㊉㊉ z 2 M © .... (12) 

考虑非零子空间 M . 设 m 为 A / 内的任意函数，由 (100, m 与每个 正交; 
特别地， m 与每个 z k m, I 正交： 

(z k m,m) = J ^ ek \m{e x9 )\ 2< ^ = 0, k = 1,2, • • •. (13) 

两边取复数共轭，则对于每个 A : = 一 1, 一2，...， （13) 中的方程也成立.因此，除第0 
位外，函数 \m(e i9 )\ 2 的其他 Fourier 系数均为零.故 \m(e ie )\ 2 是一个常数. 
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我们再断言， M 的维数为1.设 m 和 p 为 A / 中的两个函数，则对于任意复数 
a , m + ap 属于 M . 由上述讨论，对 z = e i<? ，得 

+ ap 卩 = (m + ap)(m + 邱 ）= 卜卩 + | a | 2 | p | 2 + 2 Re ( apm ) =：常数 • 

因为 a 是任意复常数，所以_是一个常函数•又 | m | 2 = 为常数，所以 p/m = 
pm/mm 也是常函数，即 p 和 m 相差一个数乘常数.因此, M 的维数为 1. 

令 P 为 M 中的非零函数并正规化 p(e w ) 使得= 1，则 M 中的每个函数都 
是 P 的数乘函数.将此事实代入（12)，则 7 V 中的每个函数/都可以分解为 

/ = aop + zaip + z 2 a2P + …= p ( a 。 + a\z 4 - a 2 z 2 + …） = p 沒. （14) 

因为 | p ( e i0 )i = 1,所以 |/( e iff )| = | 9 ( e i 0 )| .又/属于 A ， 所以 p 也属于好十.因此 
(14) 正是我们所要寻找的 Beurling 定理的表示 （8). □ 


习题3试证在可以相差绝对值为1的常数因子外， P 由 W 唯一确定. 

我们称代数石中的函数 P 为内函数，如果 P 在单位圆周上的绝对值为 1. 

注意在定理2的证明过程中，我们仅仅用到了 条件： AT 在 2 所作的乘法算子 
下不变.由下面的习题4,该条件与定理2中的题设条件等价 • 

习题4设尺为中的闭子空间且 iV 在 z 所作的乘法作用下不变，则； V 在杉 
中的任意函数所作的乘法作用下不变. 

定理3 代数 5 中的每个函数 6 都可以本质地唯一分解为 

b = pu , (15) 

其中 p 和 tx 为有界解析函数且 \ p ( e ie )\ = 1, 在 H 十中稠密 • 

证明用 JV 表示的闭包.显然， N 在 z 所作的乘法作用下不变.由 
Beurling 定理 ， TV = pH + y 其中 p 为有界解析函数且 \ p ( e l6 )\ = 1. 又因为6 属于 JV ， 
所以存在 中的函数 仏使得 6 = ? m . 因为 p (幻在单位圆周上的绝对值为1,所 
以 6( z ) 和 u ( z ) 在单位圆周上的绝对值相等.因此6的有界性可以 导出： u 为有界 
解析函数. 

用5表示丑+中的子集 S 的闭包.此时# = 借助6的分解，有 

n = 由于 p (幻在单位圆周上的绝对值为1，所以 p 所作的乘法算子为//+ 

上的等距算子.故 _ _ 

N = puH ^. = puH +. 

又 iV = pH ^ 所以丑+ = 成. 此外，由表示⑻中 p 的唯一性可知，在相差绝对 
值为1的常数因子的情形下， p 和 u 由 b 唯一确定. 口 

公式 （15) 中的函数 p 称为6的内因子 ， u 称为6的外因子. 

显然，两个内因子的乘积是一个内因子.不难证明，两个外因子的乘积同样也 
是外因子.因此若~和~为两个有界解析函数，则乘积卜6 2 的内因子为它们的内 
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因子 之积，外因子为它们的外因子之积.由此，要证明一个有界解析函数可以被另 
一 个有界解析函数在石去除，只要验证它的内、外因子是否可以分别被这个函数 
的内、外因子去除即可. 

由下面的定理4,外因子所作的可除性是一个尤为简单的事情- 
定理4 设6为5中的函数， w 是一个外函数，那么在5内，6可被 u 去除，当且仅 
当 b ( z )/ u { z ) 在单位圆周 | z | = 1上是一个有界函数 • 

证明由外因子的定义，在内稠密，所以存在好 + 内的函数列 {〜} 

使得 

L 2 — limuc n = 1. (16) 

假设 6/ u 在单位圆周上有界，我们断言 { k } 在内收敛.事实上，若记 & c „ = 
(6/ n )( WCn ), 则由 6/ u 在单位圆周上的有界性以及 （16) 可知， { bc n } 在单位圆周上 
L 2 收敛于某个函数 d : 

L 2 — lirn bc n = d . (16 ; ) 

又每个 bCn 属于好 + ，所以极限 rf 也属于 
用有界函数 U 去乘（1以)，得 

L 2 — lim bc n u = du . (16〃） 

另一方面，由 （16) 可知，（16〃）的左边也收敛于 6. 因此， b = du .^ b/u = d 属于 
//+. 再由定理1中的 （ i ), 6/ ti 属于代数汉 □ 

由上述定理，外因子所作的可除性准则十分简单的.在定理4的意义下，代数 
B 中的外因子有时也称为代数0中的拟单位. 

下面我们给出内函数所作的可除性准则. 

定理5 设 p 和6为5中的函数且 p 是内函数，则 p 在谷中可除6,当且仅当， 
pff + 包含 bH + : bH + C pH + . 

证明 若 b 有分解= pc ， 其中 c 6 5,则 bH + = pcH + 包含在内.反 
之，若 pH + 包含了 bH +1 则6 = 6 . 1可以分解为 p / 的形式，其中/属于因 
此 &/ P 属于.又6有界并且 p 在单位圆周上的绝对值为1， 所以 b / p 的边界值 
有界.故由定理1， 6/ p 属于代数0,即 p 在杉内可除 fe . □ 

在此证明过程中，//+中的闭不变+空间起到了 5的理想的作用，而 Beurling 
定理正 是主理想定理 的类比形式.在以后的研究中，我们将进一步使用这种思想方 
法. 

定义对于5内的函数 fe 和 c ， 用 N 表示 bH ++ cH + 的 闭包： 

bH + + cH + = N. (17) 

由定理2, W 有形式 rK + , 其中 r * 为内函数.我们称 r 为函数6和 c 的最大公因子. 
上述定义的最大公因子有通常意义下的性质. 
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定理 6 设 b 和 c 为 B 中的函數， s 为5中的内函数，若 s 在5内分别可除 b 和 
c ， 则 s 可除它们的最大公因子. 

证明由定理5,也 + 包含了 6 H + 和 cH + y 因此 s /4 包含了妍 + + c / f + •又 
sH + 为闭子空间， 所以 包含了 bH + + cH + 的 闭包： 

sH+D bH + -h cH + . (18) 

由定义， （18) 的右边为 rH + , 其中 r 为6和 c 的一个最大公因子.因此，由定理 5 , 
s 可除 r . 口 

定义如果6 中的函数6和 c 的最大公因子为1,那么称6与 c 互素. 

由定义（17)，6和 c 互素，当且仅当 b/f 十 + clf + 在11+ 内稠密. 

定理7 设 c ， d 和 e 为抒中的三个函数，若 e 分别与 c 和 d 互素，则 e 与它们的 
乘积 oi 互素. 

证明 由互素的定义，+ c / f + 和+ dH + 都在 H + 内稠密.因此, 
d ( eH + + ci /+) 在 dH + 中稠密，从而 eH + 4 - d ( eH + + cH + ) — eH + + dcff + 在 ff + 
中稠密，即 e 与 cd 互素. □ 

有关可除性的结果可以用于研究和发展代数 S 中的素元理论. 

定理8 设 w 为单位圓盘内的点： \ u \ < 1,则函数 

P(Z)= ^T ⑽ 

为代数 B 中的素内函数. 

证明经计算， 〆0 在单位圆周上的绝对值为1 ，所以是 S 中的内函数. 
要证明 p ( z ) 是一个素元，注意到 p ( z ) 在 2 = 1 /取值为0,从而子空间 iV = pH + 内 
的每个函数在 2 u 的值都为 0. 反之，若/(2 )属于好+且/⑷= 0,则$属于 
//+， 即 f 属于 N = P H + . 因此 P H + 正是中的以2 = tz 为零点的所有函数组 
成的子空间；这样 iV = pH + 在 H + 内的余维数为1.设9为杉中的内函数，且分 
在谷 中可除;?，则由定理 5, qH + 包含了 pH +. 又 pH + 的余维数为1，所以 要 
么是 pH ^ 要么是 //+. 无论哪一种情形， g 都是 p 的平凡因子.因此 p 为代数 S 
中的素元. 口 

很快我们将会证明，形如 （19) 的函数为代数谷中的唯一素元.现在，考虑5 
中的另一种形式的函数——素幂.如果我们将函数的定义域从单位圆盘转向上半 
平面，这将有助于帮助我们分析素幂.作变换 



则此变换将上半平面： lmw >0, 映为整个开单位 圆盘： \ z \< l . 此时，映射 

咖)=， ㈤ ） （ 20 ') 
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将开单位圆盘内的有界解析函数 /( 幻变为上半平面内的有界解析函数 pH ； 反之 
亦然.注意到关系 （20') 是两个賦范代数之间的等距 同构. 我们将用同一个符号石 
来表示这两个同构的代数. 

定理9 函数 

p( w ) = e itw (21) 

是一个内函数且在下列意义下， pW 为 素幂， 即 p (2) 的内函数 因式分 解仅为 

p ( z ) = e iaw e ibw , a ,6> 0, a + 6= 1. (22) 

证明易见，当 Imit ; > 0时， | p ( iy )| < 1， 当 Imti ； = 0时， \ p ( w )\ = 1. 因此， 

p ( w ) = e 1 - 为上半平面内的内函数. 

假设有非平凡 分解： 

= p { w ) q ( w ), (220 

其中 P 和9为内函数.令切 = z + iy 为 w 的实、虚部分解.对于公式 (220 的两边， 
先取绝对值，再取对数，得 

- t / = ln | p |+ lnM . (22") 

定义 

h ( w ) = - In | p ( u ;)|. (23) 

我们断言 h ( w ) 满足下列性质. 

( i ) h ( w ) 为上半平面内： Imw ; > 0的调和函数. 

( ii ) h ( w ) 在上半平面内为正 函数； 此外， h ( w ) 可以连续到 边界 : Imw = 0上， 
且 h { w ) 在该边界 h 取值为 0. 

由（22')， p 和 g 在上半平面内没有零点，所以，作为解析函数 Inp 的实部, / i 在 
上半平面内为调和函数，即 （ i ) 成立. 

由于 P 和9为非平凡的内函数，所以它们的绝对值 | p | 和 W 在上半平面内都 
小于1，从而 ln|p| < 0, ln| 9 | <0. 因此，由这两个不等式和 （ 22 〃)， 得 

0 < h ( x , y ) < y . 

故 （ ii ) 成立. 

由调和函数理论，在直线边界上取值为0的调和函数可以通过反射连续穿过 
边界而成为一个正则的调和函数.因此，若令 

~y) = 一 h ( x , y )， ?/ > 0 , 

则"可以被延拓到整个复平面上，延拓后的函数仍用/ I 表示.用半径为7?的圆盘 
代替单位圆盘，对函数应用 Poisson 公式（第11章公式（29))，得 

k ^ y) = hl R^2Rfc^-^)^r^ R)d ^ _ 

其中 ( x , y ) = r(cos 0 ， sin 设）且 

k {4>^ R ) = h(R cos < j>^R sin < f >). (24’） 
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又 h My 的奇函数，所以 fe (^> + Ji , R) = -k(<i> ， R). 因此 ，（ 2 4 ) 又可重写为 
h(x, y) = ~^ Q(R,r,6, <f>)k(4> ， R)d<f >， 

Q = P(R, m P{R, r ， 0 + 妁， 


(25) 


式中的 P 为出现在积分 （24) 中的 Poisson 核.用 关于尸 的公式，将 Q 具体地表达 

出来： n _ (R 2 -r 2 )4Rr sin Osin (j> _ 

(R 2 - 2Rrcos(9 一 0) + r 2 )(R 2 — 2Rr cos (设 + 硪 ) + r 2 ) 

记 (5 为 

Q = yQo ( H , r ,6>,0). (26，） 

此时， C ?() 在 0 < 0 < jt 内取正值，并且极限 

lim (27) 

fi - oo Qo{R, T2,6 2 ,(f>) 

关于参数 4 一致成立.对于上半平面内的任意两点 （ A ，仍）和 ( x 2 ,2/ 2 ), 应用公式 
(25), 得 

ht ml m 1 LJr^l H H, rhUci^h H\f\ rh 

(28) 


h { x \, yi ) 


Vi fQo(^r u e u 0)^(0, R)d(j> 
2/2 / Qo ( R , r 2 ,0 2 ,( f )) k (^ R ) d < j >' 


h ( X 2， V 2) 

由于 （28) 右边的分子和分母中的被积函数都是正函数,并且由（27)，这两个正函数 
的商在 K — 00时趋于1;因此以这两个函数为被积函数的积分的商也趋于1，从而 
(28) 的右边收敛于奶/2/2.又 （28) 左边与 i ? 无关，所以 

h(x u yi) = yi 

h ( x 2, y 2) V 2 


由此，我们证明了 h ( x ， y ) = ay y a > 0. 再由（23)， | p ( iy )| = e ~ ay . 因此 p { w ) = e iaw . 
用类似的方法和过程，我们可以证明 q ( w )^ e ife -, 6 > 0.故 （22) 成立. 口 

对于任意实数 c ， 解析映射 w — ( c - w ； 广 1 将上半平面映入自身内.因此， （21) 
蕴 含了： 内函数 

p ( w ) = exp { i(c — w )~ 1 } (29) 


也是定理9意义下的素幂. 

接下来，我们证明形如 （21) 和 （29) 的函数为5中仅有的两种形式的素幂.再 
冋到单位圆盘，考虑单位圆盘内的任意有界解析函数6 卜).用表示 6 ( z ) 的零 
点集合（不含重数)，并假设~的重数为 m 』. 定义 

|〜| Uj-Z 


Pj(z) 


Uj UjZ 


(30) 


由定理 8, Pj ( z ) 为内函数且 p ,(0) = K | ^ 0. 用类于 9.2 节中的讨论方法证明， 
无限乘积即所谓的 Blaschke 乘积 
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v{z) = Y[v^ mi > 


(31) 


在单位圆盘内收敛 a 极限 pW 是6的一个内函数 因子： 

6 — pc y c € B . (32) 

此时，函数 C 有界， | c | < |6|，且 c 无零点.假设|6| < 1，那么 - l nc 是一个实部为正 
函数的解析函数.在 11.6 节，我们证明了，这样的解析函数存在积分表示 

-In c { z ) = J C { z , d ) dm , C = ， (33) 

其中 m 为非负有限测度.将 m 分解为绝对连续部分和奇异部分 的和： 


771 = arising + 爪 ac. 


相应地， C 有分解 


c { z ) = exp J Cdm8 in g } exp {-/ Cdm ^ 


(33，） 


不难证明， （33') 右边的第一个因子是内函数，第二个因子是外函数.将 (330 代入 
(32), 给出了 fe 的内-外因+ 分解： 


b = p exp 


{-/ 


Cd m 8in g > exp 


I'/ 


C d m B 


(34) 


其中分解中的内因子为 （34) 右边前两个因子的乘积.在这两个因子中，第一个因 
子 P 为 (无限多个）素元的乘积，第二个因子是一个素幂的离散和连续乘积的混合 
形式. 

由表示 (34), 正如前面所述，所有的素元都形如下列形式： 


所有的素幂都形如 形式: 


我们以一个说明来结束本节内容.本节中的部分理论，特别是 Beurling 定理， 
可以被推广到单位圆盘或上半平面内的平方可积的向量值解析函数空间或有界函 
数空间上.参见文献 Halmos . 算子值的内因子是指在边界上几乎处处为酉算子，而 
在上半平面内，范数不大于1的解析算了-值函数.用 37.7 节的语言，散射矩阵就是 
一个算子值的内函数. 


数 


38.3 Titchmarsh 卷积定理 

本节将给出定理9的一个 应用； 参见文献 Lax . 考虑正 实轴： 0上的 L 1 函 
F . 用 £ F 表示 F 的支集的下端，即 

= max { r ? : F(0 = 0, ^ < tj}. 


(35) 
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关于 彳 / r ， 有 Titchmarsh 卷积定理. 

定理 10 设4和 B 为 R + 上的 I / 1 函数， A* B 表示它们的卷积： 

( A * B )(0 = A ( V ) B (^ — 7 ；) d & (36) 

Jo 

则 

^A*B = + ^B- ( 37 ) 

证明若《 < G + G ， 则在 （36) 右边的被积函数中，至少有一个因子为0,所 
以该积分为0,即 （4 * B)(O = 0. 因此， U ^ rtB . 要证明此不等式中的等号 
成立，我们借助于 Paley 和 Wiener 利用函数 F 的 Fourier 变换 

f ( w )= [°° F (0 e [ ixu d ^ (38) 

•/o 

对“的刻画.显然， f ( w ) 为上半平面内的有界解析函数. 口 


定理11 ( Paley - Wiener ) 设 F( 0 为定义在 1 R + 上的 JD 1 函數， f > 0,则 F ⑹在 
区间[0, 幻 上取值为零，当且仅当|/(切 )1 在上半平面内： Imtz ; = 2 /> 0 , 小于或等于 
常数倍的 e _ 办 ，即 

|/( ty )| < Me ~ ey , lmiy = y >0, 


其中 /( ㈣ 为尸⑹的 Fourier 变换, M 为常数.此时，公式 （35) 可以表示为 
if = max {^ : |/( tz ;) e ' ifu, | ^ 常數 }. 

证明若在队幻上取值为零，则在 Fourier 变换 （38) 中，作变量替换 
豸 = CT + 之得 

/(«;) = 乂 °° F(0e*^dC = e^ 厂 F{a + ^e^dtr. 


因此， /(^) e -^ 在上半平面内有界.反之，假设 f ( w ) e ~^ 在上半平面内有界，我们 
断言,/的 Fourier 逆 F 在区间 [0 J ! 上取值为零.要证明此断言，我们只需证明，对 
于支撑在任意子区间 [0,£- d ] (0< d <£) 上的任意光滑函数 G (0, 成立 ( F , G )=0. 
设 G (0 为支撑在 [0 J - d ] 上的光滑函数，0 < d A 令9卜）为 G ⑹的 Fourier 


变换 

由 Parseval 公式，得 




(F,G) = (/, 5 ), 


(39) 

(40) 


其中 


、 f ,9、= j f ( x ) g ( x ) dx . 


(40') 







由 （39), 得 


(39，) 
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该公式表明，扒4可以延拓为整个复平面上的解析函数 h ( w )： 

h ( w )= G ( C ) e-^de 


因为 G 是光滑函数.所以 h ( w ) 在上半平 面内： Imw; = 2 / > 0 有界且 e ^ y/(l + 
H 2 ) 为它的一个界.又/在上半平面内解析,利用 Cauchy 定理.将(40 ; )中的积 
分路线由实轴变为直线 Im«; = y > 0, 得 


㈣ = J 

[ f ( x ) h ( x)d x = J f(x + iy ) h(x + \ y ) dx . 

(41) 

由 h ( w ) 的构造，成立 

e ((- d)y 



|Ma: + iy)|^ 1+x2 + 2/2 ; 

(42) 

由 f ( w ) 的题设条件.得 




1 /(^+ il/)l ^ Me _ 幼， 

(43) 


其中 M 为常数.联合 （42) 和 (43), 当 y — 00 时 ， （41) 的右边趋于 0. 注意 （41) 的 
左边与 2/ 无关，所以左边 ( f ， g ) 等于 0. 因此， （40) 蕴含了 （ F ， G ) = 0. □ 


我们可以用5中的可除性重述 Paley - Wiener 定理. 

每个 L 2 (R + )- 函数 F 的支集的下 端心是 e iw 的在 B 中可除 F 的 Fomier 变 
换伽)的最高幂指数. 

我们再接着证明 Titchmarsh 卷积定理10.设 a ( iy ) 和 b { w ) 分别表示函数4 
和5的 Fourier 变换，它们都是上半平面内的有界解析函数.此时，卷积 B 的 
Fourier 变换为由 Paley - Wiener 定理,我们将公式 （37) 重述如下. 

若设 G 和 G 分别表示 e iw 的在5中可除4 祕）和6(切的最高幂指数，则 
t A 女 t B 为可除的 e iw 的最高幂指数. 

要证明该重述，将 a 和&进行分解 ： a = e ^^ c , b = e ie ^d, 其中 c 和属于 
由心 的定义， c 和 d 都与 e iw 互素; 这是因为，定理9蕴含了 的非平凡因子 
都形如 e ikw y k>0 的形式.再由定理7, cd 和 e itt ? 互素. 因此， a6 = 不 

能再被的高于 G +紿的幂去除. 口 

注记 Titchmarsh 卷积定理是、个关于实变量函数的结果，而 Titchmarsh 在1924 
年的原始证明却用复变函数理论的方法给出，这是一个不同寻常的事实.该卷积 
定理的一种实变量证明方法直到1952年才由 Ryll Nardzewski 给出，参见文献 
Mikusinski . 本章提供的证明显示， Titchmarsh 卷积定理的复变量证明方法是十 
分自然的. 

历史注记第 -： 次世界大战期间，英国情报部门破译了德国军方的 “ Enigma ” 密码. 
由此破获的重要信息在许多战役中起到了决定性的作用.但是,很少肴人知道瑞典 
人也破译了 “ Enigma ” 密码，而领导此项破译工作的正是数学家 Arne Beurling . 
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带领英国密码破译人员的数学家是伟大的逻辑学家 Alan Turing . 战后被指控 
为同性恋，被迫自杀. 
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附录 A Riesz-Kakutani 表示定理 


在数学分析中有一个类似于“先有鸡还是先有蛋”的难题：是先有 Lesbegue 积 
分还是先有 Lesbegue 测度呢？我的答 案是： 哪一个都不对！先出现的应该是空间 
L 1 . 首先，我们用传统的方法扩大连续函 数类; 然后，证明该函数类充分大，即在 
范数下，它是一个完备的度量 空间； 接下来的步骤将是顺理成章的.本附录的研究 
对象 L 1 ， 定义为连续函数空间在 L 1 范数下的完备化，是一个抽象的空间.因此 ， P 
中的每个向量实际上都是几乎处处有定义的函数. 

Riesz-Kakutani 表示定理是说， C ( Q ) 上的每个有界线性泛函彳都可以表示成 
积分的形式： 

i ( c ) = J cdm , c G C ( Q ), 

其中 Q 为紧的 Hausdorff 空间， C ( Q ) 为 Q 上的所有连续函数 c 组成的空间， m 为 
g 的 Borel a 代数上的有限符号测度.本附录将在 Q 为紧度量空间的条件下，用泛 
函分析的方法给出该基本命题的一个简单而又自然的证明. 

A .1 正线性泛函 

设 <3为紧度量空间， C ( Q ) 为 Q 上的所有实连续函数 C 组成的线性空间.本 
节我们将研究 C ( Q ) t 的有界线性泛函彳.有界性是指，存在常数 M ， 使得对于所 
有连续函数 c ， 下式成立 

^(c) ^ ^|c| m ax- 

线性 泛函丨 称为 正的， 如果对所有非负连续函数 C ， > 0. 显然，正线性泛函 6 是 
单调的： Cl < c 2 蕴含了 e ( Cl ) < i ( c 2 ). 由此可知，每个正线性泛函都是有 界的; 这是 
因为， C ( Q ) 中的每个函数 C 都 满足： 

C < l^lmax 

其中 u 表示 Q 上的单位函数，即 u ⑷三 1. 由单调性， ^( u )| c | max . 

不难证明， C ( Q ) 上的每个有界线性泛函都可以分解成两个正线性泛函的差. 
因此，要证明表示定理，我们只需考虑正线性泛函的情形.此时的表示测度为正 
测度. 

对于正线性泛函€，我们定义 C ( Q ) 上的/ 范数： 

\ c \ i ^ i (\ c \) 7 


⑴ 
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其中 | C | 表示 C 的绝对值 函数： \c\(q) = \c(q)\. 

易见，由 （1) 定义的量 | c |< 为 C { Q ) 上的半 范数. 如果两个连续函数差的€范 
数为0,将这两个连续函数等同 起来； 这样我们可以得到商空间上的真 范数用 L 
表示该商空间在/范数下的完备化.首先回忆一下，完备化空间中的每个向量都是 
连续函 数的彳 范数下的 Cauchy 列的等 价类； 两个 Cauchy 列称为等价，如果它们 
的差 在纟范 数下是一个零序列.为方便起见，我们用等价类中的代表元表示该类. 
由€范数的定义 （1) 和正线性泛函的单调性，得 

_ < I 小. 

因此,泛函/可以连续延拓到整个空间 L 上. 设/为 L 中的任意向量，令 { c „} 为 
t 范数下收敛于/的连续函数 Cauchy 列，我们定义〖(/) = lim ^),则€为 L 上 
的有界线性 泛函： 

^(/) < 1/1/. (2) 

下面我们证明， L 空间中的向量具有某蜱函数属性. 

定理1 设: R — ► R 为 Lipschitz 连续函數： 

\4>(x) - <p(y)\ ^ A ;| ar - y |. (3) 

若/为 I 中的任一元素，則 </>(/) 可被定义为 L 中 的元； 此外，对于 L 中的任一对 
元素/和9，有 

m )- d >(9)\ e ^ k \ f - gU . (4) 

证明对 L 中的任意元/，令为^范数下的连续函数的 Cauchy 列且在 
L 内收敛于 /. 由/ 范数的定义、€的单调性和不等式（3)，得 

|0(^ n ) _ ^ 免 | c n - Cm |^. 

因此是 < 范数下的 Cauchy 歹！ J . 我们用 </>(/) 表示{ 0 ( 0 ^)}在 1 内的极限. 

考虑第二部分.令丨屯}为彳范数下的连续函数的 Cauchy 列且在 L 内收敛于 
分.由（3)，对于每个 qeQ , 

\^(c n (q)) - <f>(d n {q))\ < k\cn(q) - ⑷ 

因为彳是单调的，所以 

emcn ) - < l >( dn )\) < k£(\Cn - ^ n |)； 

由/ 范数的定义，该不等式蕴含了 

| 0 ( Cn ) — < i >{ d n )\t ^ k\Cn — dn \(. 

令 n 趋于 00 ,上述不等式左右两边分别收敛于 （4) 的左右两边. 口 

对于 L 中的元素，通常意义下的函数演算法则成立，这里有两个重要的例子. 


例1令 



0 ,当 rr 彡0时， 
x , 当0彡 x 时. 
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我们用/+表示4+(/)，并称之为/的正部. 

定义1 L 中的元素/称为非负的，如果/ + = /•用/彡0表示 L 中的非负元. 

注意， L 中的元素/非负，当且仅当它是非负连续函数列的彳范数极限. 因此， 
若/ > 0,贝 IJ |/|< = £( f ). 此外，若/彡0，分彡0,则/ +分彡 0. 

我们称/ < A 如果 P - > 0. 显然，该关系在 L 内有传递性. 

例2对任意实数 a 令 

a , 当 x < a 时， 

0a( x ) = ^ 当 a 彡 I 彡 时， 

6 ，当 6 < 工时 . 

对于 L 中的元素/,我们用力表示减 (/). 

定义2 L 中的元素/称为有界的，如果存在常数 a 和 b , 使得/ = / tt b . 

注意， L 中的元素/有界，当且仅当它是有界连续函数列的〖范数极限 • 

若 f 为 L 中的有界元，炎为区间 [a，&] 上的 Lipschitz 连续函数，则 ( f )( f ) 可被 
定义为 L 中的元. 

设 < f >( x lV ) 为二元 Lipschitz 连续函数，则对于 L 中的任一对元素/和 P， 我们 
同样可以定义1中的元素 < P ( f ,9). 考虑一种特殊的情形.设/和9为I中的两个 
有界元，用下列方法我们可以定义/和 g 在 L 内的乘积 /g. 

设 {〜} 和{^}为/范数下分别收敛于 f 和 g 的有界连续函数列.容易证明， 
{cnd n } 也是/范数下的有界的连续函数 Cauchy 列.因此{^}在 L 内依纟 范数 
收敛，我们用 /p 表示它在 L 内的极限，并称之为/和 g 的乘积.注意， fg 为 L 中 
的有界元，并且若/ > 0，9 > 0,则 / g 彡 0. 

下面的结果尽管简单但十分有用. 

定理 2( 单调收敛定理）设 {/„} 为 L 内的单调列，若数列 Wn)} 有界，则 {/n} 
在 L 内依€范数收敛. 

证明不妨设 {/n} 单调递增，即/„ < f n + l . 由泛函纟的单调性及题设条件， 
{ i ( f n )} 是单调递增的有界实数列，从而收敛.我们断言， {/n} 为 L 内的 Cauchy 列. 
事实上，当 n > m 时，- / m 非负，所以 

im =私 -/ m) = £(M - A/m). 

由于 Wn)} 收敛，所以 {/«} 为 L 内的 Cauchy 列.此时， L 的完备性蕴含了 {/„} 
在1内依/范数收敛. 口 

定理3 设/为 L 中的元 ，则 

£ - lim fa=f - 

o—oo, a—oo 
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证明设 { c „} 为€范数下收敛于/的连续函数 Cauchy 列，对于任意 s 〉0, 
存在使得 

1 / — ^n\i < ⑻ 

因为 c ； v 为紧空间 Q 上的连续函数，所以 CW 有界.因此,对于分别超过了 CW 的上 
下界的任意实数6和 a , 总有 a < c N ( q ) 彡 g G Q •同例2,定义也由不等式 （4), 
得 


|<^o(/) ~ ^o( c N)k ^ 1/ - Cn\i < £• 

由于 W 的取值位于区间 [ a ,6] 内，所以 d > b a ( c N )= c N . 重写上述不等式为 

\fa~ c NU < ⑹ 

用三角不等式及估计 （5) 和 （6)， 有 

1/ - faU = I/-CN +CJV - faU < 1/ ~ ^n|/ + |cjV - fall < □ 


A .2 体 积 

本节我们将证明，如何利用正线性泛函彳定义 Q 中开集 G 的体积. 

定义3设 G 为 Q 中的任一开集 ， c e C ( Q ), 我们称 c 为 G 的可允许函数，如果 

( i ) c 的支集 suppc 包含在 G 内； 

( ii ) c ⑷ ^ l , qeQ . 

开集 G 在正线性泛函€下 的体积 V ( G ) 定义为 

V ( G )= sup {£( c ) : c 为 G 的可允许函数 }. (7) 

定理4 

⑴空集的体积为 0. 

( ii ) V 是一个单调的集 函数： 若 GC //， 则 V ( G ) cV (/0. 

( iii ) V 具有可数次可 加性： V(\JZi Gn ) < E~=i V ( G n ). 

( iv ) V 具有可数可加 性：若 { G n } 是一列两两不交的开集，则 

\n=l / n=l 

证明⑴和⑼是显然的.要证明 （ iii ), 令 C 为开集 U ~1 Gn 的任一可允许函 
数.由于 c 的支集是紧集 Q 的一个闭子集，所以它也是 Q 的紧子集.由可允许函数 
的定义， c 的支集被开集列 { G n } 覆盖，所以该支集可被有限个开集 { G ir -, G N } 
覆盖.现在我们证明 c 有分解 

N 

c = Z ^， ⑻ 

n=l 

其中〜为的可允许函数， n = 1，...，见 

假设分解 （8) 成立，我们用彳作用在 （8) 的两边，得 
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N 

^( c ) — €( Cn ). 
n=l 

由体积的定义 /(〜）< V ( G n ), 所以 

N 

价 kE v ( g ”). 

n=l 

对所有的可允许函数 c 取上确界，即得到 （ iii ). 

因此，我们只需证明分解 （8) 成立.由于 C 支集中的每个元 g 必属于某个开集 
6 ^， n = 1，2, ... , 7 V , 所以对于 c 支集中的任意一点 t 都存在连续函数满足下列 
性质： 


( i ) bg 非负; 

⑻ bg(q) > 0 ; 

( iii ) b q 的支集包含在某个开集中 ， n = 1，2, • • • ， 

令 O q = {x e Q •• 6 g ( a ：) > 0}，则 O q % Q 的开集且 g e ( V 显然，所有开集 
O q 的并包含了 c 的支集.又因为 c 的支集为紧集，所以它可以被有限多个这样的 
开集 覆盖； 此时，相应于这有限多个开集的函数\之和在 c 的支集 
上取正值. • 

在 c 的支集上，[6 9< >0. 


由\的定义，将每个6$对应于开集 使得 G n 包含了 6$的支集.对于每个 
n，n = 1，2,…， 7 V ， 令 6 n 表示对应于 G n 的所有函数6&的和，则 = 

定义 

b n 


C n 


C , 


n = 1，2,…，见 


Ell ^ 

显然 EiLl Cn = C 且 h 为 G n 的可允许函数.这样，我们给出了 C 的分解 （8). 
( iv ) 对于任意自然数 iV ， 选取 (n < iV ) 的可允许函数 c „, 使得 

因为 { G n } 两两不交，所以 为 0^ G k 的可允许函数.因此 

由£的线性性及上述不等式，得 


N 

n=l 



5>( C ? n ) 


令 TV — oo , 成立 
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再由可数次可加性，我们得到另一个方向的不等式.因此 （ iv ) 成立. 口 

下面的简单估计是一个有用的结果. 

定理 5 设 /I 为 Q 上的非负连续函数， a 为正实數，令 <7 a = {ge Q : h ( q ) > a}, 
则 

V ( G a ) ^ ^£( h ). (9) 

证明设 c 为 G a 的任一可允许函数， g 属于 Q . 若 g 不属于 G a ， 则 c ( g ) = 0, 
此时 c ( g ) < ^ h ( q ) •，若 q 属于 G a ， 则字> 1,而 c ⑷< 1,所以亦有 c ( g ) 彡 ^ h ( q ). 
因此，对于 c a 的任一可允许函数 Ca 和 g 中的每个点 g ， 有 

c a ( q ) < - h ( q )\ 

由£的单调性，得 ° 

e(c a ) ^ ^e(h). 

对上述不等式中的 c a 取上确界，则不等式^9)成立. 口 

定义4 Q 中的子集 S 称为零集，如果 S 1 可以包含在体积任意小的开集中. 

由体积的可数次可加性，可数个零集的并仍是一个零集. 

假设一个关系在除去一个零集外的每个点 g 上都成立，则称此关系几乎处处 
成立，用 a . e . 简记之. 


A .3 函数空间 L 

本节我们将证明如何将 L 中的每个元素/与定义在 Q 上的某一函数 /( g )， 在 
相差一个零集的情况下，对应起来. 

定义5 L 中的 Cauchy 列 {〜} 称为快收敛，如果存在某个常数使得对于每个 
n 彡1，有 

k 

|Cn - Cn + i |^ < (10) 

注意，每个 Cauchy 列都有一个快收敛的子列.显然，满足不等式 （10) 的列是 
—个 Cauchy 列. 

定理 6 每 个连续函数的快收敛 Cauchy 列 { cn } 几乎处处收敛. 

证明 对每个 n = 1， 2, . ■ •，令表示 开集： 

€ 0 ： |Cr,(g) - Cn + i(g)| > ^ | • (11) 

对于函数 * = |Cn - C n +1 | 及 a =去，应用不等式⑼和 （10) 得 

(12) 

由（11)，若 9 不属于 G m 则⑷一 Cri +1 ⑷| 《去.因此，由 
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Cn(q) = 一 Cfc-i(g ))， Co(^) = 0 

fe=l 

可知，若 9 仅属于有限多个仏，则 { Cn ( q )} 收敛; 若令 S 表示使得{〜⑷}不收敛 
的点 9 的全体，则对于每个正整数 W ， S 包含在 内. 由体积的可数次可加 
性和不等式（12)，可知 

/ oo 、 oo ~ JL. 

V ( U ^ H ^ S ^2 - 

\n=JV / n^N n=N 

令 TV 4 00, 则 K ( U^ n G n ) — 0. 因此 S 可以包含在体积任意小的开集内、即 5 
是一个零集. 口 

对于任意正整数 AT , 函数列 { c n ( q )} 在开集 Ur = AT^n 外一致收敛，这是一个 
十分重要的结论. 

对于1中的元素/，取连续函数的 Cauchy 列 { Cn }, 使得 {〜} 依 f 范数收敛 
于/，则 { M 存在快收敛的子序列.我们称 { c „} 的快收敛子列的点点极限为/的 
一个实现. 

我们 断言： 在几乎处处相等的意义下，/的实现是唯一的，即由任意两个快收 
敛于/的 Cauchy 列所得到的实现几乎处处相等.这是因为，对于任意两个都快收 
敛于/的 Cauchy 列，我们可以重新构造一个快收敛的 Cauchy 列，使得该列包含 
了所给定的两个 Cauchy 列中的无限项. 

下述定理刻画了 L 中的元素/与其实现 /( g ) 之间的关系. 

定理7 

⑴ 对于任意 Lipschitz 连续函 数泠， <^(/)( g ) =冷 (/ ⑷). 

(») (/ ± 5 )( 9 ) = /(^)±^( 9 )- 

( iii ) 若 f 和 g 为 L 中的有界元，则 ( fg )( q ) = f ( q ) g ( q )- 

( iv ) L 中元素的函数实现是忠实的，即若 /(<?) = 9 ⑷ a . e _, 则在 L 内， / = 

( v ) 若^ - limn /„ = / 且 { f n { q )} 几乎处处收敛，則 { fn ( q )} 的点点极限为 € 
板限/的实现. 

证明 （ i )，( ii ) 和 （ iii ) 都是显然的.要证明 （ W )， 我们只要证 明：若 /的实现是 
一个几乎处处为0的函数，则/为 L 中的零元.用反证法.假设/ / 0;进-•步地， 
我们不妨假设 f 为 L 中的非负元.由定理3,户 在纟 范数下收敛于/，且当 b 充分 
大时，/ 6 # 0,因此我们又可假设 f 为 L 中的非负有界元并且1为/的上界. 

设 { cn } 为^范数收敛于/的连续函数的快收敛 Cauchy 列，0 < ^ < 1,并且 
{Cn} 几乎处处收敛于 0. 由定理 6 证明之后的注记，对于任意 e > 0, 存在体积小 
于^的开集 G e ， 使得 { c n ( q )} ft G e 外面一致收敛于/⑺).由于 /( g ) 几乎处处为 
0,所以，当 7 V 充分大时，有 
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c N (q) 在^的补集上小于6 (13) 

\f -c N \t <e. (13) 

将 Cyv 分解： 

cn =c N - 2eu^ 2eu ^ (cn - 2eu) + + 2eu t (14) 

式中的 U 为 Q 上的单位函数 .€ 的单调性蕴含 

^( c n ) ^ 它 ((cn - 2 eu )+) + 2e£(u). (15) 

由 （13) 及假设条件0彡 cw 彡1知 ， （w - 2印)+为的可允许函数，所以 
i{(c N - 2 ⑽) +K V(G e ). 再由 （15) 并注 意事实 V(G e ) < e , WJ 
e{c N ) < V(G e ) 4 - 2e£(u) < (1 + 2e(u))e. 

结合 （13') 及 （2)， 得 

《(/) = €(/ - cjv ) + £(cn) < 1 / - c^\t + (1 4 - 2i[u))e < 2(1 + £(u))e. 

由于 / 为 L 中的非负元,所以以/) = |/ k . 由 f 的任意性，|/|< = 0,这与假设/^0 
矛盾. 因此,性质 （ W ) 成立. 

要证明 （ v )， 不妨假设是一个不等式 （10) 意义下的快收敛列，否则考虑 
它的快收敛子序列.对于每个 n ， 选取连续函数^ 满足： 

( a ) l/n - C n \i ^ ^r, 

( b ) 在一个体积小于去的开集外， \f n (q) - Cn ( q )\ ^ 4,. 

由⑷和/„的快收敛性， { On } 在€范数下快收敛于 /. 因此 {c n (q )} 几乎处处 
收敛于/ ⑷. 另一方面，条件 （ b ) 蕴含了 limc n ( g ) = lim /„ ⑷， a _ e .. 因此， {/„(?)} 
的点点极限正是/的实现 f(q). □ 

定理8 若/的实现 /( g ) 几乎处处为非负函數，則/为 L 中的非负元. 

证明 由定理7中的⑴，/十⑷= /( g )+. 若/⑷ > 0 a . e ., 则/+⑷=/⑷ a . e . 
再由定理7中的 （ iv ), f = f + 即 f 为 L 中的非负元. 口 

推论 设 y 和 0 属于 I ，则 f ^ g, 当且仅当/⑷彡 P ( g ) a . e . 

证明 关系/ < P 意味着 g = / + p , 其中 p 为1中的非负元.将 p 应 用定理 
8,可得推论. 口 


A .4 可测集和测度 


定义6 Q 中的子集称为可测集，如果 S 的特征函数 c s: 

M J 1，9 e Q ， 

。⑷= U 其他 

是中某个元素 / s 的实现.此时，我们定义可测集 S 的测度为 

m( 5 ) = e(fs). 


(16) 

(17) 



A .4 可測集和測度 447 


注意，可测和测度的概念仅仅依赖于线性泛函& 

首先证明这些概念是有意义的，而不是空洞的. 

定理 9 每个开集都是可測集，其测度等于它的体积. 

证明对于 Q 中的开集 G 和 g € Q ， 用 P ) 表示 ？ 到 G 的补集的距 


离.定义 


令 


0 n (X) 


0， X 彡 


2 n 


线性’ 


1 ’ 


Cn{q) = <l>n(d{q, G C Y)， n = 1，2,…， 

则 Cn € C ( g )， 且 { Cn } 为单调递增的连续函数列， £(Cn) ^ £(u). 由定理2, { c n } 在 
L 中以£范数收敛于 L 中的元 / g . 另一方面， {Cn(g)} 点点收敛于 G 的特征函数 
c G (g). 因此，由定理7的（ V )， CG ⑷为 / G 的实现.故 G 为可测集. 

要计算 G 的测度，由于在 f 范数下收敛于 / G ， 所以 {£(Cn )} 收敛于 e(f G ). 
又每个 Cn 都是 G 的可允许函数，所以 £(c n ) < V(Gl 从而 £(fc) < V(G). 另一 
方面，对于 G 的任意可允许函数 c , 取充分大的 n 使得 c < c „. 由体积的定义， 
V(G) = supf ( c ) < sup ^(cn )； 从而 €(/g) = lim ^(cn) = sup £( c n ) ^ V(G). 因此， 
物） = V(G). □ 


定理 10 Q 的所有可測子集构成了一个 cr 代教，并且由 （17) 定义的集函數 mOS ) 
是一个测度.即 

( i ) 可测集的补集是可 测的； 

( ii ) 两个可測集的交集是可 测的； 

( iii ) 可数个可測集的并集是可 測的； 

( iv ) m(S) 具有可数可加性. 

证明⑴设 S 为可测集，则 S 的特征函数 c s 为 L 中某个元 / s 的实现.此 
时， 1 一 c s 为 L 中的元 u -/ s 的实现，即补集的特征函数1一以为 L 中 u-fs 
的实现,其中 u 为单位函数.因此 S 的补集可测. 

( ii ) 设 A 和灸为两个可测集，令 和 f S3 为 L 中的两个元且它们的实现 
分别是 A 和5 2 的特征函数 c Sl 和 c S 2 , 则乘积 f s Js 2 的实现为 S^S 2 上的特征 
函数.因此义门灸可测. 

( iii ) 设 {S n } 为一列可渕集, =5i > r n = 5 n n(5 1 U.-.UU ， n > 2, 

则对于任意的 n ，. U = A U … U &，进而 U n 几= U „ 因此，我们可 
用 {T n } 代替 {5 n }, 此时 {T n } 两两不交.设特征函数 ctM 为 L 中的元 戌 的 
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实现.考虑级数 En = xfr n - 因为每个 扠 为 I 中的非 负元， 所以部分和 
构成了 L 中的递增列.又因为 {7 U 两两不交，所以 En = l/Tn ^ ^这蕴含了 
^( E ^ i / r n )^ 由单调收敛 定理. 部分和列 {En=l hj 在 e 范数下收敛于乙 

中的某个元 /t: 

fr n = /r- ( 18 ) 

71=1 

另一方面， En = l 叹⑷为 En =， l / Tn 的实现且 { En = l 叹⑷ } 点点收敛于吖⑷，其 
中 T = \ J n T n . 再由定理7的 （ iv ), c T ⑷为 / T 的实现.因此 : T = = \ J n S n 

可测. 

( iv ) 因为 （18) 的部分和在€范数下收敛于 /T ， 将，作用到 （18) 上，成立 
D = A / t ). 再由测度的定义，得 E 二 rn ( T n ) = m ( T ). □ 

定理 11 设/为 L 中 的元，/~)为/的实现，则 f(q) 为可测函教，即对于任意的 
实数 a ， 集合 

K a = {q ： f(q) > a} (19) 

可测. 

证明 首先假设 a >0, 否则，考虑/加上一个常数的情形.进一步地，我们还 
可以假设 a = 1,否则，考虑用 a 去除 /. 因此，我们只要证明由 （19) 定义的集合 
K x 可测即可.为此，我们先来回忆一下 L 中的元为，它表示下界为0,上界为1的 
f 的截面.令 /n = (/o 1 ) 71 .由于 /rt - /n +1 = (/dru - /o 1 ) 为 L 中有界非负元的乘 
积，所以 {/n} 单调递减. 又 f n 彡0, 所以 {£( f n )} 有下界 0. 此时，单调收敛定理蕴 
含了 {九}在彳范数下收敛.另一方面，/„的实现 

焱⑷= (fi{Q)) n 

在上点点收敛于1， 在/^ 的补集上点点收敛于 0. 因此，由定理7的（ V)， M 
的特征函数正是 {/„} 在^范数下的极限的实现.因此，心可测. 口 

用-/代替/,或者采用取补集的方法等，我们同样可以证明，所有形如 
{q : f{q) < a }, {q : f(q) < a }, {q : f(q) > a} 

的集合也都是可测集. 

下面，我们准备证 明：由 （17) 构造的测度 m 决定了线性泛函€，即对于每个连 
续函数 C eC ( Q )， 下式成立 

t ( c ) = J c dm . (20) 

为此，对于连续函数 c 和整数 j 以及 e > 0,我们构造可测集合 K ^ e ： 

Kj， e = {geQ: je < c ( q ) ^ (j + l ) e }. ( 21 ) 
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用‘⑷表示心, £ 的特征函数，用^表示 L 中的元，其实现为心， £ ⑷•由(21)> 
对于任意 g € Q ， 得 

E 购，< c ( g ) < + 叫油). （22) 

由于 c 有界，所以上述不等式中的（有限）和有界.根据定理 8 的推论,我们可以由 
(22) 导出： 不等式 

E 购，£ <。 + l ) £k U ( 23 ) 

在 L 中成立 .由彳 的单调性，得 

雄 j ， e) < 价) < 53 (j + 1)^(^, e ). 

用测度的定义 (17), 我们将上式重写为 

Y ^ jemi . Kj ^) ^ e ( c ) < [(j + \) em ( Kj , e ). (24) 

注意， （24) 的左边与右边分别是 （20) 中的积分 /c dm 的下和与上和.当 e — 0 时， 
它们的差 

e^mi.Kj^) = em(l}K jte ) = em(Q )， 

趋于 0. 因此，由 （24)， 我们得到表示公式 （20). 

需要说明 一点， 表示公式 （20) 对于 L 中的所有元素/都是成立的.但是，在 
该情形下，出现在 （23) 中的和式可能是无限和. 若 f 为 L 中的非负元，由单调收 
敛定理，我们可以证明出现在 （23) 中的级数收敛.因此，对于这样的/，表示公式 
(20) 成立.又 L 中的每个元都可以表示成两个非负元的差，所以对于 L 中的一般 
元，表示公式 （20) 同样成立. 

我们以定理11的逆来结束本节内容. 

定理12若分(9〉为定义在 Q 上的可測可积函数，則 g ( q ) 先 L 中某个元 .9 的实现. 

证明 g ( q ) 的可测性意味着，对任意实数 A 集合礼 = {g e Q : 咖） < a } 是 
可测集.定义函数 n，R — R 为 

n g (a) = m(H a ). 

若 

J | a | dn 5 < + oo ， 

则称函数 g 可积. 

定义 

9 e — 

其中沁， £ 同 （21) 后面的定义，则央 属于 L . 当 e 趋于0时，办的实现 g £ ( q ) 趋于 
9 ⑷.令 e = 2^，我们得 到了/ 范数下的一个 Cauchy 列,使得⑽）为其极限分的 
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实现. 口 

表示测度的唯一性是测度论中的一个标准事实. 

A .5 Lebesgue 测度和积分 

如果令 为 Euclidean 环面，彳为 Riemann 积分，那么我们的构造给出了 
Lebesgue 测度和 Lebesgue 积分.我认为这种方法比传统的方法更自然.因为在 
Lebesgue 理论中，最重要的研究对象是完备空间 L 1 和 ZA 在传统的方法中， L 1 的 
完备性直到 最后才 出现，而在目前的方法中， L 1 空间一开始就出现了. 


附录 B 广义函数理论 

Dira ^ 在他的量子力学公式中用 R 上的“函数” 6处理连续谱，这以后5即称 
为 “Dirac delta 函数” . 5是一个这样的函数，它定义在 R 上且在每个 : r / 0点取 
值为0,而在 : r = 0点取值充分大,并使得 J 在整个 R 上的积分为 1. 当然，这种函 
数是不存在的 .Von Neumann 在他的量子力学著作 （193 2 ) 中，不太赞成建立在此 
虚构函数基础之上的理论.他已清楚地知道如何严格地处理连续谱 • 

6函数被看作是-•个 广义函 数后又重新获得了“生命” • 20世纪 2 0年代至30年 
代间，人们对这种广义函数的需要是迫切的. Bochncr 和 Sobolev 分别在 Fourier 变 
换和偏微分方程的背景下，引入了此概念.在双曲方程解的公式中， Hadamanl 对积 
分的“有限部分”的应用预示了人们对广义函数的需要;同时， Wiener 在 Hearyside 
演算的证明中也预示到了这一点. L . C . Ymmg 的“广义曲线”概念也为引入“广义 
函数”迈进了一步.但是，正是 Laurent Schwartz 在40年代提出了广义函数的概 
念.该概念既广泛又灵活，能够满足偏微分方程与调和分析两种理论中的大部分需 
要.著名数学家 Harald Bohr (即 Niels Bohr 的兄弟）首先认识到了 Schwartz 广义 
函数思想的价值.不久，整个数学界也意识到了 这些； 1950年的 ICM 上 ， Laurent 
Schwartz 获得了菲尔 兹奖; 人们对广义函数的许多抵制也就最终消失了. 

本附录主要提供了广义函数理论中的主千部分，许多细节被省略掉了.对于广 
义函数理论的一套完整讨论，可参看 Robert Strichwartz 的书. 

B .1 定义和例子 

用 Cg ° 表示上的无穷次连续可微的有紧支集的复值函数的全体.称 
函数列 { u k } 收敛于 tx ， 用符号 u k ^ u 表示，如果每个叫的支集都含在同一个紧 
子集 尺内， 并且对每个多重指标 a = ( cu , a 2 , …， a „), D n u k = Z ?? 1 … D ^ u k 一致 
收敛于 D Q u y 其中 A 表示对变量0^的偏导数. 

定义 称 Cg ° 的对偶空间中的向量彳为一个广义函数，即广义函数彳是上的 
在上述序列收敛意义下连续的复值线性 泛函： 

若 t/jk — W , 则 £( u k ) £( u ). 

这种连续性等价于下面的条件. 

定理 1 设€为一个广义函教，则对于每个紧子集必存在正整数 7 V (/0 
和正常数 c = c ( K )， 使得对于支撑在 K 内的每个 Cg ° 函数 u ， 有 



452 附录 B 广义函數理论 _ 

|^( u )| < c \ u \ N , 其中卜 | N = nf %| z > a w (: c )|， \ a \ = ^2 aj . (1) 

证明若不然，存在紧子集欠，使得对于所有正整数 W ， 都存在支集包含在 K 
内的 W 函数 ti „， 使得咖„) = 1和 KU < jf - 显然，在序列收敛意义下，^ — o . 
由于/为广义函数，此时应有 e(u n ) ^(0) = 0,但这与 £(u n ) = 1矛盾. □ 

称 （1) 中定义的为范数.对于每个 c ?° 函数 w 定义 

£( u ) = J uvdx = ( u , u ), (2) 

式中的 u 属于 Cg °. 显然，由 （2) 定义的£是一个广义函数，并且不同的 t ; 定义了 
不同的广义函数.如果我们将 v 与由 （2) 定义的广义函数彳对应起来，那么在此意 
义下,我们可将 CT 嵌入到广义函数空间内.因此每个函数就是一个特殊的广 
义函数. 

基于同样的理由，每个广义函数也可以看作是一个广义的函数.在接下来的部 
分，我们总记 

£( u ) = { u ,£). 

下面给出一些广义函数的例子.在所有这些例子中，我们省略了广义函数在序 
列收敛意义连续的证明. 

例1 t ( u ) = / uvdx , v 为任意连续函数. 

例2 S ( u ) = tx ⑼， Dirac delta “函数” ■ 

例3 €( ti ) = / ( D a u ) vdx y v 是任意可积函数， o ： 为任意多重指标. 

例4设 p 为 R 1 上的 Cf 5 函数且其零点是 单的： 即若 p ( y ) = 0,则 〆 (!/) 一 0. 

定义为主值积分 

i { u ) = PV f -dx = lim f dx . 

J P £ -° J \ p ( x)\> e PW 

以后，我们将证明更一般的广义函数都是由形如例 3 的广义函数所构成的. 

定义设 D 为 IT 中的开集，用 Cg 3 表示支集包含在 D 内的所有 C 7 00 函数组成 
的集合 . D 内的广义函數 是指，上的在序列收敛意义下连续的线性 泛函. 

B .2 广义函数的运算 

本节将证明如何将通常意义下的函数运算实现到广义函数上.这些运算 r 包 
含了： 

( i ) r 是将 C 7 g ° 映入到自身内的连续线性 映射； 
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( ii ) T 有转置 r ， 且： T 将映入自身内，这里的转置 I 7 是指，对于任意 
cs ° 函数 U 和 I ；，有 

(7^ u , v ) = ( u , Tv ), (3) 

其中（， ） 表示通过 （2) 将嵌入其对偶内的对称双线性泛函，注意，转置 t 由 
方程 （3) 唯一决定，且: T 的转置为 r 自身 • 

下面两个关于转置的运算法则是显然的，也是十分有用的. 

( i ) 若： T 和 S 有转置，则 aT + W 也有转置且 ( aT + bS) f =ar + bS , . 

( ii ) ! T 5 的转置为 SfT . 

定理 2( 延拓定理） 设: T 和 疒 为到其自身内的连续线性映射且它们互为转 
置， 则对于任意广义函數 A 公式 

W) = (W) ⑷ 

定义了广义函数 rt 

证明由： T 的连续性，容易证明 （4) 的右边关于变量 t ， 是线性和连续的 •口 

习题1证明：若 r 和5, 作为 cg ° 到其自身内的两个连续线性映射是可换的，则 
作为广义函数间的线性映射，它们也是可换的. 

说明一点，若 （ 恰好属于 cg °, 则由 （4) 定义的广义函数7^与原来的一样.现 
在，我们给出几个有趣的带转置的线性算子的例子. 

例5设《为函数， r 为 cp 上的由《所作的乘法算子.显然， r 的转置正是 
r 本身. 

例6设 t = 即对变量而的偏导数.显然， t 为 cg ° 到自身内的连续线性映 

射且 r = - t . 

例7令 （ T Q u ) Or ) = -: C ), 即 r a 为由 a 所定义的平移.显然， r a 为 Cf 到 

自身内的连续线性映射且1;为所作的平移. 

例8令 ( Ru )( x ) = u (- x ); 显然 

R f = R. 

例9设 t 是一个有紧支集的连续函数，令 ru 为 w 与 （ 的卷积： 

Tu { x ) = ( t * u )( x ) = Jt { y ) u(x - y ) dy . (5) 

显然， r 为 C 7 q ~ 到 Cf 内的连续线性映射.转置疒是由所作的卷积算子. 

由延拓定理和例 9, 我们同样可以定义广义函数彳和函数 u 之间的卷积 
它是一个广义函数.我们断言，实际上是一个函数.要证明此断言， 
注意到，假若 （5) 的右边像 （2) 那样解释，那么对于 t 为广义函数/的情形,经典的 
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卷积公式 （5) 也是有意 义的： 

(£*W)(X) = (U X ,t)y ⑹ 

其中％ 表示函数 u ( y - x ). 显然,作为中的函数, w 是 a : 是连续可微函数•因 
此， ( u . T , f ) 是 a : 的一个 C 00 函数. 

例10设炎： R n — R n 为 C °° 映射且炎将 R n 中的紧集映为 紧集； 假设0是可 
逆的，并且4的逆4与 ♦ 有相同的性质，则映射 r : 

( Tu )( x ) = u (< f >( x )) 

为 cg ° 到其自身内的连续线性映射，且 r 的转置： T 由条件 

i ^ v )( y ) = v { tp { y )) J { y ) 

给出，其中为蝓的 Jacobian 行 列式； T 是 Cg ° 到其自身内的连续线性映射. 

对于这些例子，我们应用延拓定理给出广义函数的 运算： 

( i ) C °° 函数和广义函数的乘积是一个广义 函数； 

( ii ) 广义函数的任意阶导数是一个广义 函数； 

( iii ) 广义函数的平移是一个广义 函数； 

( iv ) 广义函数与 Cg ° 函数的卷积是一个 函数； 

( v ) 广义函数与可逆映射的复合是一个广义函数. 

另一方面，无法定义两个广义函数的乘积，也无法定义广义函数与不可逆 C 00 
映射的复合.特别地，无法定义，诸如 5 2 0 r ) 或6化 2 )等.但是，有一种方式可以定 
义无公共变量的两个广义函数的乘积. 

习题 2 试证，若心和 G 分别是两组不 交变董 町 ，…， 和 yu ..、 y n 的广义函 
数，则它们的乘积可以定义为 K m + n 上的广义函数.特别地， 

<5(xi)5(x 2 ) - - - <5(x„) = <5(X1， . . . ， Xn). 

习题 3 计算 R 1 上的广义函数的一阶导数： 

( a ) i ( u ) = / w ( x )| x | dx ; 

( b ) £( u ) = PV J u ( x )/ xdx ; 

( c ) e ( u ) = 

( d ) £( u ) — S ( u ) — u (0). 

B .3 广义函数的局部性质 

回忆一下，连续函数/的支集是指，满足 /(X) / 0的所有 2 ： 组成集合的闭包. 
对于广义函数，同样可以有类似的定义.首先我们从函数支集的一个等价刻画开始. 
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函数/的支集在其定义域内的补是使得/在其上取值为0的最大开集•我们 
先给出开集上为0的广义函数的概念. 

定义称广义函数〖在开集 G 上为零，如果对于支集包含在 G 内的所有函 
数 it, £( u ) = 0成立. 

引理3若广义函數纟在开集 G 和 G 2 上为零，则上也为零. 

证明由定义，对于支集含在 Gi U G 2 内的所有函数％要证明 £(«) = 0. 
为此，我们只需证明，这样的函数?/存在分解 u = Ul i - u 2 , 其中的支集含在 
内，的支集含在 G 2 内.证明如下•由于 u 的支集中的每一点 x 属于 G 或 G 2 , 
所以我们可以构造函数 k 满足下列性质 •- 
⑴对于所有的 v , h x ( y ) > 0; 

( ii ) 心为 C 00 函数； 

( iii ) h x ( x ) > 0; 

( iv ) h x 的支集含在 On 或 <9 2 内. 

由满足 h x ( y ) > 0的所有 2 /构成的集合是一个含有 x 的开集.因此，所有这样 
的开集形成了 W 支集的一个幵 覆盖； 由紧性，此覆盖存在有限子覆盖. 

上述有限子覆盖对应了有限个函数.令 h 表示这有限个函数中支集含在 
Gi 内的所有函数之和，令 / i 2 表示支集含在 G 2 内的所有函数之和.则 /n +/1 2 在 
u 的支集上取正值.令 

hi 办2 

U1 = h^h 2 ^ U2 -h7Th 2 u - 

显然， Ui 和 tz 2 的支集分别含在 G 和 G 2 内， Ui 和 u 2 为函数，且 u = +ti 2 . 

由题设， f 在开集 G 和上为零，所以 

(it, £) = (ui 4- u 2 ,£)(ui,£) + (U2, tj = 0. □ 

借助于上述引理，若£在有限个开集 G 1 , G 2 , --, G „ 上为0,则纟在他们的并 
集匕 也为 0. 我们断言，此结论对于一族开集 { Gi } 仍然成立.为此，我们须证，若 u 
的支集含在 UjGj 内，则= 0. 此事实是支集的紧性和已知结论的直接推论. 

设/ 是一个广义函数，由上述结论 ，则纟 在其上为0的所有开集的并集是一个 
仍然具有此性质 的最大开集. 此幵集的补定义为€的 支集. 

由支集的定义，下面的定理是显然的. 

定理 4 设/是一个广义函数 ， tz 是一个 Cg ° 函数，若 u 和^的支集不交，则 
£( u ) = 0. 

习题 4 证明：若£是一个有紧支集的广义函数 ， w 为 cs ° 函数•则 e * w 是一个 
cg ° 函数. 

习题 5 证明： 若€和 m 是两个广义函数，并且其中有一个广义函数的支集是紧 
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的，则它们的卷积有意义，且也是一个广义函数. 

习题 6 证 明：若 /为 C §° 函数 J 为广义函数且 # = 0,则，在开集 {： r : f ( x ) ^ 0} 
上为 0. 

习题7 证明： 广义函数 e 的导数的支集包含在 f 的支集内. 


广义函数 Dirac S 的支集为单点集 {0}. 因此，由习题7, 5的所有导数的支集 
也是单点集 {0}. 反之，有下列定理. 

定理5 支集为单点集 {0} 的广义函数£都形如 

c a D a 6 

的形式，其中#为正整数， c a 为复数. 

证明我们需要下列引理. 


引理6设€是一个支集仅含原点的广义函数，則存在整数 iV ， 使得对所有 CS ° 函 
数％ 只要 U 及其所有 p 阶导教 ( l ^ p ^ N ) 在原点的值都是0,必有 £( u ) = 0. 
证明令 / Or ) 为具有如下性质的 函数： 


/(x) = 



|工|彡 1 ， 

2 ^ | x |. 


对任意 Cg ° 函数 w ，令 t ; = (1 - /) u . 因为当 |: r | < 1时 ， / W = 0,所以由定理4, 
£( fu ) = 0. 因此 


£(v) = ^(n) - £(/u) = £(u). 

这证明了我们只需考虑支集包含在球 W < 3内的函数定理1蕴含了这样的函 
数 u 在某个范数下连续. 


对任意正实数 fc ， 定义函数九： f k ( x ) = f ( kx ). 令叫= / fcW . 我们断言 k — oo 
时，叫在 CW 范数下趋向于 u . 由/的性质，八⑷在 |方| 彡 2 A 上取值是1，所以 
Uk ( x ) = u ( x ). 我们要估计及其导数在 | a :| < 2/ A : 内的值.由于 w 及其 p 阶导数 
(p < AT ) 在 z = 0点值为0,所 以当问 彡 AT 时， 

\ D ^ u { x )\=0(\ x\ N+l ~\^Y (7) 

因此，在 M <2/ fc 内， 


\ D ^ u { x )\ = 


⑻ 


经计算 ，得 

D a u k = D a f k u = Y, (fj D°~ 0 fkD 0 u. ⑼ 

因为 fk{x) = f(kx), 所以 \Dy k (x)\ = 0( A ： H )； 复合该方程与 （8) 和 （9), 我们得到， 
在 | x | < 2/ A : 内， \D a u k {x)\ = .又叫⑷在 M 彡 2/ fc 上恒等于 W ( x ) 所 
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以{叫}在(7尺范数下收敛于 u . 因此，定理1蕴含了 i ( u k ) 收敛于彳 ( w ). 注意到八 
和 wjt 在原点为心的球内为 0. 因此，由定理4, e ( u k ) = 0. 此时 £( u ) = Um €( u fc ) = 0. 

□ 


设 W 和 u 2 为两个函数且 w ， u 2 及其所有 p ( p ^ N ) 阶导数在工= 0点 
的值相等，则由引理6, £( Ul ) = £( U 2). 换句话说，彳 ( w ) 的值仅仅依赖于 u 以及 w 的 
所有 p (p ( N ) 阶导数在1 = 0的取值.因此，/有形式： 

i(u) = ^2 o><xD a (u) | x= o - 

定理 5 的结论仅仅是此关系的一种重述. 口 


定理 7 具有 紧支集 的广义 函数/ 有如下形式： 

E D °9^ 

laKL 

其中％为连续 函数， L 为某一个 整数. 

证明令/ I 是一个 Cf 函数，并且/ I 在包含〖的支集的某个开集上恒等于 1. 
由定理4,对任意 ueCS °, £( u )= £( hu ). 

因为对任意 u e Cg°, /m 在 /i 的支集外取值为 0, 所以由定理1 ， 存在某个正常 
数 c 和整数 ' 使得对任意1/ € Cg°, 成立 


t { hu ) ^ c \ hu \ s - 

显然， \ hu\ N ^ k \ u \ N . 式中的 A : 是仅仅依赖于/ I 的 常数. 因此，存在某个正常数 g 
和整数』 V ，使得对任意 ueCS °， 


引入新范数 


| ⑽ | < ^ | u | yv . 


IMIm 


E / ㈣ 2 心) 


|a|^M 


( 10 ) 

( 11 ) 


用 // m 表示空间 Ct 在此范数下的完备化.显然，新范数 INU 来源于一个数值 
内积，我们用 (,) m 表示.因此 // W 是一个 Hilbert 空间.由 Riesz - Prechet 定理, 
H m 上的每个连续线性泛函都是内积的形式 •. 


( u , g ) M > 9 ^ (12) 

事实上， Hm 正是第5章介绍的 Sobolev 空间 W M ' 2 . 

由 Sobolev 不等式(参见文献 Adam 的书第5章)，存在仅仅依赖于 u 支集的体 
积的常数 c ， 使得 

N <M - (13) 

由（13)，每个 C ^° 函数的范数下的 Cauchy 列 { ufc } 也是一个范数 
下的 Cauchy 列.因此，这样的列 { u k } 收敛于一个函数 u . 这样我们建立了 
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一个从 Hilbert 空间到空间内的一一映射；从而，我们可以将 Ha / 嵌入到 
d 

由 （10) 和（13)，《⑷彡叫 | M | m . 因此， Mw ) 为上的有界线性泛函，从而存 
在 y e Hm , 使得对于任意 w e Hm ， 有 

i { u ) = ( u ,9 )m = 5 Z ( D a w ， D a p ). 

M 矣 M 

注意右边可以重写为 

e ( u ) = = 卜， D - 1 ) 10 ^ 2 、)， 

这里 D 2 -9 表示 g 的广义函数导数.因此 

^=^(-1) | q | D 2 °^. (14) 

由于分属于 // m ， 所以夕是一个 函数. 这样，（ I 4 ) 正是/ 的如定理 7 所述的一 
种表示，其中 L = 2 M -见 □ 

下面的结果显示，就像通常的函数一样，在相差一个常数的情况下广义函数由 
其一阶导数决定. 

定理 8 设 G 为 R n 中的连通开集 J 为 R n 上的广义函数.若，的所有一阶偏导 
数 D # 在 G 内为0, 则/在 G 内为常数. 

证明 ％在 G 内为常数”是指，存在常数 c ， 使得对支集含在 G 内的任意函 
数 u ， 下式成立 

^( u ) ~ c J udar . (15) 

我们将用到下列引理. 

引理9设 b ( x ) 为任意一个支集含在单位球 |: c | < 1内的 C 0 °° 函数，且 fbdx = l . 
令 A : 为任一正数，定义 h ( a :) = A ; n 6( k )， 则对任意广义函数 A 4 = h * ，在下列意 
义下收敛于 A 即对任意 CS ° 函数％ 当 A : — oo 时， {4 H } 收敛于 ^( u ). 

证明不失一般性，我们可以假设6有对称性： 6(^ x ) = 6( i ), 从而 b k 也有对 
称性.因此， C Q °° 上的由作的卷积算子是其自身的转置.由建立在延拓定理基础 
之上的卷积 h * £的定义， 对每个 Cg ° 函数 u ， 有 

4( w ) = (bk * ^){ u ) = (bk * i , u ) = (bk * u ,£). (16) 

容易证明（见 11.1 节)， Cg ° 函数列 {6 fc * u } 收敛于 u ， 从而 {£(6 fc * u )} 收敛于 e ( u ). 
因此，引理的结论由 （16) 得到. 口 

C 0 °° 函数空间上的卷积运算和微分运算交换.因此，由习题1，作为广义函数空 
间上的运算，它们也是交 换的： 


Dj(b * m ) = ( Djb ) * m , 
其中 b 为 Cg ° 函数, m 为广义函数. 
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习题8 证明: 


Dj(b * m) — b* Djm ， 

其中 6 为任意 C§° 函数， m 为任意广义函数. 


引理10 设6 先一个 Cg ° 函数且支集含在以原点为心，以 r 为半径的球内，令 m 
为任意广义函數，则对于 b*m 的支集内的任意： r ， 存在 m 支集内的点 y , 使得 
和 y 的距离彡 r . 


习题9 证明引理 10. 

设6(幻满足引理9的题设条件，令 h 和4同引理9中的 定义. 由习题8,得 
Djik = Dj(bk *£) = bk* Dji. 

由假设，的支集被限制在以原点为心、以 1/ A : 为半径的球内.再根据定理8的题 
S , Dji 的支集含在 G 的补集内.因此，由引理10, Dje k 在 G k 内为0,其中 G * 是 
G 中到 G 的边界的距离大于 1/ A : 的点组成的点集. 

设 u 是支集 S 含在 G 内的函数.由于 G 连通，不难证明，存在正数忒使 
得 S 中的任意两点都可以用 G 内的到 G 边界距离不小于 d 的多边形道路 P 连接 
起来.令 A : 为充分大的正整数，使得^则满足条件的多边形道路 P 位于 G k 
内.这样4的所有偏导数 Dj £ k 在 P 上为0,从而 A 在 P 上为常数，且该常数与 
S 中的点无关，记此常数为 Cit . 因此，由 （2), 得 

= J ^jt(x)n(x) dx = Ck J udx. 

根据引理9,当 A : — oo 时，左边趋于 £( uh 从而右边的极限存在.取 u 使得 / wd：r 一 
0,则 { c fc } 收敛.令 c 为其 极限. 易证， c 与 W 无关，从而得到 (15). □ 

定理11 设 g 为连续函数，并且 g 在广义函数意义下的导数为连续函数，则 
D jd 不仅是 g 的广义函数意义下的导数而且还是经典意义下的导数. 

证明由引理9, s 是函数列在广义函数意义下的极限，其中外= 
b k *g. 由于求导运算与卷积运算可换，所以又 a 和为连续函 
数，所以{办}和 {D j9k } 分别在紧集上一致收敛于 p 和 D jg ： 参见 11.1 节.由计算 

9k{b)-9k(a) = J Djg k dxj. 

令 A : — 00 ,得 

g(b) - g(a) - J Djgdx j} 

因此是 g 在经典意义下的导数. " □ 

定义称广义函数£为正的，如果对每个非负函数彡 0. 

下面是几个正广义函数的例子. 
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例11非负连续函数 A 

例 12 t = <5 (x - a ). 

例13 t ( u ) = / it dm , 其中 m 为测度 • 

引理12 设£ 为正广义函数， K 为 IT 中的紧子集，则存在常数 c ， 使得对支撑在 

K 内的每个 Cg ° 函数义 |^( u )| < cH max . 

证明设 p 是一个在 A ： 上取值为1的非负函数 •令？ i 是一个支集含在 
K 内的 Cg ° 函数，则对于每个： r , 

u ( x ) < | u | max p ( X ). 

由于€为正广义函数， 所以咖 ） < | u | max ^( p ). 类似地， u ( z ) < | u | max p ( a ;), 从而 
-£( u ) < | u | max ^( p ). 令 c = i { p ), 则引理 12 中的不等式 成立. 口 

借助不等式 cMmax , 由连续性，我们可以将线性泛函/延拓到有紧支集 
的连续函数空间上.该延拓后的泛函仍是正的. 

根据 Riesz - Kakutani 表示定理（见附录 A )， 具有紧支集的连续函数空间 Cb 上 
的每个正线性泛函都可以表示成在某个测度下的积分形式.因此，如下定理成立. 
定理13 每个正广义函數都是一个测度： 

t ( u ) — J udm . 

B .4 在偏微分方程中的应用 

对于平面内的光滑有界域 D ， 我们在第9章构造了 Green 函数的正则部分仏 
对 D 内的任意一点 q , g = 为 P 的调和函数，并且在的边界上， p 的取值 
等于 In 差 In |p - - g ( p , q ) 为 Green 函数 G ( p } q ). 我们要证明 ， Green 函 

数在广义函数意义下满足方程 


△G = 2 n 8 {p — q) t 


其中△为 Laplace 算子 △ = £>至+ Df ， rc 和 2 /为 p 的 Cartsian 坐标.由于 Green 
函数的正则部分满足 Ap = 0,所以我们只需证明 

△ In y / x 2 -\- y 2 — 2 jiS ( x , y) y (17) 

这里我们已令 9 = 0. 

证明由广义函数导数定义， （17) 意 味着： 对任意 C 7 q °° 函数 u ， 下式成立 

J In \ p\/\udxdy = 2 jut (0). (17 ; ) 

要证明 ( in 我们将其左边写成积分 


j In | p|Audxd y 


(18) 
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在 e — 0下的极限形式.用分部积分，将 （18) 变为 

t (Aln | p |) uda ; dy + f In | p |5„ uds — f ( d n In | p |) uds , (18’) 

e J\v\=e J\p\=e 

这里^表示在区域 | p | 彡 e 的边界上的外法向导数，即在 IpI = e 上 ， dn = - d / dr 、 
其中 r = 

因为 In | p | 为 P # 0 的正则调和函数，所以对每个 p，w > A 有 Alnlpl == 0. 
因此(18 ; )中的二重积分为 0. 对于 （ IK ) 中的第一个曲线积分，其绝对值小于 
2 cke\ ln £ |, 这里的常数 c 为丨仏 u | 的上界，所以当 e — 0时，该曲线积分趋于0.对 
于第二个曲线积分，注意到 

a nln | p | = ~5 ^ lnr = --• 

在圆周 |p|=e 上,上式等于又 U 在圆周 |p |=e 上每点的值等于 u(0) + o(e). 因 
此，当 e 趋于0时， (180 中的第二个曲线积分趋于 2 ku( 0 ). 综上所述， （ I 7 ) 成立 .口 


广义函数在偏微分方程理论中的应用首先是证明广义函数解的存在性，然后再 
证明此解为函数.下面给出一个例子，简单地看一看第二步是如何进行的.该 
例子是 Weyl 经典结果的一个推广. 

定理14 设/为 R n 中的开集 D 内的广义函數，且满足 Laplace 方程 A ， = 0, 则 
£为 D 内的 C °° 调和函數. 

证明本定理的证明建立在下面引理的基础上. 


引理 15 设/为 R n 上的球对称函數，71 > 2, 即 f ( x )= g (\ x \). 假设 f ( x ) 在 | x | 彡只 
上为0,并且 

J f ( x)dx = 0, J \ x \ 2 ~ n f ( x)dx = 0, (19) 

则存在球对称 c 00 函数/ I ，使得 h { x ) 在 M 彡丑上取值为0,并且 


Ah = f . (20) 

证明将要确定的函数/ I 记为 h ( x ) = p (\ x )). 用极坐标 r ， 将 （20) 写为 

A/i = p n + ——P 9 — 9{r), (20 ; ) 

这里 ' 表示对 r 的导数.用乘 （20') 两边，整理后得 

( r n ~ 1 p , y = ^( rjr 71 ^ 1 . 

两边积分，得 


r n-1 p 7 W = / s n_1 夕⑷ d5. 

Jo 

我们断言，当 r 彡 i ? 时，右边为 0. 事实上，贞.9) = / Or )， 所以右边可重写为 

I f ( x ) dx . 

•/|a：|《r 


(21) 
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由（19)，此式在 r > 上为 0. 这是因为，/的支集包含在以原点为心，以 R 为半径 
的球内. 

用， -1 去除 （21) 两边,然后积分得 

p ( r )= f t x ~ n f s n - 1 g ( s ) dsdt . (22) 

Jo Jo 

我们再断言， p ( r ) 在 7* > 时，取值为 0. 要证明之，将 （22) 右边用分部 积分. 注意 
到 r >丑时， p '( r ) = 0,所以我们有 

p ( r ) = \ tg ( t ) dt . 

打一 2 «/o 

重写此积分为 

/ \ x \ 2 ~ n f ( x ) dx , 

J\x\^R 

因为/的支集含在 | x | <只内，由（19)，此积分为 0. 

下面，我们证明 A 是函数.首先，由 (21), 我们不难证明， p 是 C °° 函数. 
将 x = ( r ，0, …， 0) 代入 /( x ) = g _， 得 

/( r ,0，...，0) = p (| r |). 

此证明了 g ( r ) 可以被延拓为整个 IR 上的偶 C 100 函数 •由 （20'), p ( r ) 也可以延拓为 
整个 R 上的偶函数.因此 p 在 r = 0点的所有奇数阶导数为 0. 由此不难得 
到， P ( r ) = q ( r 2 )， 其中 g 为 C °° 函数.因此 / i ( ar ) = p (| x |) = q (\ x \ 2 ) 也是 C 00 函数 • 

□ 

习题10对 n = 2, 叙述并证明引理 15. 


现在我们转向证明定理 14. 像引理9 —样，用 C 00 函数列逼近 f 取 n > 2,令 
b 为支撑在 W < 1上的且满足 条件： 

J b ( x)dx = 1， J |: c | 2_ n &( x ) d:c = 0 (23) 

的球对称函数.同引理9 一样，定义函数 b k ( x ) = k n b { kx ). 易见，这些函数也 
满足条件 (23)： 

J 6 jt ( x)dx = 1， J | x | 2- n 6 jt ( x)dx = 0. (23') 

由假设, b k ( x ) 的支集限制在以原点为心，以是为半径的球内.卷积4 = 以可以 
看作是定义在 At 上的函数，其中表示 D 中到 D 边界的距离> | 的所 
有点组成的集合.由公式（6)，对 A 中的％ 

4 ( 2 /) = ( 6 feiy ^), 

其中 ^ k , y ( x ) = bk(y - x ). 对比这两个函数： 

^k(y) ~ ^m(y) = «y — b m , v ，£). 


(24) 
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注意到，差- 关于2/球对称，其支集包含在以2/为心，以 R 为半径的球内， 

这里 R = max (^,^). 因此，由（23，)，每个- & m ， y 都满足条件（⑼.再由引理 
15,它们都是 函数 h 在 Laplace 算子下的象： 

△ /l = blc、y 一 b m 、 y ， 

其中/ I 是关于2/的球对称函数，且&的支集限制在以2/为心，以 R 为半径的球内. 
重新整理（24)，得 

4(y) - ^m(y) = (AM). 

由定理2,将上式右边重记为 (h 爲 因为 W = 0,所以 ( h , A £) = o . 因此，对 D 
内的每点 y ， 只要 fc，m > ^就成立 4(2/) = e m (y), 其中 d 表示 2 /到 D 的边界的距 
离.该事实蕴含了，在 I ?内的每个紧子集上，当 A : 充分大时， A 并不依赖于 k 由 
引理9, C 00 函数4依广义函数收敛于广因此 e 为 D 内的 C °° 函数. □ 

对于 C 00 系数的椭圆偏微分方程的解，定理14仍就成立. 

就可微性而言，双曲偏微分方程的解是十分不同的.再举一个简单的例子，如 
一维空间上的波动方程 

y>tt — tXjjj = 0. (25) 

每个形如 

w(x, t) = f(x + t) + g(x - t) (26) 

的函数都是 （ 25) 的解，其中/和 g 为两个二阶可微函数.反之，波动方程 （ 25) 的 
所有二阶可微的解也都具有这种形式.要看到这一点，重写 （ 25) 为 

(Dt + D x )( u t ~~ w x ) = 0, (Z?t ~~ ^x)( u t + u x) = 0- 

由这两个方程，我们分别得到 

u t ~u x ^ a(x - t), u t -\-u x = b(x + i), 

其中 a 和 6 为一阶可微函数.将这两式相加，再积分，则 （26) 成立. 

广义函数解的情形又如何呢？我们断言，对任意单变量广义函数《和 m ， 

u = £(x + i) + m(:r — <) ( 26 ; ) 

为广义函数意义下的波动方程的解.要证明此断言，注意到由 B .2 节中的例6, 
+ t ) 和 m(x-t) 可被定义为 : r ， t 的广义函数，并且它们的偏导数可由链法则计 
算得到. 

习题11完成上述证明. 

进一步地可以证明， （25) 的每个广义函数解都形如 （260. 

习题12 证明这一步. 

波动方程的广义函数解有何用呢？用途非常多！举一个由波动方程控制的声音 
传播的例子.牛角的号角声可由形如 (26 ; ) 的解来刻画，此时的函数#和 m 在一个 
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区间 J 上取值为常数 C ，在 J 外取值为 0. 

广义函数的其他应用可在 7.2 节和文献 Lax (1955) 中找到. 


B .5 Fourier 变换 


前面，我们己经看到了 函数空间是许多算子的自然定义域，如微分算子. 

可是，对于其他相当重要的算子，如 Fourier 变换，该函数空间又太窄了.要考虑 
Fourier 变换，我们用5表示如下更大的函数类. 

5是上的满足如下条件的所有复值函数 W 组成的空间.在闳 — 00 
下， u ， 连同其各阶偏导数，趋于0的速度比 Ixl - 1 的任何正幂都快.也就是说，函数 
u 属于当且仅当对任意多重指数标 a 及任意正整数6, 

lim \ x b D a u ( x )\ = 0. (27) 

|®|—oo 

对多重指标《及正数6,定义范数 

| w |6 ,a = max | x | b | D a w ( a ;)|; (28) 

此时,我们可将看作是使得每个? I 数 （28) 都有限的所有函数 u 的集合. 


习题13试证范数 （28) 的有限性蕴含了 (27). 

定义我们称 S 中的函数列 { u n } 收敛于 u ， 如果对任意指标 q 及正数6, 

lim | Wyj _ = 0. 

定义对 S 中的函数 IX ， I ；， 定义它们之间的距离 

( ， ） 一 L2“Wi + || u _ v | |ba ， 

这里的和取遍所有多重指标 a 和所有正整数 fc . 


(29) 


习题14 ⑷证明 {u n } 收敛于％当且仅当 d(u n ,u)-*0. 

(b) 证明由 （ M) 定义的 d(u,v) 满足三角不等式. 

(c) 证明在距离 （ 29) 下 ， S 是一个完备的距离 空间 . 

(d) 证明 S 为线性空间. 

(e) 证明在距离 （ 29) 下， Cg° 函数空间在 S 内稠密. 

定义 S 的对偶 S ' 是由 S 上的所有 连续线性泛函 €组成的（线性）空间；彳的连续 
性意指，即 

若 limw„ = it, 则 lim£(u„) = £(u). 

因为 Cg ° 是 S 的子空间，所以 S 上的线性泛函 f 在上的限制是上的线 
性泛函. 
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习题 15 (a) 设 £属于 S 的对偶$，则限制在 Cg° 上， / 在 B.1 节定义的收敛意 

义下连续. 

( b ) 对 V 中的泛函/和则限制在上 

因此，由习题（15)， 5' 中的每个元都是广义函数，称为温和广义函数.像以前 
一样， M £ eS \ ueS . 我们采用符号= ( uj ). 

下面是 几个温 和广义函数的例子. 

例14有紧支集的广义函数. 

例 15 若在 | rc | —mx T , v ( x ) 的增长速度比 | ： r| 的某个幂慢，则 〖( w ) = /trnda: 为 
温和广义函数. 


现在，我们再回到本节的主题上来. 

定义对 S 中的函数 u , 其 Fourier 变换，用 P ( u ) 或5表示，定义为 

硌）=(凡 )(0 = / n ( x )^ x dx . (30) 

习题 16证明 |^| max ^ (2 jt )^/ 2 | u | L x . 


定理16 F 为 S 到 自身内的连续映射. 

证明由 （30) 中的积分，凡关于€可导且 


D a Fu = F{(ix) a u). (31) 

对 S 中的函数 t /， 由于 W — oo 时，趋于0的速度比 W 的任何次幂都快，所 
以属于 L 1 . 因此对任意指标 Q ， D - Fu 连续，进而凡是 C 7 w 函数.要证凡 
属于 S ， 对 （30) 右边用分部积 分得： 对于任意多重指标/?， 

i 0 Fu^ F{(iD)^u). (32) 

结合 （31) 和（32)，得 


^D a Fu = i^FiD^x^), 

这证明了 ^ 0 D a Fu 是形如 x a D 6 u 函数的 Fourier 变换的线性组合.又 x Q D s u 属于 
L\ 所以习题16蕴含了该函数的 Fourier 变换在 3 T 内有界.故 Fu 属于 □ 


习题17试证 u — Fw 为 S 到5内的连续映射 • 

下述定理总结了 Fourier 变换与 BT 上的通常运算之间的关系. 

定理17 

(i) F 将上的平移变换变为作的乘法作用，即若令 (r a u)0c) = tx (: r - 
a )， 则 

FT a u = e ia ^Fu, T q Fu = Fe~' l 0 tX u. 

(ii) (i) 的无穷小形式成立： 
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FiDjU = $jFu ， DjFu — FiXjU. 

(iii) F 与绕原点的旋转以及由 （Ru)(:r) = 定义的反射丑交换 • 

(iv) 设 A 为 R n 到 R n 上的可逆映射，用 u A ( x ) 表示 u(Ar), 则 

FUA = ld^4i (jF，t/)s, 

其中 B ^( A -iy. 

习题18 证明定理 17. 

习题19证明 S 内的两个函数 u 和 v 的卷积仍在 S 内，并且 

F(u * v )^= { 2 n )^{ Fu ){ Fv ). 

Fourier 变换的核是 x 和 《 的对称函数，所以 F 是它自身的转 置矿. 因此，由 
延拓定理，我们可以定义温和广义函 数/的 Fourier 变换於： 

{ Fv } £) = (w,^), v ^ S . (33) 

定理 ir 对溫和广义函数的 Fourier 变换，定理17成立. 

习题20证明定理 ir. 

假设广义函数€有紧子集，借助于 （30)， 我们可以直接由公式 

m = (e(0,^)> e(0 = (2均-»/ 2 #* (34) 

将柯定义为 C 00 函数1 

习题21 (a) 试证由 （34) 定义的有紧支集的广义函数，的 Fourier 变换？是 

函数. 

(b) 试证，由 （34) 定义的於满足 （33). 


下面我们给出几个温和广义函数及其 Fourier 变换的例子，其中前 5 个例子定 


~ ^ [2smx 


义在 R 1 上. 

例 16 

e{x) = { 0, 

W < i , 


M > 1， 

例 17 

e ( x ) = ( 1 ' |x1. 

| x | < 1， 


1 0， 

W > 1， 

例 18 




¥翁辛 


i{x) =e _|a：1 , 


伙） 


V?T 


+《 2 
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例 19 

例20 


u(x) = e _* 2 / 2 ， S(0 = e - d/ 2 . 


例 21 
习题 22 


e = s, 1(0 = (2n)- n/2 . 

用公式 （30) 或 (34), 验证例16至例21所给的 Fourier 变换. 


定理 18 在 R n 上，€三 1 的 Fourier 变换为 

1= (2 it ) n / 2 <5. 

证明用 d 表示€三1的 Fourier 变换.依定理 17' 的⑻,对每个 j = 1，2,…， n , 
Xjd = XjFX = F ( iDjl ) = 0. (35) 

由习题6,若 / 为函数，纟为广义函数且# = 0,则纟的支集包含在/的零集 
之内.对/ =巧 ， j = l ，2，..., n , 用习题6,则 d 的支集为 x = 0. 再由定理5, d 有 
形式 

d = J 2 CaL)a6 = °* (36) 

因此，由 (35), 对任意指标久 | 列 > 0,有= 0. 再结合 （36) 得，对任意指标/?， 
\(i\ > 0,下式成立 

x 0 d ^ ^ x 0 D a 6 = 0. (37) 

要从 （37) 导出 TV = 0,须借助于下列引理. 

引理 19 

^ 0, \ a \ < \/3 \ y 

x 0 D a 6 = < 0, H = |^|, ot^ P, 

‘ (- X ) l Q » a ! J , a = (3. 

证明对 C 00 函数 u , 有 

( u , x 0 D a 6) = ( x 0 u , D a 6) = (- l ) l a l ( D a # M ). (38) 

当 W < PI , 或当 M = |外但 a 一 /? 时，函数 D a x ^ u 在 a ; = 0 取值为0,此时 （38) 
为 0. 当 or = 0 B ^ f ( D Q x a u t S ) 在 : r = 0取值为 a ! u (0). 故引理19成立. 口 


我们再返回定理 18 的证明.假设 7 V > 0, 则存在使得 | a | = AT , Ca / 0. 利 
用 （37) 及引理 19 得， c a = 0, 此造成了矛盾.故由 （36) 得， d = c 0 <5. 下面我们再确 
定系数 c 0 . 由於的定义 (33), 


(FvJ) = (v t F£) f 
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因’此作用在 *9 上的 Fourier 变换为 L 2 等距 • 

对任意 L 2 函数 ix , 我们可以用 S 中的函数列逼近％从而借助于上述 u 属于 
S 的情形得到定理21的一般情形. 口 

习题23 试证 5； 的 L 2 极限 G 满足 (33). 

换句话说，定理21告诉我们， Fourier 变换为 L 2 (5 T ) 到自身上的酉算子. 

定理22 对任意实数 a ， 定义 

Pa(aO = y ^<5 (x - am ), (41) 

m 

其中和式取遍所有整數. 

(1) Pa 是一个溫和广义函數. 

⑻ p a 的 Fourier 变换是 （\/5 ji /| a |) pb ， 其中6 = 2 ji / a , a _ 0. 

证明 ( i ) 是显然的.要证明 （ ii ), 首先注意到，为周期函数， a 是一个 周期： 

T a J>a 一 Va = 0 . 

两边求 Fourier 变换，并借助 Fourier 变换与平移之间的关系（见定理17')，得 

( e 喊一 i ) p a = o . (42) 

由于函数 e - ite 在每个 x = am 点取值为1，其中6 = 2n / a , m 为整数，所以由 p a 
的定义 （41)， 得 

e ~ ibx p a = p a . 

上式两边取 Fourier 变换，再用定理17,得 

TbPa — Pay (43) 

即沅 是以6为周期的周期函数. 

设 u «) 为 S 中的函数并假设 u (0 « C = 点取值为0,其中 m 为任意整 
数： 


u ( mb ) = 0， m G Z. 

这样的函数 u(^) 在 S 内可以被 e ia《 _ 1 去除： 

u (0 = ( e ^ - 1)咐)， (44) 

其中咐)属于 5. 此时， 

(UyPa) = ((e iae - l ) v , p a ) = K (e io ^ - l)p 0 ) = 0, (45) 

其中在最后 一步， 我们用到了 (42). 

由 (45), 若 u 属于 并且对任意问> JV, u ( nb ) = 0, Wl ( u , p a ) 的值仅仅依赖 
于 u { nb \ |n| ^ N . 由于此依赖关系是线性的，所以 

(w,Pa) = 〜咖扑 (46) 

\nKN 

由（43)，6 是沅 的周期，故所有的 Cn 都相等，用 C 表示此共 同值： 
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( u , p a ) = u ( n& )， （ 47 ) 

这里 c = c ⑷依赖于 a . 

注意 ， S 内的每个 《 都可以用形如的函数列依 S 内的拓扑逼近，其中叫 
属于乂且 满足： 对任意 W > JV ， WAr ( n 5) = 0.在 （47) 中，令 U = u ； v ， 然后令 
TV -4 00, 则可以证明，对 S 内的所有函数 u ，（47) 成立.用 （41) 中的符号，重述上 
述结果为 

Pa = c ( a ) p b , b=—. (48) 

a 

两边取 Fourier 变换.因为 p a 为偶函数，所以歹 a 的 Fourier 变换为 p a ， 故 

Pa = c ( a ) pb - (48') 

交换 （48) 中的 a 和6的角色，得沉 = c ( i >) p a . 结合（4《)，可以 导出： 当= 2 ji 时, 
c ( a ) c (6) = 1. 特别地，当 a = 6 = y / 2 K c (\/2 jr ) 2 = 1. 因此， = 土1. 

由温和广义函数 p a 的 Fourier 变换的定义，对 S 内的函数 w , 有 

( w , Pa) = ( u , p a ). 

用 p a 的定义 （41) 及 (47), 若令6 = 2 jt / a , 则 

y ^£ t (( zm ) = c ⑷ (49) 

m n 

对函数 u 及实数 r , 命 u r ( x ) = u ( nr ), 则 u r 的 Fourier 变换为 

⑽ = (2^/ u(rx)eieXdX= = 

在 （49) 中，用代替 tz , 并结合上式，得 

O (* m ) = c ( a ) u { rbn ). (49’) 

■ ■ m n 

在 （49) 中，用 a / r 和 7*6 分别代替 a 和6,则 （49) 改写为 

= Oz ^( r&n ). 

m n 

对比上式与 (490, 我们导出南 c (?) = c ⑷.令 r =念，则(脊) • c ( v ^) = c ( a ). 
由于 c ( v ^ S ) = ±1,所以 

c ( a )=± lf * 

我们断言 C ( fl ) 只能取正值.设 V 为 S 内的任一正的偶函数，定义 tx 为卷积 
V * I ；，则 U 为正函数.由于偶函数 V 的 Fourier 变换是实的，所以2 == 也是 

正的.因此， （49) 蕴含了 c ( a ) 须是正数.这样，我们完成了定理22的证明. 口 

令 c ( a ) = \/2 ji /| a | 代入（49 )， Poisson 和公式成立. 

Poisson 和公式对 S 内的任意函数 1 /以及任意实数 a ， 成立 
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[S(am) = ^ ^> (^) • ( 5 。) 

在比 5 * 更广的许多函数类内， Poisson 和公式仍旧成立. 

注记在 30.6 节，作为迹公式在卷积算子上的应用，我们导出了 Poisson 和公式. 
那时，我们用到了 Fourier 变换的另一种正规化形式. 

现在，我们再来考虑如何将定理22推广到 R n 上去. 当然，我们不能再考虑 a 
的整数乘积，而需要考虑格 L 中的所有点. 

定义内的子集 L 称为格，如果 L 满足如下性质： 

⑴ L 内的向量的和与差仍属于 L ; 

( ii ) 集合 1 在内无聚点； 

( iii ) L 中的向童张成了 R n . 

下面我们给出几个格的例子. 

例 22 中的分量为整数的所有向童组成的集合五是一个格. 

例23任一格在 3 T 到 IET 上的可逆线性映射下的象集仍旧是一个格. 

引理23 

⑴每个格 L 都可以表示为 

L = AE , (51) 

其中 A 为 R n 到 R n 上的可逆线性映射，五为例22所给出的格 • 

( ii ) L 的表示 （51) 不是唯一的，但是 在1 的所有这些表示中， | detA | 有相同的 

值. 

证明关于 （ i ) 的证明，我们建议读者参考本附录的有关线性代数的教材. 

( ii ) 设1 = 4五和 X = A 2 E 为 L 的两个形如 （51) 的表示，则 AfA ! 将五 
映为五自身.首先证明，对上的可逆线性映射 M , 若 M 将格丑映到自身上， 
则矩阵 M 的每个陚值都是整数，并且 M 的行列式 detiVf 为士 1 . 事实上，若 iVf 
存在一个非整数賦值 m i > 7 ，则 Mej 的第 i 个分量正是 my ，其中 9 €丑表示] R n 
的第 j 个单位向量，这与 M 将整数分量的向量映为整数分量的向量的假设矛盾. 
因此，矩阵 M 的每个赋值都是整数. 

又 M - 1 同样将五映到自身 E 上，所以 Af - 1 的每个赋值也都是整数.由 
于 MM^ 1 = /，故 （ detM )( detM -1 ) = 1. 注意到 M 和 M ~ l 的所有赋值均 
为整数，它们的行列式也是整数，从而 detM 只能是 ± 1 . 令 M = AfU ! ，贝 !) 
detAf = (det • A2 ) 一 Ydet > li ) = ± 1 . □ 

定义格1的对偶1/是由 IT 中的 满足： 对 L 中的每个向量 a, a . b 为整数的 
所有向量 b 所组成的子集. 
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习题24 ( a ) 试证格的对偶也是格. 

( b ) 试证 X /' = 

( c ) 设 [ 为格， >1 : — R n 为可逆线性映射，则 （人£^ = 51/， 其中 B = ( A ~ 1 y . 

对格4用凡表示温和广义 函数： 

pL = ^ S(x - o ). (52) 

cl^L 

定理 24 凡 的 Fourier 变换为 

Pl = c ( L ) p2«ls (53) 

这里 c ( L ) = (2 n) n ^ 2 /\detAl A 为出现在 1 的表示 （51) 中的矩阵. 

习题25 仿照定理 22 的证明，试证定理 24. 

习题26 给出 R n 上的格1 / 的 Poisson 和公式. 

B.6 Fourier 变换的应用 

本节将给出 Fourier 变换的几个应用. 

Liouville 定理设 f ( z ) 为定义在整个复平面上的解析函數，且 f ( z ) 有多项式增 
长性： 

\ f ( z )\ ^ c(l + H 严， 

其中 C 和 A / 为常數，则 f ( z ) 是一个次数不大于 A / 的多项式. 

证明 首先注意到解析函数/(2)满足 Cauchy - Riemann 方程 

^/ = i ( a i - ia y )/ = 0. (54) 

具有多项式增长性的函数/是温和广义函数，所以/的导数也是温和广义函数.故 
(54) 的 Fourier 变换为 

w+”)7k，”) = 0. 

由习题6, /的支集为原点，从而定理5蕴含，广义函数/有 形式： 

/= E 〜 D a & (55) 

\ocKN 

由定理18, <5的 Fourier 逆为常数.因此,根据定理 17' (55) 右边的 Fourier 逆/为 
z 和2/的多项式.又因为/解析，所以/为 2 = + /的多项式. 口 

并不像 Liouvill 定理的其他通常证明一样，此处的证明仅仅用到了 Cauchy - 
Riemann 方程.事实上，用同样的方法，可以证明如下更一般的结果. 
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定理 25 设 P (0 =尸(心/2,...，匕）为齐次椭圓多项式，即 e = o 为尸⑹的唯一 
实零点，若/为 R n 上的溫和广义函数，并且/为偏微分方程 

P ( D 1 , D 2 ,-., D n )/ = 0 

在整个 R n 内的解，则/是一个多项式. 

满足定理25中性质的微分方程的例子有 △/ = 0 , A 2 / = 0 ,等等 • 

下面我们再给出 Poisson 和公式的一些应用.将 u(aO = e -* 2 / 2 代入 (50). @ 
为 2(0 = e -心 2 , 所以对所有实数 

m 丨丨 n 

若左边的函数用 Z ( a ) 表示，则重写上述方程为 

这是一个十分有趣的函数方程. 

习瓶27 将 u ( x ) = e- x ^ 2+xt 代入 Poission 和公式，你会得到什么样的结果？ 

B.7 Fourier 级数 

周期广义函数的 Fourier 分析非常简明.设 W 为单位圆周 S 1 上的函数， 
则它的 Fourier 系数 b n 为 

bn^^J ^ ind u (9) d 9. 

习题 28 ( a ) 试证对任意的； V ，存在常数 c ， 使得 M < c | n | N . 

( b ) 试证 ix 的 Fourier 级数的部分和 u * = 在拓扑下收敛于以. 

( c ) 若广义函数 £ 的 Fourier 系数知定义为 

«n = ( e _ in V )/ 2 兀， 

试证对任意 函数 u ， 成立 

( it ，,) = y ^ 6 w a - n . 

(d) 设 {On} 是一列复数且 满足： 存在常数 V C 和 7 V .， 使得对每个 n = I ， 2 , …成 


试证如是 S 1 上的某一广义函数€的 Fourier 系数. 
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附录 C Zorn 引理 

Zorn 引理是集合论中 Zermelo - FVaenkel 系统中的一个定理.在逻辑上，它与选 
择公理等价.因此, Zorn 引理通常用在高度非构造性的步骤上. 

Zorn 引理处理的对象是偏序集合，即在某些元素上定义了序关系 “a < 6” 的 
非空集合，这里的序关系 < 满足如下性质. 

⑴传递性：若 a 彡6且6彡 c ，则 a 彡 c . 

( ii ) 自 反性： 对该集合内的每个元素 a ， 成立 a < a . 

偏序集中的子集称为全序集，如果对该子集中的任意两个元素: c 和 y , 要么 
x 彡 J /， 要么 y ^ x . 

偏序集内的元素 W 称为是一个子集的上界，如果对该子集中的任意元素: r , 都 

有： C 彡 W . 

偏序集内的元素 m 称为是-个极大元，如果对该偏序集合中的每个元素卜都 
有 b 彡 m . 

Zorn 引理若偏序集中的每个全序子集都有上界，则该偏序集存在极大元. 
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